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“本 书 无 疑 是 计算 机 科学 最 富 成 效 的 入 门 教科 书 之 一 …… 我 们 强烈 建议 把 它 作 为 教科 书 ……” 

美国 计算 机 协会 自动 机 与 可 计算 性 理论 专业 组 (SIGACT) 

| 这 是 一 本 结合 逻辑 在 计算 机 科学 中 的 应 用 来 介绍 数理 逻辑 的 教科 书 。 书 中 主要 介绍 了 消解 定理 

| 证 明 、 逻 辑 式 程序 设计 和 非 经 典 逻辑 ( 模 态 逻辑 和 直觉 主义 逻辑 ) ， 所 用 的 方法 与 数理 逻辑 的 经 典 

| 著作 有 很 大 不 同 ， 更 加 适合 研究 计算 机 理论 的 读者 ， 可 以 帮助 他 们 更 好 地 理解 计算 机 理论 中 的 许多 

| 概念 ， 是 一 本 真正 面向 计算 机 科学 的 逻辑 著作 。 另 外 ， 每 章 最 后 给 出 了 进一步 阅读 建议 ， 书 未 又 分 

| 主题 给 出 了 相当 多 的 参考 文献 ， 便 于 读者 深入 学 习 。 

| 本 书 不 要 求 读者 具备 逻辑 基础 知识 ， 适 合计 算 机 科学 系 和 数学 系 高 年 级 本 科 生 以 及 低 年 级 研究 

生 使 用 。 
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本 书 是 介绍 数理 逻辑 的 基础 教材 ， 不 仅 履 盖 了 传统 的 基本 内 容 ( 语 法 、 语 义 、 可 靠 性 、 完 
全 性 和 紧 致 性 )， 而 且 很 大 一 部 分 是 讨论 非 传 统 的 内 容 ， 诸 如 消解 定理 证 明 、 逻 辑 式 程序 设计 
和 非 经 典 逻 辑 ( 模 态 逻 辑 和 直 党 主义 逻辑 )， 而 这 些 主题 在 现代 计算 机 科学 中 变 得 越 来 越 
重要 。 

本 书 讲述 的 内 容 广泛 ， 深入浅出， 简明 易 笛 ， 适 合作 为 计算 机 科学 系 和 数学 系 高 年 级 本 
科 生 以 及 低 年 级 研究 生 的 教材 。 


Translation from the English language edition: Logic for Applications, Second Edition( ISBN 0- 
387-94893-7) by Anil Nerode and Richard A. Shore. 
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本 书 中 文 简体 字 版 由 Springer 授权 机 械 工业 出 版 社 独家 出 版 。 未 经 出 版 者 书面 许可 ， 不 得 
LEM AS tl MRA BAR. 


ALATA, SUUS. 
本 书法 律 顾问 ”北京 市 展 达 律师 事务 所 


本 书 版 权 登 记号 : 图 字 : 01-2006-3887 


图 书 在 版 编目 (CPP ) 数 据 


应 用 逻辑 ( 原 书 第 2 版 )/( 美 ) 尼 罗 德 (Nerode，A. ) ，( 美 ) 肖 尔 (Shore，R. A.) €; TH 
成 等 译 . 一 北京 ; 机 械 工 业 出 版 社 ，2007.7 

(计算 机 科学 丛书) 

书 名 原文 : Logic for Applications, Second Edition 


ISBN 978-7-111-21404-5 
lw LOR- QN. GT E 数理 逻辑 -教材 “机 . 0141 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2007 ) 第 064021 号 


机 械 工业 出 版 社 ( 北 京 市 西城 区 百 万 庄 大 街 22 号 ”邮政 编码 ”100037) 

责任 编辑 : 王 春 华 

三 河 市 明 辉 印 装 有 限 公司 印刷 新华 书店 北京 发 行 所 发 行 
”2007 年 7 月 第 1 版 第 1 次 印刷 : 

184mm x260mm ，18. 75 印张 

sg ffr. 38. 00 元 


凡 购 本 书 ， 如 有 倒 页 、 脱 页 、 缺 页 ， 由 本 社 发 行 部 调换 
本 社 购书 热线 : (010)68326294 





出 版 者 的 话 


文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规 范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 的 
各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 ， 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 间 名 
家 斐 出 、 独 领 风 又 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧 密 地 结合 ， 计 算 机 
学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科学 著作 ， 不 仅 辟 
划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭 畦 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规 范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价值 并 不 会 
因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信 息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 计算 机 产业 发 展 迅 猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 计算 机 教育 界 和 出 版 办 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ， 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 、 从 业 人 员 较 少 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 
在 其 计算 机 科学 发 展 的 几 十 年 间 积淀 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国 
外 优秀 计算 机 教材 将 对 我 国 计 算 机 教育 事业 的 发 展 起 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 
设 真正 的 世界 一 流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 图 文 信息 有 限 公 司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 ”"。 自 1998 年 开始 ， 
华章 公司 就 将 工作 重点 放 在 了 洲 选 、 移 译 国 外 优秀 教材 上 。 经 过 几 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 
Prentice Hall, Addison-Wesley, McGraw-Hill, Morgan Kaufmann 等 世界 著名 出 版 公司 建立 了 
良好 的 合作 关系 ， 从 它们 现 有 的 数 百 种 教材 中 杜 选 出 Tanenbaum Stroustrup, Kernighan, 
Jim Gray 等 大 师 名 家 的 一 批 经 典 作 品 ， 以 “计算 机 科学 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 
究 及 皮 藏 。 大 理 石 纹理 的 封面 ， 也 正体 现 了 这 套 丛 书 的 品位 和 格调 。 

“计算 机 科学 从 书 ” 的 出 版 工作 得 到 了 国内 外 学 者 的 鼎力 襄 助 ， 国 内 的 专家 不 仅 提 供 了 中 
肯 的 选 题 指导 ， 还 不 辞 劳苦 地 担任 了 翻译 和 审 校 的 工作 ， 而 原 书 的 作者 也 相当 关注 其 作品 在 
中 国 的 传播 ， 有 的 还 专程 为 其 书 的 中 译本 作 序 。 迄 今 ,“ 计 算 机 科学 丛书” 已 经 出 版 了 近 百 个 
品种 ， 这 些 书籍 在 读者 中 树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采用 为 正式 教材 和 参考 书籍 ， 为 
进一步 推广 与 发 展 打 下 了 坚实 的 基础 。 

随 着 学 科 建 设 的 初步 完善 和 教材 改革 的 逐渐 深化 ， 教 育 界 对 国外 计算 机 教材 的 需求 和 应 
用 都 步 人 一 个 新 的 阶段 。 为 此 ， 华 章 公司 将 加 大 引进 教材 的 力度 ， 在 “华章 教育 ”的 总 规划 
之 下 出 版 三 个 系列 的 计算 机 教材 ， 除 “计算 机 科学 丛书 ”之 外 ， 对 影印 版 的 教材 ， 则 单独 开 
肝 出 “经 典 原版 书库 ”， 同 时 ， 引 进 全 美 通 行 的 教学 辅导 书 “Schaum's Outlines” 系 列 组 成 
“全 美 经 典 学 习 指 导 系 列 ”。 为 了 保证 这 三 套 丛 书 的 权威 性 ， 同 时 也 为 了 更 好 地 为 学 校 和 老师 
们 服务 ， 华 章 公 司 聘 请 了 中 国 科学 院 、 北 京 大 学 、 清 华 大 学 、 国 防 科技 大 学 、 复 旦 大 学 、 上 
海 交通 大 学 、 南 京 大 学 、 浙 江 大 学 、 中 国 科技 大 学 、 哈 尔 滨 工业 大 学 、 西 安 交 通 大 学 、 中 国 
人 民 大 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 北 京 邮电 大 学 、 中 山大 学 、 解 放 军 理工 大 学 、 郑 州 大 学 、 湖 
北 工学 院 、 中 国 国家 信息 安全 测评 认证 中 心 等 国内 重点 大 学 和 科研 机 构 在 计算 机 的 各 个 领域 
的 著名 学 者 组 成 “专家 指导 委员 会 "， 为 我 们 提供 选 题 意见 和 出 版 监督 。 

这 三 套 从 书 是 响应 教育 部 提出 的 使 用 外 版 教材 拨 卸 召 ， 为 国内 高 校 的 计算 机 及 相关 专业 





IV 


的 教学 度 身 订 造 的 。 其 中 许多 教材 均 已 为 M. I.T., Stanford, U.C. Berkeley, C. M. U. 等 世界 
名 牌 大 学 所 采用 。 不 仅 涵盖 了 程序 设计 、 数 据 结 构 、 操 作 系 统 、 计 算 机 体系 结构 、 数 据 库 、 
编译 原理 、 软 件 工程 、 图 形 学 、 通 信和 与 网 络 、 离 散 数学 等 国内 大 学 计算 机 专业 普遍 开设 的 核 
心 课程 ， 而 且 各 具 特 色 一 一 有 的 出 自 语言 设计 者 之 手 、 有 的 历经 三 十 年 而 不 衰 、 有 的 已 被 全 
世界 的 几 百 所 高 校 采 用 。 在 这 些 圆 熟 通 博 的 名 师 大 作 的 指引 之 下 ， 读 者 必 将 在 计算 机 科学 的 
S MUR HUE AE, 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因 素 使 我 们 的 
图 书 有 了 质量 的 保证 ， 但 我 们 的 目标 是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 
的 重要 帮助 。 教 材 的 出 版 只 是 我 们 的 后 续 服 务 的 起 点 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 读者 对 我 们 的 工 
作 提 出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 ， 





电子 邮件 ，hzjsj@hzbook.com 

联系 电话 : (010) 68995264 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 
邮政 编码 ，100037 
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译 者 序 


本 书 是 介绍 数理 逻辑 的 基础 教材 。 与 一 般 的 数理 逻辑 教材 相 比 ， 本 书 有 两 个 较为 显著 的 
特点 。 其 一 ， 本 书 花 了 很 大 篇 幅 讨论 逻辑 在 计算 机 科学 中 的 应 用 ， 例 如 消解 定理 证 明 ee 
式 程序 设计 和 非 经 典 逻 辑 ( 模 态 逻 辑 和 直觉 主义 逻辑 ) ， 而 且 所 用 的 方法 与 数理 逻辑 的 经 典 
著作 有 很 大 不 同 ， 更 加 适合 研究 计算 机 理论 的 读者 ， 可 以 帮助 读者 更 好 地 理解 计算 机 理论 中 
的 许多 概念 ， 是 一 本 真正 面向 计算 机 科学 的 逻辑 著作 。 其 二 ， 本 书 在 每 章 最 后 给 出 了 一 些 进 
一 步 阅 读 建 议 ， 并 在 参考 文献 中 对 所 列 书目 逐一 做 了 简短 有 趣 的 点 评 ， 十 分 有 利于 读者 的 深 
人 学 习 。 

本 书 作者 Anil Nerode 和 Richard A. Shore 是 国际 知名 逻辑 学 家 、 美 国 康 奈 尔 大 学 教授 ， 
Richard A. Shore 还 是 上 一 必 符 号 逻辑 协会 (the Association for Symbolic Logic) 主席 。 

本 书 曾 在 南京 大 学 作为 研究 生 教 材 使 用 多 年 ， 取 得 了 很 好 的 效果 。 鉴 于 本 书 的 前 两 版 
(英文 版 ) 在 中 国 数学 和 计算 机 界 取得 的 积极 反响 ， 我 们 决定 将 它 译 成 中 文 。 在 本 书 的 翻译 
过 程 中 我 们 得 到 了 Nerode 教授 和 Shore 教授 的 大 力 支持 ， 在 此 谨 表 衷心 的 感谢 。 根 据 本 书 作 
者 发 来 的 最 新 勘误 表 ， 我 们 在 译 稿 中 对 这 些 错 误 全 部 作 了 改正 。 此 外 ， 我 们 对 翻译 过 程 中 发 
现 的 少量 其 他 错误 也 作 了 修正 。 

全 书 由 丁 德 成 教授 统 稿 。 其 中 ,第 一 、 二 章 由 徐 亚 涛 翻译 ,第 三 、 四 、 五 章 由 吴 永 成 翻 
译 ,， 第 六 章 、 前 言 、 绪 论 、 附 录 和 参考 文献 由 金 陈 园 翻译 。 译 者 排名 按照 章节 顺序 ， 不 分 
先后 。 


译 者 
2007 年 1 月 于 南京 大 学 
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本 书 讲述 了 逻辑 及 其 在 计算 机 科学 中 的 应 用 。 在 当今 这 个 信息 时 代 ， 扎 实 的 逻辑 与 逻辑 
应 用 功底 同时 惠及 数学 和 计算 机 工作 者 。 本 书 的 前 两 版 (英文 版 ) 在 中 国 的 数学 和 计算 机 界 
取得 了 积极 反响 ， 因 此 ， 对 于 本 书 被 翻译 成 中 文 我 们 感到 特别 高 兴 。 我 们 希望 该 中 文 版 能 够 
推动 逻辑 研究 与 应 用 的 发 展 ， 同 时 我 们 也 祝愿 中 国 在 逻辑 、 可 计算 性 和 计算 机 科学 等 领域 不 
断 取得 进步 。 很 多 老师 和 学 生 使 用 过 本 书 前 两 版 并 向 我 们 提出 了 意见 和 建议 ， 我 们 对 此 表示 
感谢 并 在 此 中 文 版 里 采纳 了 很 多 有 益 的 建议 。 最 后 ， 我 们 特别 感谢 丁 德 成 教授 和 他 的 学 生 徐 
亚 涛 、 吴 永 成 、 金 陈 园 ， 感 谢 他 们 花费 时 间 和 精力 将 我 们 的 教材 介绍 给 了 更 广大 的 中 国 
读者 。 


Anil Nerode, Richard A. Shore 
2006 年 11 月 于 美国 纽约 伊 萨 卡 岛 


附 原 文 


This book integrates logic with its computer science applications. In this Age of 
Information, a firm command of logic and its applications benefits both mathematicians and 
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to make our textbook available to a wider Chinese audience. 
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我 们 写 这 本 书 的 目的 是 提供 一 本 合适 的 数理 逻辑 初级 教程 ， 能 比 传统 的 教科 书 更 加 适应 
近年 来 逻辑 在 计算 机 科学 中 应 用 的 迅速 增长 。 因 此 ， 我 们 在 题材 的 选择 上 受到 这 些 应 用 的 重 
要 影响 。 当 然 ， 本 书 覆盖 了 传统 的 基本 内 容 : 语法 、 语 义 、 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 ， 以 及 
一 些 更 高 级 的 结果 ， 例 如 斯 科 朗 - 勒 文海 姆 (Skolem-Lowenheim) 定理 和 厄 布朗 ( Herbrand ) 定 
理 。 然 而 ,这 本 书 的 很 大 一 部 分 是 讨论 非 传统 的 内 容 。 消 解 定理 证 明 在 逻辑 的 处 理 中 ， 尤 其 
在 逻辑 式 程序 设计 和 PROLOG 的 应 用 中 ， 起 着 重要 的 作用 。 因 此 ， 本 书 广泛 地 讲述 了 这 三 
个 主题 的 数学 基础 。 此 外 ， 本 书 还 加 进 了 两 章 非 经 典 逻辑 一 一 模 态 逻辑 和 直觉 主义 逻辑 一 一 
它们 在 计算 机 科学 中 变 得 日 益 重 要 。 对 于 这 些 逻 辑 ， 我 们 (通过 克 里 普 克 (Kripke) 框 架 ) 论 述 
了 它们 语法 和 语义 的 基本 内 容 。 在 这 两 种 情形 中 ， 我 们 用 修正 的 经 典 逻 辑 的 表 方 法 研究 形式 
证 明 、 可 靠 性 和 完全 性 ， 指 出 了 怎样 使 它 适 用 于 其 他 多 种 特殊 类 型 的 模 态 逻 辑 。 一 些 更 高 级 
的 主题 (包括 非 单调 逻辑 ) 在 介绍 非 经 典 逻辑 的 章节 以 及 逻辑 式 程序 设计 和 PROLOG HAR 
中 做 了 简要 的 介绍 。 

本 书 是 为 数学 系 和 计算 机 科学 系 高 年 级 的 本 科 生 和 低 年 级 的 研究 生 而 写 。 我 们 假定 读者 
学 过 任何 一 门 代数 或 理论 计算 机 科学 的 人 门 课程 ， 了 解 这 些 课程 提供 的 抽象 推理 ， 并 且 基 本 
熟悉 这 些 课程 用 到 的 非 形式 化 的 数学 概念 和 论证 。 本 书 在 开篇 第 一 章 的 定义 1.1 中 ， 给 出 了 
关于 序 和 树 的 基本 的 集合 论 术语 。 在 第 六 章 中 对 基础 集合 论 进行 了 系统 的 论述 。 这 些 内 容 可 
以 作为 必要 时 的 参考 ， 也 可 以 放 在 课程 的 开头 或 结尾 作为 课程 的 一 部 分 。 

如 果 本 书 作为 高 年 级 本 科 生 的 教程 ， 第 一 章 到 第 三 章 的 所 有 主要 内 容 和 PROLOG 程序 
设计 的 相当 一 部 分 可 以 在 一 学 期 每 周三 小 时 的 课程 中 讲 完 。 如 果 按 照 这 种 方式 授课 ， 我 们 建 
议 每 周 用 一 个 额外 的 时 间 处 理 作 业 中 的 问题 和 进行 编程 指导 。 关 于 消解 定理 证 明和 逻辑 式 程 
序 设计 的 内 容 ， 当 然 也 可 以 用 有 关 模 态 逻 辑 和 直觉 主义 逻辑 的 章节 来 代替 ， 从 而 构成 一 门 完 
全 不 同 的 课程 。 作 为 两 个 季度 的 课程 ， 可 以 在 第 一 种 建议 中 仅仅 加 进 一 种 非 经 典 的 逻辑 。 我 
们 有 意 把 这 两 章 处 理 成 相互 独立 的 章节 ， 以 便于 上 述 选择 。 然 而 ， 这 两 章 的 处 理 有 很 多 相似 
之 处 ， 所 以 如 果 两 章 都 讲 的 话 ， 第 二 章 的 相应 部 分 可 以 更 快 地 讲 完 。 作 为 研究 生 教材 ， 整 本 
书 的 主要 内 容 可 以 在 一 个 学 期 之 内 讲 完 。 

这 本 教材 在 引入 谓词 逻辑 之 前 完整 地 介绍 了 命题 逻辑 。 然 而 ， 根 据 学 生 的 背景 和 教师 的 
偏好 ， 可 以 重新 整合 这 种 安排 " 事实 上 ， 作 为 研究 生 教材 或 者 对 于 了 解 命题 逻辑 与 真 值 表 的 
学 生 ， 这 种 整合 可 能 更 好 。 如 果 这 人 么 做 的 话 ， 就 从 第 一 章 第 一 、 二 节 开 始 ， 然 后 转 到 第 二 章 
第 一 至 四 节 。 如 果 计 划 介 绍 PROLOG 并 论述 逻辑 式 程序 设计 的 数学 基础 ， 可 以 用 第 二 章 第 
五 节 来 解释 PROLOG 的 请 法 和 语义 。 为 了 让 学 生 开始 进行 实际 的 编程 ， 在 这 一 节 ( 还 有 第 一 
章 第 十 节 ) 之 后 ， 可 以 非 形式 化 地 介绍 PROLOG 的 执行 方法 和 程序 设计 。 当 然 其 理论 基础 要 
等 到 我 们 形式 化 地 论述 了 消解 方法 和 合 一 算法 之 后 。 不 管用 不 用 逻辑 式 程 序 设 计 ,， 现 在 都 能 
够 (基于 表 方法 ) 证 明 第 二 章 第 六 至 七 节 谓词 逻辑 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 并 在 第 二 章 第 十 节 
完成 厄 布朗 定理 的 证 明 。 我 们 介绍 了 一 个 希 尔 伯 特 式 的 证 明 系统 ， 但 是 没有 用 它 来 证 明 第 一 
章 第 七 节 和 第 二 章 第 八 节 中 的 结果 。 








IX 


作为 PROLOG 的 基础 ， 消 解 式 证 明 系 统 与 其 命题 情形 的 论述 联系 更 加 紧密 ， 因 为 基本 
的 定理 证 明 是 根据 厄 布朗 定理 把 谓词 逻辑 中 的 结论 归 约 到 相应 的 命题 敢 辑 中 的 结论 。 因 此 ， 
如 果 要 涵盖 这 些 内 容 ， 有 必要 先 讨论 命题 逻辑 的 情形 。 介 绍 PROLOG 要 用 到 的 章节 是 第 一 
章 的 第 八 节 、 第 十 节 以 及 第 二 章 的 第 十 一 至 十 三 节 。 第 一 章 的 第 九 节 所 考虑 的 加 细 消 解 是 真 
正 的 备 选 内 容 。 线 性 消解 (第 二 章 第 十 四 节 ) 与 PROLOG 有 很 大 关系 ， 而 完全 性 定理 是 本 书 
中 最 难 的 部 分 之 一 。 因 此 ， 第 三 章 第 一 节 对 于 Horn 逻辑 和 PROLOG 的 结果 提供 了 一 个 蔡 代 
的 研究 方法 ， 这 种 方法 只 用 到 线性 消解 的 基本 定义 (第 二 章 的 定义 14. 1 ~14.3)。 

下 面 给 出 了 本 书 (除了 第 六 章 外 ) 各 章节 之 间 的 逻辑 依赖 关系 示意 图 。 除 非 用 箭头 额外 
标 出 ， 和 否则 依赖 关系 都 是 从 右 向 左 的 。 虚 线 ( 例 如 经 典 逻 辑 中 从 命题 逻辑 到 谓词 远 辑 的 那 条 
线 ) 表 示 相 关 但 不 严格 的 逻辑 依赖 。 应 该 指出 ， 最 前 面 的 一 节 ， 即 第 一 章 第 一 节 ， 仅 仅 集中 
了 一 些 在 后 面 很 多 地 方 会 用 到 的 关于 序 和 树 的 定义 和 事实 。 这 个 内 容 可 以 放 在 开头 讲 ， 也 可 
以 在 用 到 的 时 候 加 以 穿插 。 尤 其 库 尼 西 (Kinig) 引 理 (第 一 章 的 定理 1.4) 直 到 第 一 章 第 四 节 
讲 完 全 系统 表 的 时 候 才 用 到 。 类 似 地 ， 第 六 章 中 的 集合 论 的 内 容 ( 第 二 版 新 增 的 内 容 ) 可 以 
在 任何 时 候 讲述 。 只 有 第 六 节 需 要 假定 读者 熟悉 谓词 逻辑 ， 那 里 简单 地 列举 了 集合 论 公理 的 
形式 化 版 本 。 在 这 一 章 中 ， 第 一 至 五 节 和 第 七 节 包 含 了 本 书 和 大 多 数 本 科 课 程 中 所 需 的 集合 
论 的 基本 知识 。 其 余部 分 ， 即 第 八 至 十 一 节 ， 介绍 了 无 穷 的 (其 至 是 不 可 数 的) 序数 、 基 数 
和 超 穷 递归 理论 ， 还 有 选择 公理 的 一 些 不 同 的 版 本 。 对 于 数学 系 和 计算 机 系 的 大 部 分 研究 生 
课程 来 说 ， 这 些 集合 论 的 背景 知识 应 该 足够 了 ， 但 这 些 在 本 书 的 其 他 部 分 是 用 不 到 的 。 
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Pert tae 
在 本 书 的 很 多 地 方 ， 某 些 段 落 或 整 节 对 于 后 面 的 内 容 不 是 必要 的 ， 这 些 内 容 用 星 号 
C ) 做 了 标记 ， 以 此 表明 它们 脱离 了 本 书 内 容 的 主线 。 另 外 ， 对 于 上 面 指 出 的 内 容 安排 有 
三 个 可 能 的 例外 ， 这 些 例外 和 和 那些 不 包含 很 多 PROLOG 内 容 的 课程 尤其 相关 。 





第 一 个 例外 还 有 一 点 需要 注意 。 本 书 对 逻辑 所 做 的 基本 研究 不 包含 一 个 专用 的 等 号 谓 
词 。 尽 管 已 不 再 是 数理 逻辑 教材 的 通常 做 法 ,但 对 于 消解 定理 证 明 、 座 辑 式 程序 设计 以 及 
PROLOG 等 主题 ， 这 是 一 个 恰当 的 处 理 方法 。 因此， 在 第 三 章 的 第 五 节 分 析 了 等 号 谓词 ， 一 
方面 把 它 视 为 特殊 的 谓词 ， 其 语义 解释 是 真正 的 相等 ， 从 而 满足 相应 的 逻辑 公理 模式 ， 另 一 
方面 把 它 作为 一 个 普通 的 谓词 ， 在 所 考虑 的 每 一 个 系统 中 添加 适当 的 等 词 公理 。 然 而 ， 把 第 
三 章 第 五 节 中 定义 5.3 之 前 的 相关 内 容 和 其 中 关于 等 号 解释 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 的 证 明 移 
到 第 二 章 第 七 节 之 后 也 是 相当 可 行 的 。 

第 二 个 例外 是 关于 谓词 逻辑 永 真 性 不 可 判定 的 丘 奇 (Church ) 定 理 的 证 明 。 在 第 三 章 的 
第 八 节 中 给 出 的 一 个 证 明 ， 甚 至 可 应 用 于 PROLOG 所 表示 的 谓词 逻辑 部 分 。 但 是 ， 在 第 三 
章 第 五 节 的 习题 3 中 我 们 指出 ， 对 证 明 稍 加 改动 即 可 绕 开 PROLOG 的 概念 和 方法 ， 从 而 可 
在 第 二 章 第 七 节 之 后 给 出 丘 奇 定理 的 一 个 证 明 。 

最 后 ， 在 第 三 章 第 七 节 中 定义 7.6 之 前 引入 的 非 单调 逻辑 独立 于 遇 辑 式 程 序 设计 和 
PROLOG 的 内 容 。 第 三 章 第 七 节 的 剩余 内 容 是 用 非 单 调 逻 辑 分 析 带 否定 的 届 辑 式 程序 设计 的 
稳定 模型 。 此 外 ， 作 为 更 加 独立 的 内 容 ， 第 三 章 第 七 节 的 习题 8 ~9 给 出 了 非 单调 逻辑 在 图 
和 偏 序 上 的 其 他 应 用 。 

应 该 指出 ， 在 第 四 章 和 第 五 章 关 于 模 态 逻辑 和 直觉 主义 逻辑 的 基本 内 容 中 有 相当 多 的 重 
春 。 实 际 上 ， 一 个 无 重 玲 的 论述 是 可 能 的 ， 但 那样 做 会 降低 易 读 性 。 我 们 分 别 编写 这 两 章 ， 
以 便于 读者 独立 地 阅读 其 中 之 一 。 对 于 需要 深入 了 解 这 两 种 逻辑 的 读者 ， 我 们 在 第 五 章 第 六 
节 比 较 了 经 典 逻 辑 、 模 态 逻 辑 和 直觉 主义 逻辑 ， 试 图 指出 这 些 逻 辑 的 相似 和 不 同 之 处 。 

本 书 几 乎 每 一 节 的 最 后 都 有 很 多 习题 ， 这 其 中 也 包含 一 些 PROLOG 的 程序 设计 问题 ， 
有 的 是 作 理论 分 析 ， 有 的 是 具体 执行 。 特 别 地 ， 有 一 系列 关于 《圣经 》 人 物 的 家 谱 数 据 库 的 
习题 ， 这 个 家 谱 是 根据 《 旧 约 -历代 记 》 编 写 的 。 我 们 还 将 它 列 在 附录 B 中 。( 有 电子 版 可 用 ， 
请 发 送 电 子 邮件 至 shore@ math. cornell. edu 索取 。) 我 们 给 出 的 这 些 习 题 可 以 用 作 使 用 类 似 数 
据 库 的 范例 ， 或 者 经 过 适当 的 修改 后 可 以 用 于 其 他 情形 。 然 而 这 不 是 一 本 PROLOG 程序 设 
计 的 书 ， 在 讲授 这 些 内 容 的 同时 ， 我 们 总 是 选择 一 本 标准 的 PROLOG 程序 设计 的 教材 作为 
补充 ， 这 些 书 目 列 在 第 三 章 最 后 的 进一步 阅读 建议 中 。 本 书 内 容 并 不 局 限于 特殊 版 本 的 
PROLOG 语言 ;我 们 仅 使 用 标准 的 语法 和 讨论 典型 的 执行 方法 。 我 们 自己 曾 用 过 多 种 执行 方 
法 和 平台 。 程 序 运 行 过 程 的 打印 件 来 自 PC 上 运行 的 ARITY PROLOG, 

当 ( 偶 尔 ) 引 用 当代 文献 中 的 结果 时 ， 我 们 一 般 给 出 其 出 处 。 然 而 ， 由 于 这 是 一 本 基础 
的 教科 书 ， 除 了 一 些 按 通常 做 法 以 姓名 命名 的 定理 以 外 ， 我 们 并 没有 针对 每 个 标准 结果 指明 
它 的 发 现 者 。 但 是 ， 在 附录 中 给 出 了 一 个 逻辑 学 的 简 史 ， 这 应 该 会 让 学 生 对 于 这 门 学 科 的 发 
展 有 一 个 感性 认识 。 另 外 ， 在 每 一 章 的 最 后 给 出 了 可 能 对 学 生 或 教师 有 用 的 进一步 阅读 建 
议 。 最 后 ， 在 本 书 的 末尾 根据 主题 给 出 了 相当 多 的 参考 文献 。 

多 年 以 来 ， 本 书 的 部 分 内 容 以 各 种 形式 出 现 。 关 于 经 典 逻 辑 和 集合 论 的 较 早 的 版 本 出 现 
在 Nerode 多 年 前 在 康泰 尔 大 学 的 讲义 中 。 这 些 内 容 中 的 一 部 分 ， 由 George Metakides 独立 地 
重新 编写 ， 形 成 了 与 Nerode 合作 的 英文 讲义 和 他 自己 的 在 佩 特 雷 大 学 的 希腊 文 讲义 。 
Nerode [1990, 4.2] 和 [1991，4.4] 包 含 了 基于 表 方 法 的 直觉 主义 逻辑 和 模 态 逻辑 处 理 的 早 
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绪论 


在 20 世纪 20 年代， 逻辑 几乎 是 一 个 哲学 家 的 世界 ， 只 有 一 小 部 分 的 数学 家 在 浇灌 数学 
这 棵 大 树 的 收 辑 的 根 。 如 今 ， 逻 辑 学 的 主要 分 支 一 一 递归 论 、 集 合 论 、 模 型 论 和 证 明 论 ,已 
经 成 为 内 容 翔实 的 数学 分 支 。 自 20 世纪 70 年 代 以 来 ,来 自 于 计算 机 科学 、 人 工 智 能 和 语言 
学 的 变革 之 风 把 新 的 种 子 吹 进 了 逻辑 的 花园 。 这 股 清 风 掀 开 了 一 片 布 满 丘 密 的 新 大 陆 ， 这 里 
的 沃土 滋养 了 新 的 逻辑 分 支 。 如 果 你 近来 关注 计算 机 科学 和 语言 学 的 国际 会 议 ， 你 会 发 现 数 
理 逻 辑 的 语言 已 成 为 一 种 通用 语言 。 数 理 逻 辑 的 方法 无 所 不 在 ， 理 解 新 的 逻辑 并 寻找 可 行 的 
算法 来 实现 这 些 逻 辑 的 推理 方法 在 许多 学 科 中 都 扮演 了 核心 的 角色 。 含 有 重要 逻辑 成 分 的 新 
. 兴 领 域 包括 : 命令 式 、 陈 述 式 和 函数 式 程序 设计 ， 程 序 验证 ， 交 互 的 、 并 行 的 、 分 布 的 、 容 
错 的 以 及 实时 的 计算 ， 知 识 库 系统 ， 演 绎 数据 库 ， 超 大 规模 集成 电路 (VLSI) 设计 。 现 在 ， 
各 种 各 样 的 逻辑 也 在 从 法 律 到 医学 等 特殊 领域 的 推理 模型 中 扮演 着 关键 的 角色 。 

这 些 应 用 已 经 把 逻辑 研究 的 视野 拓展 到 那些 单纯 考虑 哲学 和 数学 动机 时 所 不 会 提出 的 问 
题 和 想法 上 。 应 用 逻辑 和 应 用 数学 一 样 ， 现 在 正 应 用 于 一 个 广泛 的 、 重 玖 的 但 又 有 些 不 同 的 
应 用 领域 。 这 种 情况 的 出 现 是 为 了 满足 商务 、 行 政 、 科 学 技术 中 处 理 重 要 、 实 时 和 大 型 数据 
库 时 应 用 自动 化 推理 的 需要 。 对 于 大 专 院 校 的 学 生来 说 ， 数 理 逻 辑 及 其 应 用 像 应 用 数学 一 样 
有 用 。 今 后 ， 它 对 于 很 多 定性 学 科 ， 将 像 应 用 数学 对 于 传统 定量 学 科 一 样 重要 。 

本 书 对 经 典 的 谓词 逻辑 作 了 严密 而 基本 的 介绍 ， 它 强调 演绎 是 计算 的 一 种 形式 。 本 书包 
括 了 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 等 标准 的 课题 ， 书 中 的 证 明 方 法 仅 推 导出 永 真 的 结果 ， 所 有 永 
真 的 语句 都 是 可 证 明 的 ， 每 个 无 穷 条 公理 的 逻辑 后 承 实际 上 是 有 穷 条 公理 的 逻辑 后 承 。 可 靠 
性 要 求 好 像 是 显然 的 ， 然 而 当 我 们 讨论 PROLOG 语言 时 可 以 看 到 ， 即 使 是 这 样 简单 的 正确 
性 要 求 ， 在 具体 执行 中 也 常会 因为 要 照顾 效率 而 得 不 到 满足 。 另 一 方面 ， 完 全 性 是 联系 着 证 
明和 永 真性 的 重要 结果 。 我 们 可 以 给 出 一 个 永 真性 的 证 明 方法 ， 它 精确 地 抓 住 了 一 阶 逻 辑 的 
语义 。 一 个 永 真 语句 ， 即 在 每 种 解释 中 都 为 真 的 语句 ， 在 任何 特殊 的 形式 系统 中 总 有 一 个 证 
明 ， 并 且 存 在 一 个 算法 能 够 找到 这 样 的 证 明 。 紧 致 性 有 着 令 人 吃惊 的 应 用 : 从 关于 有 穷 结构 
的 结果 推导 出 关于 无 穷 结 构 的 结果 。 这 里 仅 举 一 个 例子 ， 它 能 从 四 色 定 理 在 有 穷 平 面 地 图 中 
成 立 导 出 它 在 任何 平面 地 图 中 成 立 。 我 们 也 证 明了 永 真性 是 不 可 判定 的 ， 即 没有 一 个 算法 可 
以 判定 任意 给 定 的 语 名 是否 永 真 。 尽 管 对 于 一 个 给 定 的 已 经 被 确定 是 永 真 的 语句 g, RII 
以 用 一 个 特定 的 算法 找到 它 的 证 明 ， 但 是 对 于 一 般 情 况 ， 我 们 无 法 知道 寻找 过 程 是 否 是 徒 
劳 的 。 

第 一 章 从 经 典 命题 逻辑 的 语法 和 语义 开始 ， 这 是 一 种 由 诸如 “与 ”、“ 或 "、“ 如 果 ” 和 
“ 否 " 等 联结 词组 合 而 成 的 复合 语句 的 逻辑 ， 但 是 不 考虑 量词 “所 有 ”和 “存在 " 。 我 们 给 出 传 
统 的 基于 符号 串 形 式 的 语法 处 理 方式 和 基于 树 结构 的 语法 处 理 方式 。 由 于 树 已 成 为 诸多 计算 
机 科学 领域 中 的 基本 概念 ， 所 以 对 很 多 学 生来 说 ， 后 一 种 方法 更 容易 理解 (至 少 更 熟悉 ) 。 
两 种 方法 都 可 以 采用 。 然 后 我 们 引入 由 Beth ( (Foundations of Mathematics》[ 1959, 3.21) ff 
Smullyan( (First Order Logic) [1968, 3.2] ) 提 出 的 命题 收 辑 的 语义 表 证 明 法 。 纵 观 这 些 年 ， 
我 们 发 现 表 方法 是 学 生 们 最 容易 学 习 、 使 用 和 记 住 的 。 用 这 种 方法 给 出 语句 9 的 一 个 证 明 ， 
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就 是 在 有 限 的 时 间 内 发 现 系统 地 搜索 o 的 反例 是 不 可 能 的 。 通 过 该 方法 直接 对 于 所 要 证 明 
的 公式 o 的 子 公式 所 作 的 分 析 ， 我 们 大 致 可 以 看 出 其 完全 性 的 根据 。 这 种 系统 的 搜索 是 通 
过 一 个 树 构造 算法 来 实现 的 。 这 个 算法 的 目标 是 生成 一 棵 由 “9p 是 假 的 "开始 的 有 穷 树 ， 其 
每 个 分 支 上 都 有 一 个 矛盾 。 这 样 的 树 表 明 ， 每 一 个 从 “9 是 假 的 "开始 的 分 析 都 导致 矛盾 。 
我 们 称 这 是 o 的 一 个 表 证 明 。 通 过 系统 地 寻找 表 证 明 ， 可 以 证 明 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 
定理 。 

接 下 来 论述 了 J. A. Robinson[ 1965 ，5.7] 的 定理 证 明 的 消解 方法 ， 这 种 方法 在 自动 推理 
和 定理 证 明 中 扮演 着 关键 和 角色。 再 次 证 明 其 可 靠 性 和 完全 性 定理 之 后 ， 我 们 将 这 一 方法 应 用 
到 Horn 子 名 上， 以 发 展 逻 辑 式 程序 设计 和 PROLOG 的 数学 基础 (仍然 在 命题 逻辑 层次 )。 人 退 
辑 式 程 序 设计 是 在 某 种 特定 环境 下 应 用 逻辑 演绎 进行 程序 设计 的 一 种 抽象 方法 。PROLOG 作 
为 一 种 程序 设计 语言 所 体现 的 思想 是 : 计算 就 是 演绎 。 

第 二 章 介绍 了 谓词 逻辑 的 其 他 部 分 ( 函数 和 关系 ; 变 元 和 量词 ) ， 及 其 语法 和 语义 的 解 
释 。 还 给 出 了 谓词 逻辑 的 表 证 明 系 统 并 证 明了 其 可 靠 性 和 完全 性 。 我 们 的 方法 自然 地 导致 了 
厄 布朗 定理 ， 这 个 定理 在 某 种 程度 上 把 谓词 逻辑 归 约 到 了 命题 逻辑 。 接 下 来 ， 按 照 鲁 宾 逊 
(Robinson) 的 做 法 ， 在 消解 方法 上 添加 了 厄 布朗 首创 的 模式 匹配 算法 ， 称 为 合 一 。 于 是 得 到 
了 谓词 逻辑 的 鲁 宾 逊 演绎 系统 ， 这 是 在 数字 计算 机 上 完全 实现 了 推理 机 器 化 的 第 一 个 逻辑 推 
理 系统 。 用 机 器 推理 确实 比 人 工 推理 更 好 。 重 宾 逊 的 工作 使 得 用 数字 计算 机 实现 自动 推理 成 
为 一 个 主要 的 研究 领域 。 他 的 许多 想法 和 所 用 的 术语 一 直 沿 用 至 今 。 

第 三 章 把 消解 方法 特殊 化 到 Hom FAE, Hon 子 句 是 一 类 特殊 的 谓词 逻辑 公式 ， 构 成 
了 逻辑 式 程序 设计 和 PROLOG 的 定义 域 。 逻 辑 式 程序 设计 的 谓词 版 本 已 经 应 用 于 专家 系统 、 
智能 数据 库 和 人 工 智 能 等 很 多 领域 。 逻 辑 式 程序 设计 有 一 个 活跃 的 研究 团队 ， 并 且 已 经 成 为 
一 个 独立 的 学 科 。 除 了 把 注意 力 限 制 在 一 类 特殊 的 公式 上 ， 逻 辑 式 程序 设计 和 PROLOG 在 
证 明 方法 上 也 有 诸多 改变 ， 以 提高 其 计算 效率 。 本 章 论 述 了 Hom 子 名 逻辑 以 及 PROLOG 的 
数学 基础 : 语法 、 语 义 、 可 靠 性 和 完全 性 。 还 探讨 了 PROLOG 程序 终止 的 证 明 。 作 为 当前 
发 展 趋势 的 例子 ， 简 要 说 明了 所 谓 的 “通用 人 逻 辑 程 序 ”。 用 因 失 败 而 否定 和 稳定 模型 这 两 个 
工具 说 明 在 这 个 环境 中 否定 的 实现 和 语义 。 这 个 领域 还 在 不 断 变化 之 中 。 它 是 还 在 发 展 之 中 
的 非 单调 推理 这 个 学 科 的 一 个 例子 。 与 经 典 的 情形 不 同 ， 非 单调 逻辑 中 增加 新 的 前 件 可 能 会 
推翻 先前 得 到 的 结论 。 第 三 章 第 七 节 简单 介 绍 了 这 个 领域 。 然 耐 我们 不 是 程序 员 ， 除 了 举例 
阐述 逻辑 和 数学 思想 的 需要 之 外 , 不想 涉及 更 多 的 关于 PROLOG 程序 设计 的 内 容 。 
(PROLOG 程序 设计 方面 的 基础 教程 包含 在 本 书 最 后 的 参考 书目 当中 。) 但 是 ,我们 要 讨论 关 
于 PROLOG 程序 的 理论 上 的 可 计算 性 和 不 可 判定 性 。 

对 于 一 个 理论 来 说 ， 证 明 其 不 可 判定 性 的 标准 做 法 可 以 概括 为 : 说 明 如 何 把 每 个 能 行 可 
计算 的 函数 表示 为 逻辑 公式 ， 从 而 把 计算 这 个 函数 的 值 归 约 为 对 于 这 个 公式 的 实例 的 演绎 。 
特殊 函数 的 不 可 计算 性 ， 例 如 停机 问题 (给 定 一 个 程序 ， 判 断 它 是 否 会 在 某 一 个 输入 下 停 
BL) 的 不 可 计算 性 ， 转 化 成 了 对 于 给 定 公式 可 证 明 性 的 不 可 判定 性 。 这 样 ， 通 过 证 明 Hom F 
句 程序 乃至 PROLOG 的 标准 执行 都 能 计算 所 有 的 能 行 可 计算 函数 ， 我 们 证 明了 PROLOG 和 
Horn 子 名 逻辑 的 不 可 判定 性 (更 不 用 说 所 有 的 谓词 逻辑 了 )。 作 为 一 个 能 行 计算 的 算法 的 定 
义 ， 我 们 使 用 寄存 器 机 程序 作为 计算 模型 。 因 此 ， 对 于 每 个 计算 递归 函数 的 寄存 器 机 程序 ， 
我 们 用 计算 那个 函数 的 编码 版 本 的 PROLOG 程序 来 模拟 。 已 经 知道 ， 其 余 的 所 有 计算 模型 
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都 可 以 用 寄存 器 机 模拟 ， 所 以 这 样 做 能 够 得 到 所 期 望 的 可 计算 性 和 不 可 判定 性 的 结果 。 

第 四 章 和 第 五 章 转向 非 经 典 逻 辑 ， 它 们 在 计算 的 理解 和 建 模 以 及 程序 验证 中 变 得 日 益 重 
要 。“ 非 经 典 ” 的 一 个 技术 含义 是 ; 一 个 语句 的 真 值 不 仅仅 依赖 于 它 的 每 个 部 分 的 真 值 ， 实 
际 上 ， 即 使 是 简单 句 的 真 值 也 可 能 依赖 于 上 下 文 、 时 间 和 信念 等 。 尽 管 这 不 是 数学 中 的 传统 
观点 ,但 它 反 映 了 许多 现实 生活 中 的 情况 和 计算 机 科学 中 的 许多 重要 问题 。 一 个 蕴涵 式 的 真 
值 通常 含有 时 间 要 素 。 通 常 是 在 某 个 语 境 中 考虑 语句 的 真 值 。 如 果 我 们 的 知识 或 信念 改变 
了 ， 那 么 语句 的 真 值 可 能 也 要 改变 。 对 于 程序 的 分 析 依赖 于 计算 机 随时 间 变 化 的 知识 状态 ， 
依赖 于 什么 可 能 会 发 生 ， 什 么 一 定 会 发 生 。 在 第 三 章 简单 地 涉及 了 这 样 的 一 种 逻辑 ( 非 单调 
逻辑 ， 一 种 后 面 信息 可 以 推翻 前 面 结论 的 逻辑 ) 。 后 面 的 两 章 系统 地 研究 这 样 两 种 逻辑 ， 模 
态 逻 辑 和 直觉 主义 逻辑 。 

直觉 主义 把 数学 中 的 构造 观点 融 人 逮 辑 之 中 。 我 们 说 有 了 AR B 的 证 明 仅 当 我 们 有 了 
其 中 之 一 的 证 明 。 我 们 说 有 了 “存在 一 个 x*， 具 有 性 质 请 的 证 明 ， 仅 当 我 们 实际 给 出 了 一 个 
对 象 。 和 < 具有 性 质 P 的 证 明 。 模 态 逻 辑 试图 把 握 必要 性 和 可 能 性 的 概念 ， 以 此 为 基础 ， 分 
析 那 些 带 有 时 间 的 、 动 态 的 或 基于 信念 的 系统 。 我 们 在 Kripke 框架 下 描述 这 两 种 逻辑 的 语 
Mo Kripke 框架 是 由 一 个 经 典 模型 的 集合 和 这 些 模型 上 的 一 个 偏 序 或 其 他 某 个 关系 构成 ; 正 
是 这 些 关 系 体现 了 克 里 普 克 语义 的 非 经 典 方面 。 然 后 我 们 将 经 典 逻 辑 的 表 方法 一 般 化 ， 它 忠 
实地 反映 了 Kripke 框架 所 表示 的 语义 。 在 我 们 的 论述 中 ， 可 靠 性 和 完全 性 再 次 在 其 中 扮演 
了 核心 角色 。 我 们 独立 地 介绍 了 这 两 种 逻辑 ， 但 在 第 五 章 第 六 节 对 它们 作 了 比较 。 

本 书 没有 提 到 直 党 主义 的 哲学 教条 ， 也 没有 谈论 哲学 家 对 于 时 间 和 必然 性 的 分 析 。 我 们 
主要 解释 了 Kripke 框架 和 模 态 算 子 ， 用 Kripke 框架 表达 从 部 分 信息 中 获得 结果 这 样 的 观念 ， 
用 模 态 算 子 表 达 模 型 之 间 的 关系 。 这 样 的 解释 与 直 党 主义 逻辑 的 一 种 很 有 前 景 的 应 用 是 一 至 
的 ， 这 个 应 用 是 斯 科 特 ( Scott) 所 建议 的 ， 把 直觉 主义 逻辑 用 作 斯 科 特 域 和 信息 系统 的 语言 ， 
或 者 把 它 用 来 研究 Hon 子 句 逻辑 ， 该 逻辑 更 精致 地 应 用 了 经 典 和 直 党 主义 两 种 逻辑 。 它 也 
可 应 用 于 模 态 远 辑 ， 以 进行 程序 分 析 和 验证 ， 这 项 工作 起 源 于 霍 尔 ( Hoare) 的 动态 逻辑 ， 现 
已 在 许多 方面 得 到 继续 发 展 。 

我 们 在 这 一 版 中 加 入 了 新 的 一 章 (第 六 章 ) : 集合 论 基 础 。 这 些 内 容 可 以 作为 标准 的 集 
合 论 符号 和 概念 的 参考 ， 包 括 函 数 、 关 系 、 序 和 序列 等 。 然 而 ， 这 也 是 一 个 独立 的 公理 集合 
论 介绍 。 在 这 一 章 第 一 至 六 节 ， 给 出 了 集合 论 的 公理 ,论述 了 足以 形式 化 初等 数论 的 基础 集 
合 论 ， 例如， 自然 数 作 为 满足 著名 的 皮 亚 诺 (Peano) 后 继 公理 的 结构 在 同 构 意 义 下 是 唯一 
的 ， 以 及 自然 数 上 由 归纳 或 递归 所 定义 函数 的 存在 性 和 唯一 性 。 我 们 也 给 出 了 本 书 所 需 的 集 
合 论 的 基本 概念 ， 例 如 ， 函 数 、 序 列 、 序 以 及 可 数 集合 的 基数 等 。 在 这 一 章 的 其 余部 分 ， 建 
立 了 超 穷 归纳 原则 ， 讲 述 了 序数 和 基数 的 基本 理论 (包括 不 可 数 的 情况 和 它们 的 算术 ) 以 及 
选择 公理 的 一 些 常见 变种 。 总 的 来 说 ， 这 些 内 容 给 计算 机 科学 系 和 数学 系 绝 大 部 分 的 研究 生 
课程 提供 了 足够 的 集合 论 背景 。 这 一 部 分 独立 于 本 书 的 其 余部 分 ， 但 与 第 一 章 第 一 节 以 及 历 
中 附录 中 的 一 小 部 分 内 容重 复 。 

最 后 ， 我 们 相信 了 解数 理 逻 辑 及 其 应 用 的 发 展 史 对 于 深入 理解 和 欣赏 这 门 学 科 是 有 重要 
影响 的 。 因 此 ， 在 附录 中 给 出 了 从 十 希腊 到 20 世纪 中 叶 逻 辑 的 起 源 和 发 展 简 史 。 其 中 有 一 
部 分 只 有 在 阅读 正文 (尤其 前 两 章 ) 后 才能 充分 理解 ， 但 是 在 阅读 前 、 阅 读 后 或 是 阅读 期 间 
参考 这 部 分 都 是 有 益 的 。 这 一 部 分 旨 在 给 读者 提供 一 份 旅行 手册 ， 一 个 该 领域 的 向 导 。 为 了 
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补充 这 个 向 导 ， 我 们 给 出 了 相当 多 的 历史 参考 文献 和 逻辑 中 许多 主题 的 其 他 信息 来 源 ， 包 括 
一 些 在 正文 中 没有 涉及 的 内 容 。 如 果 可 能 的 话 ， 我 们 建议 读 完 本 书 的 读者 去 读 一 些 难度 适中 
的 历史 材料 、 手 册 、 综 述 以 及 教材 。 然 而 ， 一 些 新 的 主题 也 要 求 参 考 当 代 的 文献 。 这 个 参考 
韦 日 按照 不 同 的 主题 分 为 若干 部 分 (部 分 文献 加 了 注释 )。 参 考 书目 索引 的 安排 是 有 规 可 循 
的 。 例 如 ，Thomas[ 1939，1. 1] 指 的 是 列 在 参考 书目 1.1“ 关 于 数学 史 的 原始 资料 ”中 1939 年 
出 版 的 Ivor Thomas 所 著 的 《Selections Illustrating the History of Greek Mathematics with an 
English Translation》 一 书 。 我 们 在 每 一 章 的 最 后 都 给 出 了 一 些 进一步 阅读 建议 ， 其 中 的 索引 
都 来 自 这 个 参考 书目 。 





第 一 章 命题 逻辑 


第 一 节 序 和 A 

在 开始 本 书 的 基本 内 容 之 前 ， 首 先 介 绍 树 的 概念 。 树 是 一 种 常见 的 表示 模式 ， 是 逻辑 学 
和 计算 机 科学 中 最 重要 的 结构 类 型 之 一 。 我 们 期 望 大 多 数 读者 起 码 在 直观 上 熟悉 这 种 结构 类 
型 (需要 集合 论 背 景 可 以 参见 第 六 章 ) 。 图 1 给 出 了 一 个 树 的 例子 。 

它 的 节点 (在 此 例 中 是 二 元 序列 或 者 二 元 串 ) 按 
偏 序 排列 (序列 的 延伸 意味 着 图 中 树 的 节点 下 降 ) 。 aa 
通常 情况 下 ， 树 的 顶端 (在 其 他 所 有 节点 之 上 ) 有 唯 《0) (1) 
一 的 节点 ( 空 集 或 空 序列 ， 名 )， 叫 做 树 的 根 。( 自 
上 而 下 地 画 树 是 为 了 遵循 常规 ， 而 树 上 序 的 排列 是 
为 了 反映 序列 的 延伸。 因此 ， 根 是 序 中 最 小 的 (第 一 (000 — (00D (1,0,0) — (00 
个 ) 元 素 ， 并 且 沿 着 树 向 下 节点 不 断 增 大 。) 树 上 的 节 图 1 
点 可 能 有 一 个 或 者 多 个 不 可 比较 的 直接 后 继 。 如 果 
直接 后 继 多 于 一 个 ， 则 称 树 在 该 节点 分 又 。 如 果 每 个 节点 至 多 有 个 直接 后 继 ， 则 称 该 树 是 
n-ToM A n- (Al 中 的 树 是 2 -元 的 ， 即 通常 所 说 的 二 又 树 (binary tree) 。) 终 节点 ， 
即 没有 后 继 的 节点 ， 叫 做 叶子 。 其 他 术语 ， 像 树 的 路 径 和 层 数 ， 在 直观 上 都 有 明确 的 意义 。 
对 于 喜欢 形式 化 定义 的 读者 ， 下 面 给 出 了 精确 的 定义 。 这 部 分 内 容 可 以 暂且 跳 过 ， 用 到 时 再 
回 过 头 来 参考 。 特 别 是 库 尼 西 (Kinig) 引 理 ( 定 理 1.4) ， 直 到 第 四 节 才 会 用 到 。 

5E X, 1.1 

(i) AR FF (partial order) 是 指 一 个 集合 8$， 它 具有 二 元 关系 "小 于 ”， 记 作 <， 它 在 3 上 是 
传递 的 (transitive ) 和 反 自 反 的 (irreflexive ) : 

x«y 县 y<zĻ»x<z 且 对 任意 xx 不 小 于 % 
(ii) 偏 序 < 是 线性 序 (linear order) (或 简称 为 序 (order))， 如 果 它 满足 了 三 分 律 


(trichotomy law) ; 


(0,0) (0,1) (1,0) (1,1) 


Xx«y Jd x-y 或 y«x 
(iii) 线性 序 S E BR PE (well ordered) 4, de S 的 每 个 非 空 子 集 4 都 有 一 个 最 小 元 ， 即 存 
在 一 个 xEe4， 使 得 所 有 yes4 都 不 满足 y<x。 由 该 性 质 容 易 推 出 良 序 中 不 存在 无 穷 递减 序 
列 ， 即 不 存在 S 中 元 素 wm ，xi ，… 构 成 的 集合 ， 满 足 
SH, < X «xn 
(如 果 存 在 这 样 一 个 无 穷 递减 序列 ， 那 么 由 序列 中 所 有 x, 构 成 的 集合 4 就 没有 最 小 元 。) 
这 个 结论 的 逆 命 题 见习 题 6。 
(iy) 通 常 采 用 如 下 约定 ; 
Xx Xyexc«y 或 x=y 
x» yeycx 


注意 ， 偏 序 的 反对 称 性 ， 即 x <y 之 y<x* 不 成 立 ， 可 以 由 定义 1.1(i) 直接 得 到 。( 我 们 
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遵循 标准 的 数学 习 语 ,分别 用 “ =” 和 “ ”来 表示 “蕴涵 ”和 “ 当 且 仅 当 ”。) 

备注 (对 那些 具备 一 定 集合 论 知识 的 读者 ) ”除了 第 六 章 要 讲 的 集合 论 基础 以 外 ， 我 
们 所 考虑 的 每 一 个 集合 4 都 是 有 穷 的 或 者 可 数 无 穷 的 ， 即 4 是 有 穷 的 或 者 存在 一 个 从 自 
然 数 集 N 到 4 的 一 一 映射 所 以 不 妨 假 定 有 4 的 如 下 穷 举 : 对 某 个 neN，la,1 i<n| 或 
者 al ieN}。 

定义 1.2 树 (tree) 是 由 偏 序 <, 构成 的 一 个 集合 T( 它 的 元 素 叫 做 节点 (node))， 其 中 存 
在 唯一 的 最 小 元 (叫做 根 (root) ) ， 并 且 每 个 节点 的 前 驱 构 成 的 集合 在 <7 下 是 良 序 的 。 

树 了 上 的 一 条 路 径 (path) 是 了 的 一 个 极 大 线性 序 子 集 。 

定义 1.3 

(i) 2 RLM TARR (devel): 了 的 第 0 层 由 了 的 根 组 成 。 第 天 +1 层 由 第 天 层 上 所 有 
节点 的 直接 后 继 组 成 。( 称 x 是 y 的 一 个 后 继 ， 如 果 yYysryrxox 是 y 的 一 个 直接 后 继 ， 如 果 
7y<7yx% 并 且 不 存在 z， 使 得 y<rz<yxo) 

(让) 树 了 的 深度 (depth) 是 指 树 中 有 节点 出 现 的 最 大 层 数 n。 如 果 对 任意 自然 数 n,， Bn 
层 上 都 有 节点 ， 则 称 树 了 的 深度 是 无 穷 的 或 者 中。 

( 诈 ) 如 果 每 个 节点 至 多 有 nn 个 直接 后 继 ， 则 称 该 树 是 如 -元 (n-ary) 或 者 nn 一 叉 的 (n- 
branching) 。 如 果 每 个 节点 都 有 有 穷 多 个 直接 后 继 ， 则 称 该 树 是 有 穷 分 叉 的 (finitely 
branching) 。 没 有 后 继 的 节点 叫做 时 子 (leaf) 或 者 终 节 点 (terminal node) 。 

备注 ”我们 只 考虑 这 样 的 树 : 树 上 每 个 节点 出 现在 第 n 层 上 ，n 是 某 个 自然 数 ( 如 此 ， 
则 该 节点 恰好 及 个 前 驱 )。 

库 尼 西 引 理 是 关于 有 穷 分 叉 树 的 重要 结果 。 

定理 1.4( 库 尼 西 引 理 ) 如 果 有 穷 分 叉 树 了 是 无 穷 的 ， 那 么 它 有 一 条 无 穷 路 径 。 


证 明 假设 了 是 无 穷 的 。 归 纳 定义 序列 x。 ，x, ，…， 使 其 构成 了 上 的 一 条 路 径 P。 显 
: 然 ,P 中 第 一 个 元 素 r 就 是 了 的 根 。 根 据 假设 ，7 是 无 穷 的 ， 因 此 ，xo 在 了 中 有 无 穷 多 个 
后 继 。 假 设 已 经 定义 了 P 中 前 n 个 元 素 x%6，x;，…，%,.1， 分 别 出 现 在 7 的 第 0，1， 


n -1I 层 上 ， 使 得 每 个 % 在 了 中 都 有 无 穷 多 个 后 继 。 根 据 假 设 ，*,., 只 有 有 穷 多 个 直接 后 继 。 
由 于 x,_1 总 共有 无 穷 多 个 后 继 ， 所 以 ， 它 的 直接 后 继 中 至 少 有 一 个 节点 ,不 妨 记 作 y， 也 有 
无 穷 多 个 后 继 。 现 在 令 % =y， 则 x, 出 现在 了 的 第 n 层 上 ， 且 它 在 7 中 有 无 穷 多 个 后 继 ， 由 
此 可 以 继续 PP 的 定义 。 口 

库 尼 西 引 理 是 紧 致 性 定理 在 命题 逻 辑 和 拓扑 学 中 的 版 本 。 它 与 命题 逻 辑 中 紧 致 性 定理 的 
关系 可 以 参见 第 六 节 ( 尤 其 是 定理 6. 13 和 第 六 节 习 题 11)， 与 拓扑 学 中 紧 致 性 定理 的 关系 可 
以 参见 本 节 末 是 的 习题 10 和 11。 

通常 情况 下 ， 重 要 的 是 树 形 而 非 节点 本 身 。 为 了 方便 讲述 不 同 对 象 的 相同 树 形 排列 ， 同 
时 为 了 允许 相同 分 支 用 在 树 中 不 同 的 地 方 ， 下 面 讲 一 讲 标签 树 。 我 们 把 标签 和 树 的 节点 联系 
起 来 。 

定义 1.5 标签 树 (labeled tree) T 是 指 一 棵 带 有 标签 函数 的 树 了， 该 函数 将 树 中 每 个 节 
点 和 某 个 对 象 对 应 起 来 。 这 个 对 象 就 叫做 对 应 节点 的 标签 (label) 。 

事实 上 ， 除 了 最 初 的 一 两 次 提 到 标签 树 ， 我 们 通常 省 去 标签 一 词 。 我 们 所 画 的 树 已 然 是 
标签 树 ， 以 使 相关 读者 更 好 地 理解 标签 树 的 形式 定义 。 

附加 一 个 线性 序 到 整 棵 树 上 ， 是 另外 一 种 在 树 上 构造 更 多 结构 的 方法 。 考 虑 下 面 这 种 标 
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准 二 叉 树 的 情形 ， 树 中 每 个 节点 都 是 由 0 和 1 组 成 的 有 穷 序列 : S=10, 1) 是 由 这 些 有 穷 序 

列 构成 的 集合 。 我 们 把 一 个 长 度 为 n 的 二 元 序列 或 者 二 元 串 o 看 成 一 个 从 10，1，…， 

n ~1| 到 10,1| 的 映射 。( 作 为 专业 约定 ， 注 意 到 集合 论 中 对 数 的 表示 通常 把 0 ANIE, 

把 清 数 视 为 有 序 对 的 集合 ， 例 如 (x，y》ef， 当 上 且 仅 当 f(x) =y。 因 此 ,长度 为 0 的 序列 就 是 

处 处 无 定义 的 函数 。 作 为 有 序 对 的 一 个 集合 ， 该 序列 也 等 同 于 名 。 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 第 

六 章 中 相关 内 容 的 介绍 。) 我 们 用 “表示 毗连 (concatenation) , Ak, Bim, (0, 1^0 是 

(0, 1, 0), WCO, 1, 05^(0, 1) 是 (0, 1, 0, 0，1)。( 注 意 ， 我 们 经 常会 混用 标记 ， 分 别 

把 40)，《17 等 同 于 0，1l。) 树 上 的 序 « , 由 函数 的 扩张 给 出 ， 对 任意 的 n, og «reo Cr, Hl 

g(n)zs(n), 这 里 go 对 nn 已 经 有 定义 。( 这 种 情形 下 ， 我 们 也 称 串 或 序列 o E r 的 真 初始 

fk (proper initial segment) 。 当 然 ，e 仅 是 7 的 初始 段 (initial segment)， 如 果 gcr 或 og =r.) 
附加 到 树 上 的 线性 序 通 常 是 序列 上 的 字典 序 (lexicographic ordering on sequence): 对 两 个 序列 

c 和 7,， 称 c<ir， 如 果 eCr， 或 者 序列 o 的 第 n 项 ol(n) 小 于 7(n)， 其 中 是 两 个 序列 出 

现 差别 的 第 一 项 (否则 ， 不 难得 到 ，7 < ,o 或 go =7)。 同 样 的 方法 可 以 应 用 到 任何 一 棵 树 上 ， 

以 得 到 树 上 所 有 节点 的 线性 序 。 我 们 采用 归纳 法 ， 在 第 n 层 定义 线性 序 <,。 假 定 oc 和 7 同 

时 出 现在 第 n+1 Bb, 并且 分 别 为 ao' 和 7' 的 直接 后 继 。 如 果 o <, r, 那么 0 <,,, rT WR 

o'=7'， 那 么 就 给 它们 的 直接 后 继 排 定 一 个 顺序 ， 并 以 此 确定 oa 和 7 的 关系 。 该 序 通常 称 为 

<,， 也 可 以 形象 地 叫做 左右 序 (left to right ordering) 。( 这 对 应 了 两 个 固定 长 度 的 二 元 序列 的 排 

序 ，o <, 7， 如 果 在 og 与 序列 中 出 现 差 别 的 第 一 项 , o 是 0, + 是 1。 此 时 称 e 在 7 的 左边 。) 

每 层 的 左右 序 可 以 扩张 成 树 上 所 有 节点 的 一 个 线性 序 (也 记 作 «0: 给 定 节点 x，y， 称 x «Ly, 

如 果 x <y yo MAR x, y 在 树 序 中 不 可 比较 ， 就 寻找 7 的 使 得 x' 和 y'( 分 别 为 x 和 y 的 前 驱 ) 不 同 

的 最 小 层 数 。 然 后 ， 按 照 x'"，y' 在 < ,下 的 排序 来 给 x*，y HET: x <,y HERH x <, y'o W 

得 到 的 整 棵 树 上 节点 的 排序 ， 也 是 所 有 节点 的 字典 序 (lexicographic ordering of the nodes) 。 

习题 

1. 给 出 一 个 有 穷 分 义 树 ， 使 得 对 任意 的 n， 它 都 不 是 n 一 叉 的 。 

2. 给 出 一 个 深度 为 3 的 无 穷 树 。 

3. 证 明 : 树 中 节点 层 数 的 定义 是 合理 的 ， 即 树 7 的 每 个 节点 都 恰好 在 某 一 层 上 。 

4. EA: 树 中 除根 外 的 每 个 节点 都 恰好 有 一 个 直接 前 驱 。 

S. 令 了 是 一 棵 树 。 我 们 说 了 的 两 个 节点 *，y 是 相 领 的 (adjacent) ， 如 果 其 中 一 个 节点 是 另外 一 个 的 直接 前 
驱 ， 即 x<ry 或 yY<rx 并 且 在 它们 之 间 确 实 没 有 节点 存在 。 证 明 : 不 存在 节点 序列 x, ，…，x,(n >3)， 
满足 x5 x, 008, x, = 和 ， 但 序列 中 没有 其 他 的 相等 关系 出 现 。( 用 图 论 的 术语 (参见 第 六 节 习 题 8 ) 来 
说 即 是 ， 如 果 把 图 中 的 边 定义 成 树 中 的 相 邻 节点 ， 那 么 该 图 是 无 圈 的 。) Ba: 利用 习题 3。 

6. ERA: 如 果 3 上 的 线性 序 < 中 不 存在 无 穷 递减 序列 ， 那 么 S 是 良 序 的 。( 了 解 集合 论 的 读者 应 当 注意 到 ， 
我 们 假设 S 是 可 数 的 。 事 实 上 ， 除 第 六 章 外 ， 我 们 假设 所 有 的 集合 都 是 可 数 的 。) 

7. 定义 自然 数 集 N 中 元 数组 的 字典 序 < ,如 下 : Gioco, x2 «10 ons Ya) SR xot y BURG 
i, x; <y WH: 自然 数 集 N 中 数 对 的 字典 序 是 良 序 的 。 

8. a) 证 明 : 对 任意 的 n， 自 然 数 集 N 中 元 数组 的 字典 序 <, 都 是 良 序 的 。 

b) 证 明 : 对 任意 的 me Nn<m， 所 有 元 数组 构成 的 集合 的 字典 序 是 良 序 的 。 

9. 考虑 所 有 自然 数组 成 的 有 穷 序列 的 集合 。 定 义 序 < 如 下 : o <7 当 且 仅 当 或 者 c 比 7 短 ， 或 者 如 果 c 不 
ths, MWo<,7r. ŒH: < 是 良 序 的 。 

下 面 的 两 个 习题 是 为 熟悉 乘积 拓扑 和 紧 致 性 等 拓扑 概念 的 读者 设计 的 。 
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10. 证 明 : 对 于 二 叉 树 ， 库 尼 西 引 理 等 价 于 拓扑 空间 C 210, 11* 的 紧 致 性 ， 其 中 10，1| 是 给 定 的 离散 拓 
ih, C 是 乘积 拓扑 。 

11. 证 明 : 对 于 所 有 的 有 穷 分 丸 树 ， 库 尼 西 引 理 等 价 于 (对 有 穷 集合 X, 中 的 每 个 序列 ) 所 有 空间 IIX, 的 紧 致 
性 ,其 中 ie NM， 每 个 万 都 有 离散 拓扑 。 


第 二 节 命题、 联结 词 和 真 值 表 


命题 仅 指 语句 ， 命 题 逻辑 描述 和 研究 语句 相互 结合 形成 新 语句 的 方式 ， 即 逻辑 的 语法 部 
分 ， 它 把 语句 当 作 符号 串 ( 序 列 ) 。 同 时 我 们 也 关心 以 各 种 方式 给 这 些 符 号 赋予 含义 ， 即 语 
言 的 语义 部 分 。 语 言 的 这 两 方面 之 间 的 关系 是 逻辑 发 展 中 的 一 个 主题 。 对 于 语句 内 部 结构 的 
分 析 留 到 谓词 逻辑 那 一 章 。 现 在 考虑 中 文 里 从 一 些 语 名 出 发 构造 新 语句 的 几 种 方式 。 这 里 所 
考虑 的 构造 过 程 都 是 数学 教材 中 出 现 过 的 基本 过 程 。 我 们 把 从 一 些 命题 出 发 构造 新 命题 的 操 
作 叫 做 联结 词 ( connective) 。 在 数学 教材 中 常见 的 联结 词 有 “或 "、“ 且 ”、“ 非 "、“ 蕴 涵 ”" 和 
“ 当 且 仅 当 ”。 数 学 家 最 初 赋予 它们 的 含义 并 未 明确 反映 它们 在 日 常用 语 中 的 含义 ， 经 过 细 
微 改 变 ， 联结 词 的 含义 现在 已 经 完全 明确 了 。 我 们 只 需 把 它们 当 作 数 学 术语 的 一 部 分 。 

下 面 介绍 这 些 联结 词 的 形式 符号 : 

vB” (BT) 

“WB” (ER) 

"dE" (FE) 

一 “蕴涵 ”( 条 件 式 ) 

e" BS" (WRA) 

在 给 出 这 些 联结 词 的 精确 定义 之 前 ， 先 来 描述 怎样 利用 它们 构造 命题 逻辑 中 的 语句 。 任 
何 语言 的 语法 描述 都 是 从 其 字母 表 开 始 。 命 题 远 辑 的 语言 (language of propositional logic) 由 
下 面 的 符号 组 成 : 

(i) 联 结 词 : v, A, 2, 2, 9 

(ii) 括号 :) ，( 

(iii) PMH: A, A,, A,, e, B, B,, B,, My re 

一 旦 语言 中 包含 的 符号 确定 ,我 们 就 能 描述 命题 语言 中 的 语句 。 下 面 的 定义 是 从 语言 中 
选取 某 些 符号 串 ， 称 其 为 命题 。 这 是 一 个 归纳 定义 (inductive definition) ， 首 先 描述 “最 短 的 ” 
语句 ， 然 后 描述 如 何 根据 某 些 确 定 的 规则 由 短语 句 构造 出 更 长 的 语句 。 

定义 2.1( 命 题 ) 

(i) 命 题字 母 是 命题 。 

(ii) 如 果 o, 8 438, Haap), (av B). (na), (aoB) (arp) RAPA, 

(i) 一 个 符号 串 是 命题 ， 当 且 仅 当 它 能 通过 对 命题 字母 (i) 反 复 运 用 (ii) 得 到 。 

Hm, (Av B), C, ((Aa B)>C), (=(AaB)>C) REME, MAn, (Av BRI 
(^ 一 4) 不 是 。 下 面 的 例 2.3 xS S BEELSIX S6 RIF, EmxE X (ii) 的 重要 性 在 于 它 给 出 了 
将 归纳 法 直接 应 用 于 命题 的 依据 。 下 面 先 来 介绍 另外 一 种 命题 描述 方法 ， 之 后 再 回 到 归纳 定 
义 的 部 分 。 

标签 (二 叉 ) 树 提供 了 一 种 表示 命题 的 重要 方法 。 不 难看 出 ， 每 个 命题 p 都 可 以 表示 成 
一 棵 有 穷 标签 二 叉 树 T。7 的 叶子 由 命题 字母 来 标识 。 对 了 的 任意 非 终 节 点 ， 如 果 它 由 命题 
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a 标识， 那么 它 的 直接 后 继 由 如 下 命题 (一 个 或 者 两 个 ) 标 识 ， 这 些 命 题 通 过 某 个 联结 词 联结 
Ra a 的 直接 后 继 上 的 左右 序 按照 分 支 命 题 的 语法 位 置 给 出 。 继 续 这 个 过 程 ， 使 得 原 命题 
2 成 为 了 的 根 的 标签 。 忽 略 上 面 的 归纳 定义 ， 我 们 可 以 利用 上 述 的 标签 树 来 定义 命题 ， 下 面 
给 出 这 些 概念 的 形式 化 表述 。 

定义 2.2 形成 树 (formation tree) 是 指 这 样 一 哥 二 元 序列 的 有 穷 树 T( ADAR, EER 
由 序列 通常 的 字典 序 给 出 ) ， 其 所 有 节点 都 用 命题 来 标识 。 标 签 满足 下 列 条 件 ; 

(i) 叶子 由 命题 字母 标识 。 

Ci) RF o 由 形 如 (ae 人 AB)、(avB)、(a 一 8B) 或 (aeB) 的 命题 标识 ， 那 么 它 的 直 
RERO Fo o71 PH a 和 有 来 标识 。 

(ii) 如 果 节 点 or 由 形 如 (一 a) 的 命题 标识 ， 那 么 它 唯 一 的 直接 后 继 o"0 d o 来 标识 。 

形成 树 了 表示 (represent) 或 者 对 应 (associated with) 一 个 命题 ， 该 命题 标识 了 了 的 根 。 

例 2.3 如 图 2 所 示 ， 通 过 插入 适当 的 标签 到 树 的 节点 ,我们 可 以 描述 前 面 几 个 表达 正 
确 的 命题 所 对 应 的 形成 树 。 (AVB) dg 

注意 ， 这 些 例子 中 谈 到 的 形成 树 都 对 应 于 LO N 
某 个 给 定 的 命题 。 在 本 段 说 明之 后 有 一 个 定理 14 B 
指出 ， 每 个 命题 事实 上 对 应 着 唯一 的 形成 树 。 
对 此 类 定理 的 证 明 一 般 采 用 归纳 法 。 命 题 的 定 (UABO " 
义 也 是 归纳 定义 ; 命题 字母 是 基本 情形 ， 由 各 Lo N 
个 联结 词 给 出 的 形成 规则 构成 了 归纳 步 。 定 义 UAB) C 
"P BS (iii) 说明 所 有 的 命题 都 是 由 此 过 程 得 到 。 Lo N 
与 此 类 定义 相对 应 地 ， 也 有 其 他 利用 归纳 法 得 4 B 

a 


C Hm 


到 的 定义 和 证 明 。 事 实 上 ， 归 纳 法 是 我 们 处 理 
大 多 数 概念 的 主要 方法 。 因 此 ,例如 要 定义 每 
个 命题 所 对 应 的 形成 树 ， 首 先 要 对 每 个 命题 字 
母 定义 形成 树 ， 然 后 对 于 已 有 形成 树 定义 的 分 suns > 
支 命 题 ， 指 明 由 它们 通过 各 个 联结 词 得 到 的 新 
命题 所 对 应 的 形成 树 如 何 定义 。 相 应 地 ， 如 果 (AAB) 
要 证 明 某 个 性 质 P( 例 如 ， 每 个 命题 至 多 对 应 一 
棵 形成 树 ) 对 每 个 命题 都 成 立 ， 利 用 归纳 法 ， 
步骤 如 下 : 首先 证 明 P 对 每 个 命题 字母 都 成 立 图 2 
(基本 情形 )， 然 后 证 明 如 果 P 对 命题 a, BR 
L, PACIA a, p 通过 五 个 基本 联结 词 构造 出 的 每 个 命题 都 成 立 。 这 种 方法 其 实 与 自然 
数 上 的 归纳 证 明 过 程 并 无 太 大 区 别 。 习 题 15 给 出 了 它 在 自然 数 上 的 版 本 。 

定理 2.4 每 个 命题 都 对 应 唯一 的 一 棵 形成 树 。 

EA 首先 归纳 证 明 每 个 命题 a 都 对 应 一 棵 形成 树 。 基 本 情形 : a 是 一 个 命题 字母 ， 比 
如 说 4。 在 此 情形 下 ， 带 有 标签 4 的 名 (是 根 且 是 树 上 唯一 节点 ) 所 构成 的 树 即 是 要 找 的 形成 
树 。 对 归纳 步 ， 考虑 命题 a->B。 由 归纳 假设 ，a，B 分 别 对 应 形成 树 T, Tz. XI (ag), 
把 要 找 的 形成 树 T op 的 根 包 标识 为 (a-~*B) ， 然 后 把 T,, T, 连接 到 根 的 下 方 ， 分 居 左 右 两 
侧 。 这 一 操作 可 以 形式 地 表述 如 下 : 在 T, rp, CRT, WERA, E T, 的 节点 7 


mdAB) 一 C) 根 
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为 1*7, 而 节点 所 对 应 的 标签 保持 不 变 。 因 为 也，7 都 是 形成 树 ， 显然 7。,s, 也 是 形成 树 。 
(除了 根 由 (a-B) 标 识 外 ， 其 余 节 点 的 标签 皆 从 原 树 继承 而 来 。 根 据 定 义 ， 根 的 直接 后 继 
分 别 由 a，B 来 标识 ， 所 以 用 (a 一 B) 来 标识 根 是 合理 的 。) 对 其 余 二 元 联结 词 的 情形 ， 可 以 
用 相同 的 方法 处 理 。 对 (~a)， 我 们 以 (a) 所 标识 的 名 为 根 ， 只 把 7, 连接 到 根 的 下 方 ， 
T, 中 节点 o 改 成 0%g， 节 点 标签 保持 不 变 。 注 意 ， 如 果 a，B 对 应 的 形成 树 深度 分 别 为 n 
Am, 那么 对 于 它们 通过 任 一 基本 联结 词 构造 出 的 新 命题 ,其 所 对 应 形成 树 的 深度 
Jjmax|n, m} +1, 

下 面 证 明 每 个 命题 至 多 对 应 一 棵 形成 树 。 对 命题 字母 ， 结 论 显然 成 立 。 作 为 命题 字母 所 
对 应 的 树 的 根 ， 人 一定 是 由 命题 字母 来 标识 ， 定 义 要求 根 同时 是 叶子 ， 即 根 是 整 棵 树 。 现 在 
以 (oa 一 B) 为 例 考虑 归纳 步 的 情形 。 下 面 这 个 断言 至 关 重 要 : 如 果 了 是 (a-*B) 所 对 应 的 形成 
树 ， 则 其 根 作 的 标签 必 是 ( ae-*B) 。 假 设 刀 还 有 其 他 标签 ， 例 如 (yv56)， 那 么 (a-*B) = 
(yv 6)。 显 然 ， 在 此 情形 下 o, y 其 中 一 个 必 是 另外 一 个 的 真 初始 段 ， 而 这 与 习题 3 和 4 
给 出 的 关于 括号 的 基本 事实 相 了 矛盾 。 对 于 与 (a 一 B) 具 有 相同 字符 串 的 命题 的 其 他 可 能 形 
式 ， 可 以 类 似 地 处 理 。 现 在 ， 根 据 形 成 树 的 定义 可 以 断言 ， 弛 必 有 两 个 直接 后 继 0 和 1, 
它们 必 由 a 和 有 分 别 来 标识 。 对 某 个 二 元 序列 cc，7 中 在 ;=0 或 1 下方 的 节点 必定 分 别 形 
如 0^*o 或 lg。 对 n=0, 1, 令 7T,={o1 roeT AREF, 且 与 7 采用 相同 标识 。 那 么 
ER T, T 分 别 是 a,，B 所 对 应 的 形成 树 。 由 归纳 假设 ， 它 们 是 唯一 的 ， 从 而 了 是 唯一 
的 ， 得 证 。 

其 他 联结 词 的 情形 与 (ae-~*B) 类 似 。 口 

这 个 定理 对 应 了 命题 所 谓 的 唯一 可 读 性 (unique readability): 在 把 一 个 命题 分 解 到 命题 
字母 的 所 有 方法 中 ， 只 有 一 种 方法 是 把 命题 分 解 成 了 它 的 各 个 分 支 。 由 此 ， 只 要 不 引起 混 
涌 ， 我 们 就 习惯 地 省 去 命题 记 法 中 的 括号 。 因 此 ， 例 如 ， 分 别 把 (-a) 和 (ea->B) 写 成 -a 和 
a- 冯 。 在 形式 上 ， 唯 一 可 读 性 提供 了 另外 一 种 方法 来 定义 命题 上 的 函数 并 证 明 相 关 结 论 ， 
这 就 是 形成 树 上 的 归纳 法 。 一 般 地 ， 我 们 对 命题 所 对 应 形成 树 的 深度 作 归 纳 。 利 用 形成 树 的 
优势 在 于 ， 如 果 定 义 了 形成 树 上 的 一 个 函数 ， 那 么 我 们 就 自动 得 到 了 相应 命题 上 的 函数 。 反 
过 来 ， 如 果 直 接 在 命题 上 归纳 定义 一 个 操作 ， 我 们 就 模糊 了 这 样 的 事实 : 为 了 保证 操作 的 定 
义 合 理 ， 只 有 一 种 方法 能 够 归纳 地 分 解 给 定 命题 。 这 就 是 我 们 所 说 的 唯一 可 读 性 。 读 者 在 下 
一 节 将 会 看 到 一 些 在 形成 树 上 作 归 纳 的 例子 。 现 在 只 需 注意 ， 定 理 2. 4 保证 我 们 能 够 定义 命 
题 的 深度 。 我 们 也 能 利用 该 定理 来 指出 哪些 命题 字母 与 给 定 命题 “相关 ?”。 

定义 2.5 

(让 ) 命 题 的 深 广 是 指 其 所 对 应 形成 树 的 深度 。 

(ii) 命 题 的 支 集 (support) 是 指 用 来 标识 其 所 对 应 形成 树 的 叶子 的 那些 命题 字母 的 集合 。 
(这 个 表述 与 命题 中 命题 字母 的 语法 出 现 相对 应 ， 可 以 用 归纳 法 论证 ， 见 习题 16。) 

“ 闭 包 操作 和 妇 纳 定义 

下 面 将 给 出 另 一 种 归纳 定义 ， 它 益 明 了 定义 2.1( 这 ) 的 作用 : 该 条 款 保证 了 只 有 (i) 和 和 
(ii) 所 生成 的 表达 式 才 是 命题 。 首 先 给 出 闭 包 的 (代数 ) 概 念 。 集 合 5 在 某 个 (比如 nn 一 元 ) 操 
dE f(s,, cs. s) FÆRA H (closed), Z HAS s, osi s ES, fls,, o, s)€6S, 
集合 5S 在 集合 了 中 (所 有 ) 操 作 下 的 闲 包 (closure) ， 是 满足 以 下 两 条 的 最 小 集合 C: 
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1. SC C, 

2. WR feTÉEn—EUNEs,-c-. sec, MA S(s,, +, 5,) EC, 

为 了 说 明 存 在 这 样 一 个 最 小 集合 ， 我 们 考虑 

C=N iDISCD 有 ED 在 7 中 的 操作 下 封闭 | 。 

显然 SSC。 现 在 要 证 明 C 在 了 中 的 操作 下 封闭 。 若 能 证 明之 ， 则 C 显然 就 是 我 们 要 找 
的 最 小 集合 ， 因 为 它 包 含 在 每 个 D25 中 ， 这 里 万 是 在 了 中 的 操作 下 封闭 的 集合 。 现 在 可 以 
把 命题 的 集合 定义 成 (i) 中 命题 字母 的 集合 在 (让 ) 中 所 列 的 ^，v，-， 一 ， 心 等 操作 下 的 
BIA. 

现在 转 到 语义 角度 ， 我 们 把 命题 字母 的 含义 理解 为 它 的 真 值 ， 即 它 的 真 或 假 。( 注 意 ， 
到 下 一 章 再 来 分 析 命 题 的 内 部 结构 。) 每 个 命题 有 唯一 的 真 值 (truth value) (T EA, F EB). 
复合 命题 的 真 值 取决 于 其 分 支 命题 的 真 值 ， 参 见 图 3 中 的 真 值 表 (truth table), 

定义 2.6( 真 值 表 ) 


























图 3 


正如 之 前 所 说 ， 这 些 真 值 表 所 描述 的 联结 词 的 含义 与 它们 在 日 常 英语 中 的 含义 并 不 完全 
Til], v ERTI, 或者: a v B 为 真 ， 如 果 a，B 其 中 之 一 或 者 同时 为 真 。 一 的 含义 与 日 常 
用 语 中 的 “如 果 …… 则 ……” 更 是 不 同 。 在 数学 中 ， 只 有 a HAA 6 为 假 时 ，(a-*B) 才 为 假 ， 
HERRE (a-b) FHA. 

下 一 节 将 形式 地 给 出 命题 的 真 值 指派 ， 它 取决 于 命题 字母 的 真 值 。 从 直观 上 讲 ， 给 定 任 
意 一 个 命题 ， 根 据 命题 的 归纳 定义 ， 我 们 应 该 清楚 如 何 构造 它 的 真 值 表 ， 也 就 是 把 命题 看 作 
从 命题 字母 开始 一 步 步 构造 而 成 。 例 如 ， 如 图 4 所 示 的 ((4 ^ B) 一 C) 的 真 值 表 。 


( (Aa B) —C) 
T 



































X FUB A, B, C 出 现 的 命题 来 说 ，4，B,C 的 八 种 真 值 组 合 (2: =8) 穷 举 了 该 命题 指派 
的 所 有 可 能 情形 。(4 ^B) 一 栏 只 是 辅助 性 的 ， 可 以 省 去 ， 从 而 得 到 ( (4 和 ^B) 一 C) 的 缩 略 真 
值 表 (abbreviated truth table)。 上 述 真 值 表 逐 条 罗列 了 命题 字母 4，B,C 的 八 种 真 值 组 合 ， 
如 果 遵 循 这 一 罗列 顺序 ， 那么 显然 任意 一 个 命题 都 对 应 了 唯一 的 缩 略 真 值 表 。 
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本 来 我 们 也 可 以 从 其 他 联结 词 的 组 合 出 发 来 定义 命题 。 一 般 地 ，n -元 联结 词 (n-ary 


connective) 是 这 样 一 个 函数 rc， 它 把 r(4, ，…，4, ) 指 派 给 命题 4,，…，4, 的 每 一 个 n —ÓÀÓG 
组 。 因 此 ,一 是 1- 元 (一 元 ，unary) 的 ,而 和 ^ 和 v 是 2 -元 (二 元 ，binary ) 的 。n -元 联结 词 是 
RAE RA (truth functional) ， 如 果 og(4,，…，4,) 的 真 值 由 4,，…，4, 的 真 值 唯一 确定 。 由 


于 五 个 联结 词 的 含义 都 是 由 真 值 表 定 义 的 ， 所 以 它们 是 真 值 函数 。 但 是 ， 像 “因为 "这 样 的 
联结 词 就 不 是 真 值 函数 。 比 如 ， 令 4 代表 “我 早餐 喝 了 洋 李 汗 ”"，B 代表 “中 午 地 震 了 ”， 即 
便 在 4，B 同时 为 真 这 一 事件 中 ，(8 因为 4) 这 一 命题 是 否 为 真 也 是 有 争议 的 。 随 着 4，8B 
所 代表 内 容 的 变化 ， 争 议 可 能 会 更 加 激烈 。 是 真 值 函 数 的 n -元 联结 词 可 以 通过 如 图 5 所 示 
的 真 值 表 完 全 描述 出 来 ， 真 值 表 中 的 每 个 六 (1< i< 2") 要 么 为 真 ， 要 么 为 假 。 


























反之 , 不 同 的 缩 略 真 值 表 ( 遵循 约定 好 的 AL, ，…，4, 的 真 值 排列 顺序 ) 对 应 不 同 的 真 值 
函数 联结 词 。 通 过 计算 发 现 ， 总 共有 2” 个 不 同 的 n -元 真 值 函 数 联结 词 。( 因此， 有 12 = 
16 -4 个 二 元 联结 词 我 们 没有 用 到 。) 

定义 2.7 真 值 函 数 联结 词 的 集合 8 是 充分 的 (adequate) , de X HIE E 46 HARARE 
结 词 og， 都 能 找到 一 个 由 S 中 联结 词 构造 出 来 的 命题 ， 使 得 它 与 o 具有 相同 的 缩 略 真 值 表 。 

定理 2.8( 充 分 性 ) f=, a, v | 是 充分 的 。 

UB) 令 4,，…， 4 为 互 不 相同 的 命题 字母 ，a, 表 示 o(4,，…，4,) 的 真 值 表 中 第 i 行 
第 j 列 所 对 应 的 真 值 (了 或) ， 如 图 6 所 示 。 假 设 最 后 一 列 至 少 出 现 一 个 7。 



































对 任意 的 命题 a, Sa’, a^ 分 别 为 a，-a。 对 第 i 行 ， 用 a, 表示 合 取 式 (conjunction) 
(41% 和 和 hi")。 令 语 ，…， 记 是 在 最 后 一 列 中 出 现 了 的 那些 行 。 析 取 式 (disjunction ) 
(a, vv a; ) 即 是 我 们 要 找 的 命题 。 该 命题 具有 如 图 6 所 示 的 真 值 表 ， 证 明 留 作 习 题 14。 
CEE, 考虑 到 可 读 性 ,我们 在 命题 表示 中 省 去 了 很 多 括号 ,并且 约定 右 结合 (right 
associativity) ， 就 是 把 4 ^a B 和 ^C 看 作 (4 和 (BC))。) 此 外 ， 我 们 还 利用 集合 论 中 的 惯用 术 
语 来 表述 命题 集合 上 的 析 取 。 因 此 ， 刚 才 构 造 的 析 取 式 可 以 写成 v la lb 2 T]. 口 
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112.9 上 述 的 证 明 过 程 可 以 看 作 仅 利 用 A，v 和 -这 三 个 联结 词 来 构造 一 个 命题 ， 使 其 
具有 如 图 7 所 示 的 真 值 表 。 
首先 观察 最 后 一 列 真 值 为 了 的 那些 行 。 对 其 中 每 一 行 ， 找 到 
个 命题 使 其 在 该 行 指派 下 为 真 ， 而 在 其 余 行 指派 下 为 假 。 我 们 最 终 所 
要 找 的 命题 就 是 那些 相关 行 (在 本 例 中 指 第 1，5， 8 行 ) 所 对 应 的 命 
题 的 析 取 式 。 有 具体 到 某 个 给 定 的 相关 行 ， 我 们 对 在 该 行 真 值 为 了 的 
那些 命题 字母 以 及 在 该 行 真 值 为 F 的 那些 命题 字母 的 否定 作 合 取 ， 
如 此 即 得 到 了 仅 在 该 行 指派 下 为 真 的 命题 。 在 本 例 中 ， 第 1 行 对 应 命 
题 (4^BA^C); 第 5 行 对 应 命题 ((-4)^B3BAC); 第 8 行 对 应 命题 
((24)^ (4B)^ (2C)). Bist, BCAA BAC)V ((AA)ABA 
C)v (C54)^ CSB)A CSC)) RAWEA? 所 示 的 真 值 表 。 
显然 ， 任 意 给 定 一 个 命题 a， 都 能 构造 出 其 真 值 表 ， 然 后 按照 上 
述 过 程 找到 男 一 个 与 其 具有 相同 真 值 表 的 命题 ， 该 命题 是 通过 由 命题 
字母 及 其 否定 组 成 的 一 些 合 取 式 析 取 而 成 。 与 a 具有 相同 ( 缩 略 ) 真 值 表 的 这 种 形式 的 命题 
叫做 a 的 析 取 范式 (disjunctive normal form, DNF), ARRAS w 等 价 的 合 取 范式 
(conjunctive normal form，CNF) ， 见 第 三 节 习 题 3。 第 四 节 习 题 的 最 后 给 出 了 另外 一 种 寻找 
与 a 等 价 的 DNF 和 CNF 的 方法 。 
评注 2. 10 ”上述 过 程 没 有 告诉 我 们 最 后 一 列 全 是 下 时 怎么 处 理 。 参 见习 题 13 。 
推论 2.11 15, v | 是 充分 的 。 
证 明 容易 验证 (4, 和 ^ 4,) 与 -((-(4,))v (--(4,))) 具 有 相同 的 真 值 表 。 因 此 ， 任 意 
给 定 命题 a， 首 先 找到 a 的 DNF， 然 后 通过 刚才 的 等 价 蔡 换 来 消除 所 有 的 ^。 替 换 后 的 命题 
仍然 具有 相同 的 真 值 表 。 口 
本 节 习 题 中 证 明了 | 一 ，^ | 和 | 一 ， 一 | 也 是 充分 的 。 如 果 一 个 集合 不 是 充分 的 ， 那 么 如 
何 证 明 ? (参见 习题 10。) 
评注 2.12 根据 充分 性 定理 (定理 2.8 和 推论 2.11)， 理论 上 只 需要 一 ，v Ma 这 三 个 
联结 词 ， 甚 至 ~ 和 v 这 两 个 就 足够 了 。 这 样 在 命题 定义 以 及 许多 相关 定义 和 证 明 中 (例如 ， 在 
第 四 、 五 、 六 节 涉 及 表 的 部 分 ) ， 归 纳 子 名 就 可 以 大 大 缩短 。 尽 管 如 此 ， 我 们 还 是 保留 原来 的 
五 个 联结 词 ， 而 在 某 个 具体 的 证 明 中 ， 通 常 详细 地 处 理 一 两 个 联结 词 ， 其 余 的 留 作 习题 。 
习题 
. 下 面 郧 些 表 达 式 是 命题 逻辑 中 基于 命题 字母 4，B，C,， 的 正式 ( 即 非 缩写 ) 命题 ? 
(a) (CS(A v B))A C) 
(b)(AAB)ve 
(c)A+(B ^ C) 
(d) ( (A> B)-—(24)) 
(e)((~4)>B v C) 
(D CCCC v B) A) e D) 
(g) (v A)A C58)) 
(h)(AA (GBA C)) 
2. 证明: 你 对 习题 1(a) , (b) 、(f) 的 判断 。 可 以 根据 命题 的 归纳 定义 一 步 步 地 构造 出 命题 ( 只 需 画 出 命题 
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对 应 的 标签 形成 树 ); 或 者 用 归纳 法 证 明 ， 存 在 某 个 性 质 在 所 有 命题 中 都 成 立 ， 但 在 该 表达 式 中 不 成 立 。 

3. WEBB; 除 命题 字母 外 的 所 有 命题 都 以 左 括号 开始 ， 以 右 括 号 结束 。 此 外 ， 每 个 命题 中 左右 括号 的 数目 
相等 。 

4. 证 明 : 在 命题 的 任 一 非 空 真 初始 段 中 ， 左 括号 都 多 于 有 括号 。 

5. 找 出 与 下 列 命题 等 价 的 DNF; 

(a3)(45B)—5C 
(bh) (AS B)v (~C) 

6. WH: | 一 ，^ | 是 充分 的 。( 提 示 : 用 一 和 ^ 来 代替 v 。) 

7. 证 明 : | 一 ， 一 上 是 充分 的 。 

8. Sheffer 紧 ( sheffer stroke) 是 一 种 二 元 联结 词 (a | B) ("3EBE- e 又 ") ， 它 的 真 值 表 如 图 8 所 示 。 证 明 : € 
是 充分 的 。( 提示 : 用 1 来 代替 一 和 和 o) 

9. 证 明 : 连带 否定 wjB( 既 非 “又 非 B) 是 充分 的 。 

10. 证 明 : l^, v | 不 是 充分 的 。 

(ÈR: 归纳 证 明 ， 由 a 通过 ^ Aly 两 个 联结 词 构 造 出 的 任何 命题 都 不 与 一 a 
等 价 。) 

11. HEA: {v， 一 上 不 是 充分 的 。 

12. HERR: 1v， 一 ， 二 | 不 是 充分 的 。 

13. 阑 释 如 何 处 理 定理 2. 8 的 证 明 中 最 后 一 列 均 为 的 情形 。 

14. 证 明 : 定理 2.8 的 证 明 ( 包 括 习题 13 考虑 的 情形 ) 中 构造 的 表达 式 具 有 我 们 所 
要 的 真 值 表 。 

15. 我 们 说 所 有 的 命题 字母 都 是 在 第 0 层 构 造 而 成 。 如 果 命题 a，B 是 在 第 n 层 之 前 构造 而 成 ， 我 们 就 说 
(ma), (av B). (e ^B). (acp) Ml aop) BED n+l 层 之 前 构造 而 成 。 定 义 2.1 的 (证 ?说明 每 个 
命题 p 都 对 应 某 个 层 数 n。 务 释 如 何 把 基于 命题 定义 的 归纳 证 明 转 化 成 自然 数 集 N 上 的 普通 归纳 。 
(提示 : 对 命题 作 归 纳 来 证 明 所 有 命题 具有 某 个 性 质 P， 相 当 于 对 自然 数 n 作 归 纳 来 证 明 所 有 在 第 n 层 
之 前 构造 而 成 的 命题 具有 人 性质 P.) 

16. 我 们 说 每 个 命题 字母 4 出 现 (occur) 在 其 自身 当中 ,并 且 异 于 4 的 命题 字母 不 出 现在 4 中 。 出 现在 
(ma) 中 的 命题 字母 正 是 那些 出 现在 a 中 的 命题 字母 。 出 现在 (wavpB) 、(a^B)、(a 一 B) 和 (ac*8B) 中 
的 命题 字母 正 是 那些 出 现在 a 或 B( 或 同时 出 现 于 a, 8) 中 的 命题 字母 。 这 个 表述 清楚 地 揭示 了 命题 a 
中 命题 字母 4 的 语法 出 现 的 思想 。 

证 明 ; 命题 a 的 支 集 正 是 出 现在 a 中 的 那些 命题 字母 的 集合 。 


RAF Lik som 


我 们 对 命题 逻辑 的 观点 是 这 样 的 : 命题 的 含义 或 者 内 容 仅 指 它 的 真 值 。 因 而 ， 命 题 逻 辑 
中 语义 的 整个 概念 就 只 是 命题 的 真 值 指派 。 下 面 我 们 从 命题 字母 着 手 。 

定义 3.1 真 值 指派 (truth assignment) A 是 一 个 函数 ， 它 给 每 个 命题 字母 4 指派 唯一 的 
真 值 4(4)e 17, Fl, 

现在 所 有 命题 的 真 值 都 应 由 命题 字母 的 真 值 指 派 决 定 。 该 决定 过 程 与 上 一 节 所 给 的 联结 
词 的 真 值 表 相 一 致 。 

定义 3.2 真 值 赋值 (truth valuation)y 是 一 个 函数 ， 它 赋 给 每 个 命题 a 唯一 的 真 值 V( a), 
使 得 它 在 每 个 复合 命题 ( 即 带 有 联结 词 的 命题 ) 上 的 真 值 取 值 与 某 个 真 值 表 相 一 致 。 因 此 ， 
K3ey((5a)) = 了 当 且 仅 当 VCa) =F, MV (avB)) T S B4x &y(oa) -T Ày(g) = 了 
我 们 称 V 使 a AR, XVa) = 了 。 
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这 里 的 基本 结果 即 是 : 命题 字母 的 真 值 指派 唯一 地 决定 了 所 有 命题 上 的 完全 真 值 赋值 。 
我 们 通过 对 命题 深度 ， 即 命题 所 对 应 形成 树 的 深度 ， 作 归纳 来 分 析 这 一 结果 。 

定理 3.3 给 定 一 个 真 值 指 洲 4， 看 在 唯一 的 真 值 贼 值 7， 使 得 V(a) = A(a) 对 所 有 命 
题字 母 a 成立。 

证 明 给 定 一 个 真 值 指派 4，( 对 形成 树 的 深度 作 归 纳 ) 定 义 所 有 命题 上 的 赋值 了 Y。 首 先 
对 所 有 命题 字母 e， 令 7(a) =.4(a)， 这 考虑 到 了 所 有 深度 为 0 HERR AE). BEVE 
所 有 深度 至 多 为 n 的 命题 上 已 有 定义 ,归纳 步 完 全 由 各 个 联结 词 的 真 值 表 给 出 。 例 如 ， 假 设 
Ti6py 是 (aB) 所 对 应 的 (深度 为 n+1 的 ) 形 成 树 。( 正 如 定理 2.4 所 述 , 它 是 由 7,，7Ts( 两 
者 的 深度 最 大 值 恰 为 n) 构 造 而 来 。) 把 V((a-B) ) 定 义 成 fF， 当 且 仅 当 Y(a) 2T BY(8) =F, 
因为 a, B 的 深度 至 多 为 n， 由 归纳 假设 知 ， 它 们 的 赋值 在 a,，B 上 已 有 定义 。 

至 此 ,我 们 定义 了 一 个 赋值 y， 它 扩张 了 了 A。 下面 证 明 由 A 扩张 得 到 的 任意 两 个 赋值 y， 
冯 必 定 一 致 。 我 们 通过 对 命题 深度 作 归 纳 来 证 明 这 一 点 : 

( 记 由 于 ， 儿 都 是 4 的 扩张 ， 所 以 对 所 有 (深度 为 0 的 ) 命 题字 母 a, V (a) =V la). 

( 立 ) 假 设 对 所 有 深度 至 多 为 n Haia, Vla) = V,(a)， 并 假设 a，B 的 深度 至 多 为 n。 
TE, HISAR AY, (a) =V,(a), VB) =V,(B8). RAV, ((arB)), VCCa ^A B) 
是 由 ^ 的 真 值 表 给 出 ， 所 以 W((a^B)) =V( (a 人 ^B))。 辣 理 可 证 其 他 联结 词 的 情形 。 所 以 
Y， 多 在 所 有 命题 上 的 赋值 都 一 致 。 口 

注意 ， 我 们 对 a 的 深度 作 归 纳 所 得 到 的 V(a) 的 定义 只 依赖 于 A 在 a 的 支 集 (出 现在 a 中 
的 命题 字母 ) 上 的 峰值。 因此， 上面 定理 的 证 明 实 际 上 证 明了 下 面 这 个 结论 : 

推论 3.4 PRV, V, o 88 & (Igi o 的 那些 命题 字母 组 成 的 有 穷 集合 ) EXE 
—Kh, RAV (a) =V, Ca). 

定义 3.5 在 命题 逻辑 中 ,命题 o KW (valid), ZHHEEREY, V(o) = 了 。 这 样 的 
命题 也 叫做 重 言 式 (tautology) 。 

定义 3.6 两 个 命题 w，B BRB Hh (logically equivalent) ， 是 指 对 所 有 赋值 Y，7(a) = 
7(8)。 记 作 as. 

例 3.7 

(iD(4v(-4)) 和 (((4 一 B) 一 4) 一 4)( 排 中 律 (law of the excluded middle) 和 皮尔 斯 律 
( Peirce's law) ) 是 重 言 式 。 见 习题 1 。 

(ii) SHER a 和 a 的 任意 析 取 范式 8， 有 o B. 

(过) 换 一 种 形式 表述 充分 性 定理 (2.8): 给 定 任 何 命题 w， 可 以 找到 一 个 仅 使 用 ~- v, 
^ 的 命题 6， 使 得 c=B。 

推论 3. 4 允许 我 们 利用 定义 2. 5 来 检验 一 个 给 定 的 命题 是 否 为 重 言 式 ， 该 推论 还 给 出 另 
外 一 种 方法 ， 即 检验 命题 所 对 应 的 真 值 表 最 后 一 列 是 否 全 部 为 了。 我 们 不 准备 进一步 研究 利 
用 真 值 表 作 证 明 ， 因 为 对 于 即将 学 到 的 谓词 逻辑 ， 真 值 表 没有 用 武之 地 。 在 本 节 末 尾 ， 给 出 
一 些 定义 和 符号 表示 ， 它 们 在 今后 的 学 习 中 占有 重要 位 置 ， 并且 可 以 自然 地 推广 到 谓词 逻辑 
当中 。 

定义 3.8 令 为 一 个 (可 能 无 穷 的 ) 命 题 集 合 。 我 们 称 o X X 88 (consequence) (iz 
EEko), RAEE REV, 

(Vr) = 了 对 所 有 的 7 Ee ZRA)» Vo) =T. 
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注意 ， 如 果 3 为 空 集 ，5 Fe( 或 写成 Fe ) 当 且 仅 当 er 永 真 。 该 定义 给 出 了 后 承 的 语义 解 
释 。 我 们 在 后 面 几 节 将 看 到 几 种 对 应 不 同 证 明 过 程 的 语法 解释 。 我 们 的 一 个 主要 结果 就 是 证 明 
后 承 的 语法 和 语义 解释 相互 等 价 ， 这 一 点 具体 体现 在 (第 五 节 ) 可 靠 性 定理 和 完全 性 定理 当中 。 

定义 3.9 我 们 称 赋值 y 是 的 模型 (model) ， 如 果 V(g) = 了 对 所 有 的 TEL RA. A 
AM(5) 来 表示 5 所 有 模型 的 集合 。 

备注 ”在 定义 、 定 理 当 中 ， 我 们 经 常用 坊 和 避 来 代 兰 “蕴涵 ”和 “ 当 且 仅 当 ”。 此 二 者 并 
非 命 题 逻辑 中 的 语言 符号 ， 而 是 我 们 讨论 命题 逻辑 时 所 使 用 的 语言 (元 语言 ) 符 号 。 

命题 3. 10 +2, 2, X, 为 命题 的 集合 ， 并 令 Ca(X) 9 X UK S SR, Tat 为 所 有 重 
言 式 的 集合 。 

(1) Z, CZ, 2 Cn( Z,) CCn(Z,) 

(i)X€ Cn(Z£) 

(iii) HAD, TautC Cn(Z) 

(iv) Cn( X) 2 Cn( Cn( X)) 

(vy), €, M(X,) € M(X,) 

(vi) Cn(Z) 2 1o | Wo) =T 对 所 有 Ve M(5) 成 立 | 

(villa €Cn(f{o,, -, o,1) eo, (o,—(o,—0):-) € Taut 

我 们 把 本 命题 的 证 明 留 到 习题 5。 

命题 3. 10 的 最 后 一 个 断言 说 明 ， 要 检验 e 是 不 是 有 穷 命题 集合 (集合 当中 的 命题 有 时 
叫做 “前 件 ”) 的 后 承 可 以 在 有 穷 步 内 完成 ， 方 法 就 是 检验 (例如 ， 利 用 真 值 表 ) 断言 (vii) 的 
右边 命题 是 否 是 重 言 式 。 但 是 ， 如 果 3 是 无 穷 的 怎么 办 ? 我 们 最 好 学 会 如 何 证 明 o 是 后 承 。 
所 考虑 的 第 一 种 方法 就 是 表 方 法 。 
习题 
. 证 明 ; 例 3.7(i 中 的 命题 是 重 言 式 。 利 用 推论 3.4， 直 接 验 证 它们 在 所 有 赋值 下 为 真 。 
. 证 明 : (E - 摩根 律 (De Morgan's law) 对 任意 命题 a;,，…，a, 成 立 ， 即 


(a)a(a, va, v:va,) & Ga, ^ 7a, ^ "^ ca 
2 n 1 2 a 


t3 0m 


(b)-(a, ^a, ^*-^0,) 9a, v ma, V v a, 

(提示 ; 不 必 写 出 真 值 表 。 直 接 讨论 析 取 与 合 取 的 真 值 条 件 。) 

命题 称 作文 字 (literal)， 如 果 它 是 命题 字母 或 其 否定 。 命 题 a 称 作 合 取 范式 (CNF)， 如 果 存 在 文字 
， apr Pao T oa s Gus 使 得 a 为 

(ava avion vau JA (av 32V vau JA THA (au vov aule 

证 明 : 每 个 命题 都 有 一 个 等 价 的 合 取 范式 ( 即 有 相同 的 真 值 表 ) 。( 提 示 : 考虑 一 a 的 析 取 范式 ， 然 后 利 

用 习题 2。) 

为 下 列 命 题 寻 找 合 取 范式 : 

(a) (AA BAC)—-D 

(b) (Aa B)(Cv D) 

从 适当 的 定义 出 发 ， 给 出 命题 3. 10 中 (i) ~ (vii) 的 (简要 ) 证 明 。 


第 四 节 命题 演算 中 的 表 证 明 


本 节 介 绍 一 种 可 以 构造 命题 证 明 的 系统 ， 此 类 证 明 都 是 标签 二 叉 树 ,叫做 表 。 树 上 的 标 
签 是 标号 命题 (signed proposition) ， 即 开头 标 有 了 或 屎 (我 们 可 以 认为 是 给 命题 指定 了 一 个 假 


w 


Airs 1790, 


> 


tn 
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定 真 值 ) 的 命题 。 我 们 把 节点 的 标签 叫做 表 值 (entries of the tableau), BAL, 我 们 归纳 地 
定义 (或 描述 如 何 构造 ) 表 ， 首 先 指定 某 些 ( 标 签 二 叉 ) 树 作为 表 ( 所 谓 的 原子 表 ) ， 然 后 根据 
扩展 规则 把 简单 命题 的 表 扩 展 到 复合 命题 。 

构造 表 的 思路 就 是 从 某 个 表 值 ， 即 某 个 标号 命题 比如 F(-(4^(BvC))) 开 始 ， 把 它 
分 解 到 其 各 分 支 。 我 们 称 表 值 是 正确 的 ， 如 果 关 于 给 定 命 题 的 真 值 假 设 正 确 。 就 当前 的 例子 
而 言 ，F(-(4^(BvC))) 意 味 着 -(4^(BvC) ) 为 假 。 分 解 的 指导 原则 如 下 : 如 果 表 值 
正确 ,那么 由 它 分 解 出 来 的 分 支 表 值 至 少 有 一 个 是 正确 的 。 在 这 个 例子 中 ， 先 把 F(S(AA 
(BvC))) 分 解 到 7T(4^(BvC))。( 若 -(4^(BvC)) 为 假 , 则 (4^(BvC) ) 为 真 。) 然 
后 把 7T(4 a (Bv C)) 分 解 到 Th 和 7T(BvC)。( 若 (4 和 人 (BvC)) 为 真 ， 则 4 和 (Bv C) 都 为 
真 。) 接 下 来 再 把 7(B v C) 分 解 到 TB X TC, (#(Bv C) 为 真 ， 则 8 或 C 之 一 为 真 。) 

上 述 过 程 作为 构造 命题 证 明 的 一 种 方法 ， 其 主要 思路 如 下 : 从 某 个 标号 命题 比如 Fa F 
始 ， 以 其 为 树 的 根 ， 然 后 利用 上 述 过 程 把 它 分 解 到 其 各 分 支 ， 找 到 导出 矛盾 的 那 一 支 分 解 
(对 应 树 上 一 条 路 径 ) 。 于 是 得 出 结论 : 反驳 了 a 为 假 的 原 假设 ， 从 而 得 到 a 的 证 明 。 举 个 
例子 ， 假 设 从 FOA ^-4)) 开 始 ， 按 照 上 述 过 程 进行 分 解 ( 用 -4 代替 (BvC))。 得 到 TA 
和 了 -4， 然 后 把 7-4 分 解 到 而 。 现 在 得 到 两 个 表 值 ， 分 别 是 4 为 真 和 为 假 。 这 正 是 我 们 要 
找 的 了 矛盾， 于 是 证 明了 一 (4 ^-4) 是 永 真 命题 。 

表 的 归纳 定义 的 基本 情形 是 由 一 些 (标签 二 叉 ) 树 组 成 ， 如 图 9 所 示 。 它 们 叫做 原子 
& (atomic tableau) ， 对 任意 命题 a, p 以 及 任意 命题 字母 4 成 立 。 下 面 给 出 表 的 形式 定义 。 
la 1b [2a ~ [3b | 
Tah B) 


| F(aAp) 
Ta 





TA FA 





TB 
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定义 4.1( 表 ) 有 穷 表 (finite tableau) 是 一 棵 二 又 树 ， 由 ( 称 作 表 值 的 ) 标 号 命题 所 标识 ， 
并 且 满 足下 面 的 归纳 定义 : 

(i) 所 有 原子 表 都 是 有 穷 表 。 

(让) 令 7 是 一 个 有 穷 表 ,PP 是 7+ 中 一 条 路 径 ， 忆 是 出 现在 PP 上 的 7 的 一 个 表 值 。 如 果 了 7 
是 由 7 通过 把 唯一 的 以 为 根 的 原子 表 添 加 到 路 径 书 的 末端 得 到 的 ， 那 么 T' 也 是 有 穷 表 。 

HR To, Tn, s Ta’ ORASAN- ACARREAR) ERA, EREA nO, Taa 
Ad c, 应 用 (ii) 构 造 而 来 ， 那 么 T= UT 是 一 个 表 。 

这 个 定义 措 述 了 所 有 可 能 的 表 。 本 节 只 需要 有 穷 表 ( 见 定理 4. 11) ， 但 是 在 谓词 逻辑 中 ， 
甚至 在 下 一 节 考 虑 带 有 (无 穷 多 ) 前 件 的 命题 逻辑 时 ， 无 穷 表 都 是 必须 要 用 到 的 。 

每 个 表 都 是 分 解 某 个 命题 的 一 种 方法 。 其 主要 思路 如 下 : 如 果 可 以 假设 通 往 表 值 已 的 
路 径 上 的 所 有 表 值 都 是 正确 的 ， 那 么 在 沿 已 继续 通 往 下 一 层 的 路 径 中 ， 也 有 一 条 是 正确 的 。 

为 了 说 明 这 一 思路 是 可 以 实现 的 ， 首 先 考 虑 原子 表 ， 例 如 ， 考 虑 (5$a) 。 如 果 ap 为 
真 ， 那 么 它 的 其 中 一 个 分 支 也 为 真 : a 为 假 或 者 B 为 真 。 同 样 地 考虑 (4a) ， 如 果 av B 为 
H, 那么 a, B 其 中 之 一 为 真 。 其 余 的 原子 表 可 以 用 同样 的 方法 进行 分 解 。 下 一 节 将 给 出 这 
个 思路 的 形式 化 表述 ， 即 表 的 可 靠 性 定理 。 关 于 表 的 另外 一 个 主要 定理 就 是 完全 性 定理 ， 其 
主要 思想 是 : 如 果 a 永 真 ， 那 么 对 给 定 的 标号 命题 Faq， 所 有 可 能 的 分 解 都 导致 矛盾 。 这 就 
构成 了 a 的 一 个 证 明 。 为 了 实现 这 一 思想 ， 我 们 必须 对 给 定 的 根 ， 给 出 一 个 系统 的 方法 来 生 
成 表 ， 使 之 包含 所 有 可 能 的 分 解 过 程 。 在 此 之 前 ， 先 来 看 几 个 例子 。 

例 4.2 RITHAM F((Cao5B) v (y v 5))^ (a vB) ) 开 始 构 造 一 个 表 。 仅 有 一 个 原子 
表 以 此 表 值 为 根 ， 即 如 图 10 所 示 的 原子 表 。 


F((a —B)V(Y V6) ^q vB) 


F(a pV (Y V8) F(aVB) 


图 10 


现在 该 表 除 根 以 外 有 两 个 表 值 ， 我 们 可 以 任 选 一 个 ， 根 据 归纳 定义 来 构造 更 大 的 表 。 
(我 们 本 可 以 再 次 使 用 根 表 值 ， 但 那样 做 意义 不 大 。) 两 种 可 能 情形 分 别 如 图 11a、 图 11b 
所 示 。 

我 们 也 可 以 同时 对 两 种 可 能 进行 分 解 ， 从 而 得 到 如 图 11c 所 示 的 表 。 

在 图 11e 中 ， 我 们 可 以 (忽略 重复 ) 从 F(a 一 B) 或 Fy v5) 中 任 选 一 个 作为 表 值 继续 分 
解 。 包 含 以 上 两 个 表 值 之 一 的 路 径 只 有 一 条 ， 即 末端 为 F(y v5) 的 那 条 。 因 此 ， 无 论 继续 
分 解 哪 个 表 值 ， 相 应 的 原子 表 都 要 添加 到 该 路 径 上 。 如 果 选 择 F(a-*B)， 所 得 表 如 图 12 
所 示 。 

注意 ， 每 当 我 们 选择 一 个 表 值 进行 分 解 ， 即 将 其 对 应 的 原子 表 添 加 到 所 选 路 径 的 末端 ， 
作为 原子 表 的 一 部 分 ， 该 表 值 就 在 所 选 路 径 上 重复 出 现 一 次 。 为 了 便于 标记 ， 在 画 表 时 我 们 
通常 省 去 第 二 次 出 现 ， 但 是 在 形式 定义 中 保留 重复 出 现 。( 因为 在 谓词 演算 中 重复 出 现 是 必 
要 的 ， 所 以 我 们 在 形式 定义 中 保留 了 它们 。) 
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F((a-) V Cr V8) ^(a VB)) 


F(a-8)v (Cr V8) F(a VB) 


Fa =p V3) 


F(a =p) 
F(YV8) 
a) 
F((@>B)V (7 V8) A avB)) 
F((a—B)V(X* V8) Fla V) 
F(a Vf) 
Fa 
Ff 
b) 
F((a-8)V (Y V8))^(a vp) 
F(a~B)V (7 V8)) F(a Vf) 
F((a-B)V(C* V8) F(a V) 
Flap) Fa 
F(Y V6) FB 
c) 
11 
F(((a-8)V (Y V6) ^(a v5) 
F((a-B)v(Y V8) F(a Vp) 
F((aB)VCr V8) F(aV p) 
F(a —f) Fa 
F(YV6) ^ FB 
F(a =p) 
Ta 
| 
FB 





20 第 一 人 





现在 我 们 希望 描述 构成 证 明 的 那些 表 ， 以 及 从 给 定 的 标号 命题 出 发 生成 这 些 表 的 系统 过 
程 。 我 们 要 用 到 一 些 辅 助 概念 : 

定义 4.3 令 是 一 个 表 ， 已 是 7 上 一 条 路 径 ， 媚 是 出 现在 已 上 的 一 个 表 值 。 

〈《i) 尼 在 已 上 已 约 化 (reduced) ， 如 果 以 已 为 根 的 原子 表 中 某 条 路 径 上 的 所 有 表 值 都 出 现 
PŁ, (æ, TA 和 FA 对 所 有 命题 字母 4 都 已 约 化 。 Tra f Faal fe PEL) Bh, t 
R Fa fe Ta PRM BRE P LE, TlavB) £546, wR To, TBZ- ERAP, F(oavpg) 
已 约 化 ， 如 果 Fa 和 FB 同时 出 现在 己 上 。) 

(ii) P 3E FIBER ( contradictory) ， 如 果 对 某 个 命题 a，Ta 和 Fa REP LOR, PRE 
成 的 (finished) ， 如 果 它 是 矛盾 的 或 者 已 上 所 有 表 值 都 已 约 化 。 

(证)7 是 完成 的 ， 如 果 7 中 所 有 路 径 都 是 完成 的 。 

(iv) r EFRR, wRr 中 所 有 路 径 都 是 矛盾 的 。( 此 时 当然 也 是 完成 的 。) 

例 4.4 图 13 给 出 了 一 个 带 有 三 条 路 径 的 完成 表 。 最 左边 的 路 径 是 矛盾 的 ， 其 余 两 条 
不 是 。 


TM(AACA))V(BV(CAD)) 


T(4 ^4) TUB V(CAD)) 
ns l 
| ^ 
i 
13 


现在 我 们 可 以 用 如 下 方式 定义 o 的 表 证 明 : 如 果 假 设 a 为 假 ， 那 么 总 能 导出 矛盾 。 
定义 4.5 命题 a th RUER (tableau proof) 是 指 以 Fa 为 根 表 值 的 矛盾 表 。 一 个 命题 是 表 


可 证 (tableau provable) 的 ， 记 作 Fa， 如 果 它 有 一 个 表 F(((A- B) A4) 4) 
证 明 。 

命题 a 85 RAR (tableau refutation) 是 指 由 Ta 开始 的 T(4-- B)--4) 
TR. —^-49 MARA RB (tableau refutable) 的， 如 果 
CH —^EkEM, i 

例 4.6 皮尔 斯 (Peirce) 律 。 图 14 给 出 了 皮尔 斯 律 的 > N 


一 个 实例 的 表 证 明 。 注 意 ， 我 们 省 去 了 要 约 化 表 值 的 重 | 
复出 现 。 我 们 在 路 径 的 末端 画 @ 来 表示 该 路 径 矛 盾 。 
对 于 下 述 所 有 关于 表 证 明 或 逻辑 真 值 (或 同时 有 关 两 | 
者 ) 的 定义 和 定理 ， 大 多 分 别 存 在 其 关于 表 反 了 驶 和 之 辑 假 Fp 
值 的 对 偶 定义 或 定理 。 我 们 把 这 些 对 偶 命题 的 表述 留 给 
读者 。 e 
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下 一 步 就 是 观察 对 任 给 的 标号 命题 ， 是 否 存 在 以 其 为 根 表 值 的 完成 表 。 下 面 将 描述 一 种 
简单 的 生成 此 类 表 的 系统 过 程 。 定 理 4. 11 表明 由 此 过 程 生成 的 表 总 是 有 穷 的 。 

定义 4.7( 完 全 系统 表 ) 令 尺 是 一 个 标号 命题 。 我 们 归纳 定义 以 妇 为 根 表 值 的 完全 系统 
表 ( complete systematic tableau, CST), KAA To 为 以 玉 为 根 的 唯一 原子 表 。 假 设 T, 已 经 定 
X. En Tn 中 满足 下 述 条 件 的 最 小 层 数 : 该 层 育 在 一 个 表 值 在 T,。 的 某 条 非 矛 盾 路 径 上 未 
约 化 ， 并 令 五 是 第 严 层 上 最 左边 的 未 约 化 表 值 。 现 在 令 rw:i 是 通过 以 下 过 程 得 到 的 表 : 把 
以 已 为 根 的 原子 表 添 加 到 已 在 其 上 未 约 化 的 T。 的 所 有 非 矛 盾 路 径 的 末端 。 如 此 构造 出 的 了。 
序列 的 并 集 就 是 我 们 要 找 的 完全 系统 表 。 

定理 4.8 MA CST 都 是 完成 的 。 

证 明 考虑 出 现在 完全 系统 表 7 HBn B, 并且 出 现在 7 ORAS REP LOR 
REE, r 中 至 多 有 有 穷 多 个 表 值 在 第 n BRP n BW bt, A, 中 第 nn 层 或 第 n 层 以 上 
的 所 有 表 值 都 会 在 构造 过 程 中 的 某 一 点 出 现 。 即 存在 m。， 使 得 对 所 有 mmm, 7, 的 前 nn 层 
和 7 的 前 n 层 完全 相同 。 现 在 ,对 m 宇 m。， 限 制 到 7 上 的 P 是 7, 中 包含 E 的 一 条 路 径 。 在 
构造 CST 的 第 m(m 宇 mo) 步 ,如果 EE 在 P 上 尚未 约 化 ， 那 么 我 们 就 在 第 kk<n) 诗 上 选取 一 
个 未 约 化 表 值 进行 约 化 。 继 续 该 构造 过 程 ， 至 多 有 穷 步 之 后 我 们 就 可 以 约 化 5 了 。 口 

从 直观 上 讲 ， 证 明 过 程 应 该 都 是 有 穷 的 ， 这 似乎 与 无 穷 表 的 存在 相 冲 突 。 然 而 根据 库 尼 
西 引 理 ， 我 们 可 以 只 关注 有 穷 矛 盾 表 。 . 

定理 4.9 如 果 7= Uy, 是 一 个 矛盾 表 ， 那 么 对 某 个 不 ，7。 是 一 个 有 穷 矛盾 表 。 因 此 ， 
特别 地 ， 如 果 一 个 CST 是 证 明 ， 那 么 它 是 一 个 有 穷 表 。 

证 明 7 是 一 个 有 穷 分 义 树 。 考 虑 7 中 所 有 在 其 之 前 没有 了 矛盾 的 节点 所 构成 的 子 集 ， 如 
果 该 集合 是 无 穷 的 ， 那 么 根据 库 尼 西 引 理 ， 它 有 一 条 无 穷 路 径 。 这 与 假设 “r 中 所 有 路 径 都 
是 矛盾 的 "相悖 ， 所 以 在 其 之 前 没有 矛盾 的 节点 只 有 有 穷 多 个 。 它 们 必定 在 T 的 某 层 (比如 
第 nn 层 ) 之 前 全 部 出 现 。 因 此 ， 对 于 第 n+1 层 上 的 每 个 节点 ， 在 它 之 前 都 有 矛盾 。 此 外， 由 
于 7 在 第 n+1 层 的 节点 是 有 穷 的 ， 所 以 存在 一 个 严 ， 使 得 r。 在 第 n+1 层 和 7 完全 一 样 。 
现在 7, 中 每 条 路 径 P， 要 么 是 + 中 的 路 径 ( 以 层 数 <n 的 叶子 为 末端 ) ， 要 么 是 包含 第 n+1 
层 上 某 个 节点 的 路 径 。 对 第 一 种 情形 ， 根 据 假设 7 是 矛盾 的 ， 所 以 尸 是 矛盾 的 。 第 二 种 情 
É, REMAN Am 知 ,，P 是 矛盾 的 。 因 此 ，7, PRERHF JEU 

注意 ， 如 果 7 = U7,， 如 CST 所 定义 ， 并且 m 是 使 得 r。 矛盾 的 最 小 值 ， 那 么 我 们 就 无 
法 在 7 的 构造 过 程 中 扩展 7,。 在 此 情形 下 7 =7,。 口 

下 一 节 将 考虑 这 个 结论 在 紧 致 性 定理 的 语义 和 语法 版 本 中 的 重要 性 。 

在 本 节 最 后 ， 给 出 一 个 证 明 : 每 个 CST 都 是 有 穷 的 。 该 证 明 涉 及 对 命题 复杂 性 的 测度 
作 归 纳 ， 我 们 把 这 种 测度 称 作 命题 的 度 ( degree of a proposition) 。 

定义 4.10 我 们 归纳 定义 命题 a 的 度 ( degree of a proposition a)d(a)。 

(i) 如果 a 是 命题 字母 ， 那 么 d(a) =0。 

(ii) Ra 是-B， 那么 d(a) =d(B) +1, 

(ii)Jd€X o X Bv y, B^ y, Boy RH Bey, FRA d(a) 2d(B) +d(y) +1. 

标号 命题 Ta 或 Fa 的 度 就 是 a 的 度 。 如 果 P 是 表 7 中 的 一 条 路 径 ， 那 么 P 的 度 dP) 
就 是 所 有 在 P 上 未 约 化 的 P 上 标号 命题 的 度 的 总 和 。 度 的 概念 对 应 了 命题 中 联结 词 出 现 
的 次 数 。 
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定理 4.11 所 有 CST 都 是 有 穷 的 。 
证 明 令 r= Ur 是 定义 4.7 所 述 的 任意 CST。 我 们 证 明 7 中 所 有 路 径 都 是 有 穷 的 ( 事 

实 上 其 长 度 至 多 为 7 的 根 的 度 ) ， 再 根据 库 尼 西 引 理 推出 7 自身 是 有 穷 的 。 考 虑 7 中 任意 路 
BP, CE rt, PREP, 的 并 。 我 们 要 特别 注意 从 P, 到 已 ,的 变化 ， 根 据 定义 4.7， 对 7n 
中 某 个 未 约 化 的 表 值 E， 我 们 把 以 E 为 根 的 原子 表 添 加 到 P, 的 末端 。 我 们 断言 : d(P,,,) < 
d(P,)。 由 此 立即 推出 ,我们 至 多 只 能 有 穷 次 地 (事实 上 至 多 d(a) 次 ,a 是 7 的 根 ) 把 原子 
表 添 加 到 P. 的 末端 。 因 此 已 是 有 穷 的 。 为 了 验证 断言 ， 首 先 注意 到 ， 把 o 添加 到 路 径 的 末 
端 就 约 化 了 P 上 的 表 信 五 。 如 此 就 要 从 路 径 的 度 中 减 去 4(E)， 因 为 计算 Paa RR, ER 
再 是 未 约 化 表 值 ， 我 们 只 计算 除 E 之 外 的 未 约 化 标号 命题 的 度 的 总 和 。 因 此 只 需 对 所 有 原 
子 表 oc， 验证 其 每 条 路 径 上 (除根 之 外 的 ) 标 号 公式 的 度 的 总 和 小 于 og 根 的 度 。 这 一 点 可 由 
度 的 定义 及 图 9 中 的 原子 表 立 即 得 到 。 口 
习题 
给 出 下 列 1 ~9 中 命题 的 表 证 明 。 
1. ^, v HR ¥ +H (Idempotence) M X 41 ( Commutativity) 

(a)(a v a)*^a 

(b)(ana)ea 

(ec) (an B)o(Baa) 

(d) (av B) (B v a) 
2. ^, v 的 结合 性 (Associativity ) 和 分 配 性 ( Distributivity ) 

(a)((a^AB)^y) (a^ (Bay)) 

(b)((avB)vy)e(av (GG v y)) 

(c)(a v (BA y)) o((lavB)^ Cav y)) 

(d)(an (Bv y)) eCCla AB) v Ca^ y)) 
3. 94 f& 36 (Pure Implication Law) 

(alana 

(b) a+ (pa) 

Ce) (a->+B)—+((B+y) > Ca y)) 

(d) (a+(Boy) )-+((aB) > (ay) ) 
4. ^ #4) A (Introduction) 417 & ( Elimination) 

(a) (a>(Boy))>((aaB)-y) 

(b) (Can B) 5) 5 Ca (By) ) 
5. 德 d 摩根 律 (De Morgan's Law) 

(a) a(a v B) (3a ^B) 

(b) «(a ^B) (av AB) 
. 换 质 位 (Contrapositive) (a—8)**(8—-a) 
. MEF X (Double Negation) ae raw 
. # J (Contradiction)  -4(a ana) 
. (a) (nav B) -^C(a—B) 

(b) (a->B) (nav B) 
合 取 范 式 与 析 取 范式 


回顾 第 三 节 的 习题 3， 命题 a 的 合 取 范 式 (CNF) 是 指 把 a 写成 一 些 文字 (命题 字母 或 其 否定) 的 若干 组 
析 取 式 的 合 取 形 式 ， 使 之 与 a 等 价 。 类 似 地 ， 命 题 a 的 析 取 范式 (DNF) 是 指 把 a 写成 一 些 文字 (命题 字母 
或 其 否定 ) 的 若干 组 合 取 式 的 析 取 形式 ,使 之 与 a 等 价 。 对 任意 命题 ， 我 们 都 能 通过 如 下 过 程 找到 其 合 取 


© 0 su nN 





S A ig B 23 











范式 与 析 取 范式 : 
(让 在 a 中 消去 : 把 a 中 所 有 从 B、7 出 发 构造 poy 的 地 方 都 换 成 (B 一 7)^ (7 一 B) 。 这 样 得 到 的 与 
a 等 价 的 新 命题 a, PRO, 
(Gi) f£ a, 中 消去 一 : 把 w PREAB y 出 发 构造 Boy 的 地 方 都 换 成 -6 v y。 这 样 得 到 的 与 o 等 价 
的 新 命题 w PRES, v 和 人 三 个 联结 词 。 
让) 把 一 分 配 到 各 个 命题 字母 之 前 : 把 a, 中 所 有 出 现 一 -6，--(8Bvy) 和 一 (BAy) 的 地 方 分 别 换 成 B, 
—B ^y 和 一 pv -7y。 如 此 得 到 的 新 命题 a, 等 价 于 a 
(iv) 现在 我 们 利用 前 面 提 到 的 结合 律 和 分 配 律 来 得 到 o, 的 等 价 命题 ， 要 么 是 一 些 文字 的 若干 组 析 取 式 
的 合 取 (CNF) ， 要 么 是 一 些 文字 的 若干 组 合 取 式 的 析 取 (DNF) 。 
下 面 我 们 给 出 上 述 过 程 的 一 个 实例 ， 即 寻找 命题 a = (4 一 B) C 的 两 种 范式 ， 
(A— B)e aC (i) 
((A— B) + aC) A (AC > (A> B)) (ii) 
(ACA VB) VAC) A (ACY (AAV B)) (iii) 
(C474 ARB) v AC) A (ARE Vv (RAV B)) (iii) 
((AanB) v AC) A (Cv (AAV B)) (iii) 
现在 我 们 可 以 应 用 第 (iv) 步 来 得 到 a 的 CNF: 
(Av 4C)A (Bv CA (Cv SA v B), 
我 们 也 可 以 通过 分 配 律 得 到 a 的 DNF: 
(((4A-B)v -CAC)v(((4A-B)v “CA (nA v B)) 
(A^aBAC)v (AE a C) v (A AB ATA)V (AE ASA) v (ARAB AB)V (SCA B), 
最 后 一 行 是 a 的 一 个 DNF。 不 过 它 还 可 以 简化 ， 这 要 用 到 前 面 已 经 证 明 的 其 他 规则 以 及 缩 略 真 值 表 。 
特别 地 ， 像 C ^ 一 C 这 样 的 矛盾 式 可 以 从 析 取 中 消去 ， 而 像 Cv 一 C 这 样 的 重 言 式 则 可 从 合 取 中 消去 。 综 
上 ，a 的 DNF 可 以 简化 如 下 : 








(AAMBAC)v(ACA-SA)v(ACAB), 
10. 利用 上 述 过 程 寻 找 与 下 列 命题 等 价 的 CNF 和 DNF; 
(a) (A2 B) (AC) 
(b) (AB) —(Cv D) 
11. 利用 上 面 习题 给 出 的 定律 证 明 : 上 述 过 程 的 每 一 步 所 生成 的 命题 都 等 价 于 原 命题 a。 


RAF 表 证 明 的 可 靠 性 和 完 金 性 


我 们 准备 证 明 有 效 性 (F) 的 语义 概念 和 可 证 性 (上 ) 的 语法 概念 相互 等 价 。 为 此 ， 需 要 分 
别 证 明 : 所 有 表 可 证 的 命题 都 是 永 真 的 (证 明 的 可 靠 性 ) ， 所 有 永 真 命题 都 是 表 可 证 的 (证 明 
的 完全 性 ) 。 

定理 $.1( 可 靠 性 ) 如 果 a 是 表 可 证 的 ， 那 么 a 是 永 真 的 ， 即 Fa 一 Fas 

证 明 采用 反 证 法 。 假 设 a 非 永 真 。 根 据 定义 ， 存 在 一 个 赋值 Y， 指 派 下 给 as EUF 
两 种 情况 下 ， 我 们 称 赋值 7 与 标号 命题 EMMA: WR E ETa HyY(a) 2T, REME EE 
Fa 且 V(a) =F, RÍTUEBI(CSI 385.2) ， 对 任意 的 赋值 V， 如 果 它 与 某 个 表 的 根 相 一 致 ， 那 么 
它 必 与 该 表 中 某 条 路 径 已 上 的 所 有 表 值 相 一 致 。 对 矛盾 表 中 的 任何 一 条 路 径 ， 都 不 存在 赋 
值 与 其 相 一 致 ， 因 而 不 存在 a 的 表 证 明 。 口 

引 理 5.2. 如 果 7 是 如 定义 4.1 PERSE UT, VES cr 的 根 表 值 相 一 致 的 赋值 ， 那 么 了 
中 存在 一 条 路 径 己 ， 其 上 所 有 表 值 都 与 7 相 一 致 。 

证 明 归纳 证 明 : 存在 一 个 序列 (P,〉， 使 得 对 任意 的 n，P, BEEP, a P, AP, RT, 
中 所 有 表 值 与 相 一 致 的 一 条 路 径 。P, 的 并 集 就 是 我 们 要 找 的 7 中 的 路 径 P。 根 据 假 设 与 
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的 根 相 一 致 ， 易 知 归 纳 法 的 基本 情形 成 立 。 考 虑 (6a) 根 表 值 为 T(at*B) 的 例子 : WRV ae 
8) =7 了 7， 那么 根据 ** 的 真 值 表 定义 ，V(a) -T EVB) =T, 或 者 V(a) =F EVB) =F, 我 们 
把 其 余 原 子 表 的 验证 留 作 习题 1。 

对 归纳 步 ， 假 设 已 经 构造 了 7, 中 的 路 径 P,， 它 的 所有 表 值 都 与 y 相 一 致 。 如 果 7,,, 是 
Bir, 扩展 而 来 ， 但 未 扩展 P,， WASP, a = P,。 如 果 7,,, 扩 展 了 P,， 那 么 即 是 对 出 现在 P, 
中 的 某 个 表 值 E， 将 以 其 为 根 的 原子 表 添 加 到 P, 的 末端 。 由 归纳 假设 知 V 与 5 相 一 致 ， 类 似 
于 对 基本 情形 的 分 析 ， 得 到 y 必 与 P, 的 某 条 扩展 路 径 相 一 致 ， 记 之 为 P,,,。 口 

定理 5.3( 完 全 性 ) 如 果 aw 永 真 ， 那 么 @ 是 表 可 证 的 ， 即 Fa 一 Fa。 事实 上 ， 任 何以 
Fa 为 根 表 值 的 完成 表 都 是 a 的 一 个 证 明 。 特 别 地 ， 以 Fa 为 根 的 完全 系统 表 就 是 这 样 一 个 
证 明 。 

完全 系统 表 证 明 用 到 的 主要 思想 包含 在 引 理 5.4 中 : 对 任意 完成 表 中 的 任意 一 条 非 矛 盾 
路 径 ， 我 们 总 可 以 定义 一 个 赋值 使 其 与 该 路 径 上 的 所 有 表 值 相 一 致 。 

定理 5.4 令 已 是 完成 表 7 中 的 一 条 非 矛 盾 路 径 。 定 义 所 有 命题 字母 4 上 的 一 个 真 值 指 
派 4 如下: 

A(A) =7， 如 果 到 是 已 上 的 一 个 表 值 。 

A(A) =F, X4&, 

如 果 了 是 扩展 真 值 指派 4 得 到 的 唯一 赋值 (定理 3.3)， 那 么 ?二 已 上 所 有 赋值 相 一 致 。 

证 明 对 P 上 命题 的 深度 作 归 纳 。 

(1) 如 果 a 是 命题 字母 且 To 出 现在 P 上， 那么 根据 定义 有 V(a) =T, WME Fa 出 现在 
E, BART PARA, WA Ta 并 不 出 现在 PP 上, HY(o) =F, 

(二 ) 假 设 T(a^B) 出 现在 非 了 矛盾 路 径 P 上 。 因 为 7 是 完成 表 ， 所 以 T(a) 和 7(B) 都 出 现 
在 PP 上 。 由 归纳 假设 y(a) -T-Y(8), 所 以 V(a 和 ^B) =7。 

(二 ) 假 设 F(a ^B) 出 现在 非 巴 盾 路 径 P 上 。 根 据 完成 表 的 定义 ，Fa 或 FB 必 出 现在 P 
上 。 由 归纳 假设 知 ， 无 论 是 谁 出 现在 P b, 它 都 与 y 相 一 致 。 因 此 ， 要么 y(a) =F, BA 
VB) = 所 。 以 上 任何 一 种 情况 都 能 推出 y(a ^ B) =F, 

其 余 的 联结 词 可 以 依照 以 上 两 种 情形 之 一 进行 讨论 ， 具 体 依照 娜 种 情形 取决 于 该 联结 词 
所 对 应 的 原子 表 是 否 分 又 。 细 节 证 明 留 作 习 题 2。 口 

证 明 ( 定 理 5.3) Ro kK, SSRI, Via) 2 T. JEU Fa 为 根 的 任意 完成 
表 r。( 由 定理 4.8 知 ， 以 Fa 为 根 的 CST 即 是 完成 表 。) 如 果 > 有 一 条 非 矛 盾 路 径 PP， 那么 由 
引 理 5.2 知 ， 存 在 一 个 赋值 》， 它 与 P 上 所 有 表 值 相 一 致 ， 所 以 也 与 Fa 相 一 致 。 这 就 给 出 
了 一 个 赋值 ， 使 得 V(a) =F, 5 a 的 永 真性 相悖 。 因 此 ，r 中 每 条 路 径 都 是 矛盾 的 ， 从 而 7 
是 o 的 一 个 表 证 明 。 口 

由 完全 性 定理 (实际 上 是 引 理 5.4) 的 证 明 ， 我 们 考 虚构 造 a 的 一 个 表 证 明 ( 即 从 Fa FF 
始 ) ， 如 果 尽 最 大 努力 所 构造 的 以 Fa 为 根 的 完成 表 却 不 是 a 的 证 明 ( 即 完成 表 中 至 少 有 一 条 
非 矛 盾 路 径 ) ， 那 么 根据 引 理 5.4， 由 此 非 矛盾 路 径 定 义 的 赋值 给 出 了 “ea 永 真 ”的 一 个 反例 。 
因为 对 任意 给 定 的 表 值 ， 我 们 总 能 得 到 以 其 为 根 的 完成 表 ， 所 以 对 每 一 个 命题 RARER 
到 它 的 一 个 表 证 明 ， 或 者 找到 关于 其 永 真性 的 一 个 反例 。 

二 分 法 (即便 在 更 为 复杂 的 谓词 逻辑 中 ) 奠定 了 许多 问题 的 可 构造 解 基础 。 同 时 它 也 是 
PROLOG 以 及 其 他 构造 性 定理 证 明 器 执行 的 理论 基础 。 对 给 定 的 假设 ， 比 如 “不 存在 x 使 得 
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P(x) 成 立 ”， 我 们 要 么 证 明 它 是 真 的 ， 要 么 找到 一 个 反例 ， 即 找到 一 个 x， 使 得 PCx) 成 立 。 
我 们 在 第 二 章 第 五 节 考 虑 这 些 问 题 ， 更 多 的 细节 放 在 第 三 章 中 讨论 。 
习题 
,验证 引 理 S. 2 中 其 余 的 原子 表情 形 。 
. 验证 引 理 5.4 中 其 余 的 联结 词 情形 。 
依照 本 节 内 容 ， 表 述 并 证 明 表 反驳 和 可 满足 性 。 
. 如 果 a 是 表 可 反驳 的 ， 即 存在 一 个 以 Ta 为 根 的 矛盾 表 ， 那 么 a 是 不 可 满足 的 (unsatisfiable) ， 即 不 存在 
RAY, (878 V( a) =T, 
如 果 a 是 不 可 满足 的 ， 那 么 存在 a H-TFRRR, 


RAF ”前 件 演绎 和 紧 致 性 


回忆 第 三 节 最 后 关于 命题 (我 们 称 之 为 前 件 ) 集 合 王 的 后 承 的 讨论 。 命 题 r 是 5 的 后 承 
(bo), MRS 的 任 一 模型 (赋值 ) 都 是 o 的 模型 ， 即 使 得 5 的 全 体 元 素 为 真 的 所 有 赋值 都 
fio 为 真 。( 见 定义 3.2 和 定义 3.8。) 这 里 后 承 的 概念 以 及 与 之 相关 的 从 一 个 前 件 出 发 的 证 
明 形 式 ( 即 将 给 出 定义 ) ， 反 映 了 数学 论证 中 的 常见 用 法 : 数学 定理 通常 表述 为 蕴涵 形式 a 一 
B; 而 定理 的 证 明 则 表述 为 如 下 模式 : 首先 假定 前 提 假 设 (a) 为 真 ， 然 后 证 明 结 论 (B) 必 为 
真 。 由 证 明 的 语法 观点 看 ， 可 以 把 该 过 程 描述 成 “假定 "a 成 立 ， 然 后 “演绎 "出 B。 后 承 的 语 
义 概念 反映 了 第 一 种 论证 用 法 。 现 在 我 们 要 通过 定义 “从 前 件 的 集合 出 发 证 明 某 个 命题 ”这 
一 过 程 ， 来 给 出 后 承 的 语法 版 本 或 证 明 论 版 本 。 一 旦 我 们 引入 了 适当 的 概念 ， 上 述 非 形式 化 
数学 论证 方法 的 形式 化 版 本 就 很 容易 由 演绎 定理 (习题 6) 给 出 。 为 表述 这 一 结果 ， 现 在 给 出 
所 需 概 念 的 抽象 陈述 。 

首先 分 析 带 有 前 件 的 表 的 定义 ， 这 里 前 件 是 从 某 个 语句 集合 中 取出 。 该 定义 与 基本 表 的 
定义 的 区 别 在 于 ， 对 前 件 a， 只 能 添加 形 如 To 的 表 值 。 这 一 区 别 的 直观 反映 即 是 ， 从 一 个 
前 件 集合 出 发 就 意味 着 假定 了 集合 中 的 前 件 为 真 。 

定义 6.1( 带 有 前 件 的 表 ) 令 卫 为 一 个 (可 能 无 穷 的 ) 命 题 集合 。 归 纳 定 义 带 有 了 中 前 
件 的 有 穷 表 (finite tableaux with premises from 2) (或 者 简称 为 从 HWA DW R (finite 
tableaux from €) ); 

(i) 每 个 原子 表 都 是 从 马 出 发 的 有 穷 表 。 

(这 ) 如 果 了 是 从 马 出 发 的 有 穷 表 ， 且 ae 马 ， 那 么 7 通过 添加 Ta 到 每 条 不 包含 Ta 的 非 
矛盾 路 径 的 末端 而 得 到 的 表 也 是 从 也 出 发 的 有 穷 表 。 

(站) 如 果 7T 是 从 加 出 发 的 有 穷 表 ,PP 是 7 中 一 条 路 径 ,， 忆 是 出 现在 P 上 的 一 个 表 值 ，7' 
是 7 通过 添加 以 忆 为 根 的 唯一 的 原子 表 到 PP 的 末端 而 得 到 的 表 ， 那 么 7' 也 是 从 台 出 发 的 有 
穷 表 。 

BOR To，7i，…，T,，… 是 一 个 从 马 出 发 的 有 穷 表 的 (有 穷 或 无 穷 ) 序列 ， 使 得 对 每 个 
nz0,r,,,X d r, RH (ii) S (Gi) ESI, HZ r2 Ur, 是 从 HRR (tableau from X), 

现在 我 们 可 以 像 之 前 那样 来 定义 表 证 明 。 

定义 6.2 命题 o KMS AG S UERH (tableau proof of a proposition a from €) 是 指 ， 以 
Fa 为 根 表 值 的 从 马 出 发 的 表 是 矛盾 的 ， 即 其 上 所 有 路 径 都 是 矛盾 的 。 如 果 存 在 这 样 一 个 证 
A, Mika ZME 出 发 可 证 的 (provable from XE), ， 记 作 王 Fa。 
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例 6.3 图 15 给 出 了 从 前 件 集合 {-8B，(4 vB)| 出 发 的 命题 4 的 表 证 明 。 

现在 我 们 可 以 模仿 上 一 节 来 证 明 前 件 演绎 的 可 靠 性 和 完全 性 定 FA 
理 。 仅 有 的 变化 在 于 完成 表 和 CST 的 定义 。 从 X 出 发 的 完成 表 | 
(finished tableau from 2) BHM Z 出 发 的 表 在 定义 4.3 的 意义 下 是 完 TB) 
成 的 ， 并 且 对 每 个 me，Ta 出 现在 所 有 非 了 矛盾 路 径 上 。 这 里 的 主要 
思想 仍 是 把 前 件 的 真 值 纳 入 到 分 析 中 来 。 T(A V B) 

类 似 地 ， 我 们 必须 一 步 步 地 构造 从 马 出 发 的 CST 来 保证 这 些 前 
件 的 出 现 。 列 举 X 的 元 素 为 a,，m e N， 并 通过 只 对 rn Bg Xs 74 TB 
加 一 步 来 修改 CST 的 定义 。 如 果 新 的 构造 已 经 生成 7, ,那么 令 | | 
T, 为 按照 标准 CST 过 程 定义 出 的 下 一 个 表 。( 如 果 该 过 程 因 所 有 路 2 FB 
径 都 是 矛盾 的 而 终止 ， 那 么 也 终止 当前 的 构造 。) 现在 我 们 把 Ta, 添 | 
Mes, PRERE Ya 的 非 了 矛盾 路 径 的 末端 ， 从 而 得 到 新 9 
ÉI Tasio 图 15 

定理 6.4 所 有 从 前 件 集 合 出 发 的 CST 都 是 完成 的 。 

证 明 留 作 习题 1。 口 

现在 我 们 即 可 进行 可 靠 性 和 完全 性 定理 的 证 明 , 但 有 一 点 始终 要 注意 : 在 相关 赋值 中 ， 
X 中 的 命题 都 为 真 。 对 一 些 必 要 的 引 理 和 定理 我 们 只 作 陈 述 ， 大 部 分 证 明 留 作 习 题 。 

引 理 6.5 如 果 赋 值 7 使 所 有 ae 瑟 为 真 ， 且 与 某 个 从 王 出 发 的 表 7 了 的 根 相 一 致 ， 那 么 了 
中 存在 一 条 路 径 使 得 其 上 所 有 表 值 与 7 相 一 致 。 

证 明 留 作 习题 2。 口 

定理 6.6( 前 件 演绎 的 可 靠 性 ) ”如果 存在 a 的 从 互 出 发 的 表 证 明 ， 那 么 ww 是 工 的 后 承 ， 
Fe E bast Fa. 

证 明 ETR, EET, PBA BEX 为 真 而 a 为 假 。 根 据 定理 5.1 的 证 明 
继续 下 去 即 得 。 口 

引 理 6.7 令 已 是 从 马 出 发 的 完成 表 7 上 的 一 条 非 矛 盾 路 径 。 像 引 理 5.4 一 样 定义 赋值 
Vo V5 已 上 所 有 表 值 相 一致 ， 特 别 地 ，VY 使 得 每 个 命题 BE 了 为 真 (因为 根据 从 习 出 发 的 完 
成 表 的 定义 ,对 所 有 的 Be，78 都 出 现在 已 上 ) 。 

证 明 留 作 习题 3。 口 

定理 6.8( 前 件 演 绎 的 完全 性 ) ”如 果 a 是 前 件 集 合 马 的 一 个 后 承 ， 那 么 存在 wm 的 一 个 从 
X ERDARA, y XLoaoXEFo. 

证 明 如果 上 aq， 那 么 每 个 使 得 中 全 部 命题 为 真 的 赋值 y 也 使 a 为 真 。 考 虑 以 Fa 为 
根 的 从 出 发 的 CST。 由 定理 6.4 知 ， 它 是 完成 的 。 然 后 应 用 引 理 6.7 即 得 。 口 

这 里 仍然 要 考虑 证 明 的 有 穷 性 问题 。 如 果 区 是 有 穷 的 ， 那 么 经 过 与 定理 4. 11 相似 的 论 
证 可 以 得 出 ， 从 3 出 发 的 CST 也 是 有 穷 的 。( 见 习题 12。) 对 无 穷 的 前 件 集合 ， 论 证 过 程 类 
似 于 应 用 库 尼 西 引 理论 证 定理 4.9。 

定理 6.9 如 果 7= U7, 是 从 已 出 发 的 矛盾 表 ， 那 么 对 某 个 下 ，r。 是 从 互 出 发 的 有 穷 巴 
Ek. MRL, WRATH RH CST 是 一 个 证 明 ， 那 么 它 是 有 穷 的 。 

证 明 留 作 习题 4。 口 

因此 ， 如 果 a RMA THRE, 那么 存在 a 的 一 个 有 穷 表 证 明 。 这 可 看 作 是 紧 致 性 
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定理 的 语法 版 本 。 利 用 完全 性 和 可 靠 性 定理 ， 我 们 可 以 将 其 转化 为 语义 版 本 。 

定理 6. 10( ZK) a 是 的 后 承 ， 当 且 仅 当 a 是 的 某 个 有 穷 子 集 的 后 承 。 

证 明 留 作 习题 5。 口 

我 们 已 经 把 紧 致 性 定理 语义 版 本 的 间接 证 明 ( 通 过 完全 性 和 可 靠 性 得 到 ) 留 作 习 题 。 实 
际 上 ， 这 一 结果 也 可 以 直接 证 明 。 紧 致 性 定理 确实 要 比 我 们 之 前 证 过 的 定理 深刻 ， 因 而 也 值 
得 我 们 用 两 种 方法 来 证 明 。 直 接 证 明 法 的 优势 在 于 ， 完 全 性 定理 可 以 从 紧 致 性 定理 出 发 证 明 
得 到 ， 且 不 依赖 于 无 穷 表 。 直 接 证 明 法 还 揭示 了 ， 紧 致 性 定理 其 实 只 是 库 尼 西 引 理 的 一 个 
推论 。 

定义 6.11 我 们 称 命题 集合 己 是 可 满足 的 (satisfiable) ， 如 果 它 有 一 个 模型 ， 即 存在 一 
个 赋值 V， 使 得 7(a) = 了 对 所 有 ae 成 立 。 我 们 也 称 该 赋值 满足 (satisfies)Y。 

例 6. 12 

(GJA, A44, (A ^A), Aj, (Ar 443), Ags (A, 入 4)，…}+ 是 一 个 可 满足 的 无 穷 的 
命题 集合 。 

(14 ，4 ，( 4 一 4 ) ，( -43:)} 是 一 个 不 可 满足 的 有 穷 的 命题 集合 ， 任 何 包含 它 的 集 
合 也 都 是 不 可 满足 的 。 

定理 6. 13( 紧 致 性 ) 令 = ia;lieowl 为 一 个 无 穷 的 命题 集合 。 马 是 可 满足 的 ， 当 且 
仅 当 卫 的 所 有 有 穷 子 集 工 是 可 满足 的 。 

证 明 注意 ,定理 的 必要 性 显然 成 立 。 另 一 方向 则 不 然 ( 不 是 平凡 的 ) ， 原 因 在 于 ， 寻 
找 不 同 的 赋值 来 满足 越 来 越 长 的 初始 段 并 不 意味 着 存在 某 一 个 赋值 满足 整个 序列 。 构 造 这 样 
一 个 赋值 ， 本 质 上 就 是 库 尼 西 引 理 的 一 个 应 用 。 

令 (C1iew) 为 所 有 命题 字母 的 一 个 串 。 定 义 树 7， 甚 节点 为 二 叉 序 列 ， 按 扩展 序 排 列 。 
用 lth(c) 表 示 序 列 o HKE, 集合 7= {og 1 存在 一 个 赋值 Y»， 使 得 对 i<lth(o), Va) = 了 
且 V(C,;) =T， 当 且 仪 当 o(i) =1)。 这 个 定义 要 表述 的 思想 是 ， 我 们 只 在 一 种 情况 下 才 把 o 
设置 为 树 上 的 节点 ， 即 如 果 把 o 解释 成 对 命题 字母 C,(i<1lth(o)) 的 真 值 指派 ， 则 导致 其 中 
一 个 a,(i<lth(o)) 为 假 。 注 意 ， 如果 oCre7T， 那么 cse7， 从 而 了 是 二 叉 树 。 

断言 : T 中 有 一 条 无 穷 路 径 ， 当 且 仅 当 3 是 可 满足 的 。 

断言 的 证 明 : WREE, WAHE, EVC) =7 当 且 仅 当 o(i) =1 的 所 有 
构成 的 集合 就 是 T 上 的 一 条 路 径 。 另 一 方面 ， 假 设 (o,1 je NN) 是 7 上 的 一 条 无 穷 路 径 。 令 vy 
是 由 取决 于 o 的 真 值 指 派 扩张 而 成 的 唯一 赋值 ， 即 该 赋值 使 C, 为 真 当 且 仅 当 对 某 个 j， 
oj(i) =1( 等 价 地 ，o, 是 由 扩展 得 到 的 线性 序 当 上 且 仅 当 对 每 个 满足 i<lth(o,) 的 i, o (i) =1)。 
如 果 yVk， 那 么 存在 某 个 a e 5， 使 得 V(a) = 下 。 由 推论 3.4 知 ， 这 取决 于 Y 对 仅 有 的 有 穷 
多 个 命题 字母 指派 真 值 。 假 设 它 仅 取决 于 isn 的 那些 C,， 由 了 的 定义 易 知 ，7 上 不 存在 长 
度 的 go。 由 于 只 存在 有 穷 多 个 长 度 <n 的 二 叉 序 列 oo， 这 与 假设 “(oa,) 是 7T 上 的 一 条 无 穷 
RI” WF, MAVER, 

下 一 个 断言 : 对 每 一 个 n, 7 中 都 存在 一 个 长 度 为 的 c。 根 据 假设 ， 斑 的 所 有 有 穷 子 
集 都 是 可 满足 的 。 因 此 ， 对 每 一 个 nm， 存在 一 个 赋值 六 ,， 使 得 对 每 个 ij 和 nm，w; 为 真 。 根 据 定 
X, 满足 条 件 “g(i) =1 ARNAV, (C) =T, is n" 的 gog 在 7T 上 。 

由 库 尼 西 引 理 ( 定 理 1.4) 知 ,7 中 存在 一 条 无 穷 路 径 ， 因 此 是 可 满足 的 ， 得 证 。 O 

习题 9 和 10 考察 了 紧 致 性 定理 的 命题 逻辑 版 本 与 拓扑 版 本 之 间 的 联系 。 习 题 7 和 8 则 
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给 出 了 紧 致 性 定理 的 其 他 应 用 。 
习题 
1. 证 明定 理 6.4。 
2. 证 明 引 理 6. 5。 
3. 仿照 引 理 5.4 的 证 明 过 程 证 明 引 理 6.7。 
4. 仿照 定理 4.9 的 证 明 过 程 证 明定 理 6.9, 
5. 用 前 面 的 结论 证 明定 理 6. 10。 
6. 演绎 定理 (deduction theorem) 令 台 为 一 个 有 穷 的 命题 集合 ，^ 为 其 元 素 的 合 取 。 证 明 对 任意 命题 a， 
以 下 各 式 相互 等 价 : 
(a)ÉFa 
(b) FA Xa 
(c)E Fa 
(d)FA a 


紧 致 性 的 应 用 


对 于 习题 7 和 8， 可 以 利用 命题 逻辑 的 紧 致 性 定理 或 者 库 尼 西 引 理 。 解 决 问题 的 关键 在 于 忠实 地 把 给 

定 的 问题 转化 成 一 个 适当 的 命题 集合 (或 命题 树 ) ， 然 后 应 用 紧 致 性 定理 或 者 库 尼 西 引 理 。 最 后 必须 再 把 应 

用 结果 还 原 成 问题 中 的 相应 术语 。 谓 词 逻辑 也 考察 了 同样 的 几 个 问题 ， 见 第 二 章 第 七 节 习 题 5。 

7. 偏 序 的 宽度 至 多 为 n( width at most n) ， 如 果 每 一 个 由 两 两 不 可 比较 的 元 素 组 成 的 集合 ， 其 大 小 都 至 多 为 
no WIF < 中 的 链 仅仅 是 指 由 < 中 的 某 个 线性 序 构 成 的 子 集 。 证 明 : 宽度 至 多 为 3 的 无 穷 偏 序 可 以 分 成 3 
条 链 (不 必 互 不 相交 ) ， 如 果 每 个 宽度 至 多 为 3 的 有 穷 偏 子 序 可 以 分 成 3 条 链 。 
提示 (利用 紧 致 性 ) : SAFERA Ip, ne NT, XL i, JEN, ZBA Rpp, Api Bp, 和 Cp,, $8 Rpip， 
看 作 p, <p, II Ap, 理解 成 p; EAE, Bp, 和 Cp, 与 此 类 似 。 现 在 把 要 表述 的 结论 写成 命题 集合 的 形 
X: A, B,C 都 是 链 ; 偏 序 中 每 一 个 元 素 都 在 4 或 8B 或 C 中 ; 偏 序 宽度 为 3。 

备注 ”Dilworth 定理 描述 了 任意 宽度 至 多 为 n 的 偏 序 可 以 分 成 n 条 链 。 因 此 ， 利 用 紧 致 性 ， 无 穷 序 
的 Dilworth 定理 可 由 有 穷 序 的 Dilworth 定理 推出 。 通 过 对 给 定 序 的 大 小 作 归 纳 ， 我 们 证 明了 有 穷 情形 ， 
所 以 对 无 穷 情形 的 证 明 可 视 为 紧 致 性 的 一 个 非 平 凡 应 用 。 

8. 图 (graph)C 是 由 顶点 集合 1a。，a,  ，…} 和 边 的 集合 lo,，o} 组 合 而 成 。 我 们 称 C 是 n 一色 的 ， 如 果 我 们 
可 以 用 C,，…，C, X n 种 颜色 标识 其 顶点 ,使 得 GCG 上 任何 一 条 边 上 的 两 个 顶点 都 不 相同 。 假 设 6 的 所 
有 有 穷 子 图 (一 些 顶 点 构成 的 有 穷 子 集 以 及 其 间 的 边 ) 是 4 一 色 的 。 证明; C 是 4 一 色 的 。 
提示 (利用 库 尼 西 引 理 ) : 定义 一 梨 树 ， 其 节点 是 按 扩 展 序 排列 的 4 一 元 序列 。 我 们 把 一 个 长 度 为 n+1 的 
序列 o 设置 为 树 的 节点 ， 当 且 仅 当 它 通过 给 a 染色 C, PURGE UB a, a1, 7s. a, 的 一 个 4 一 色 。 

备注 ”四 色 定理 指出 ， 所 有 平面 图 都 是 4 一 色 的 。 根 据 本 题 ， 我 们 需要 证 明 有 穷 图 的 情形 ， 因 为 一 
个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 的 所 有 有 穷 子 图 是 平面 图 。 

拓扑 紧 致 性 和 库 尼 西 引 理 的 联系 
对 任意 的 命题 集合 王 ， 令 形 如 1V: (dae X) (Va)| 的 集合 所 生成 的 集合 为 开 集 ， 是 由 这 些 开 集 决 

定 的 所 有 可 能 的 真 值 赋值 构成 的 集合 。 命 题 逻辑 的 紧 致 性 定理 可 以 和 集合 T 上 的 拓扑 联系 起 来 。 

9. 证明: 其 有 如 此 拓扑 的 空间 了 是 紧 的 。 

10. 推导 紧 致 性 定理 (6. 13) 语 义 版 本 的 非 平凡 方向 。( 提示: 利用 开 和 覆盖 性 质证 明 另 一 个 方向 。) 

11. 从 定理 6. 13 出 发 证 明 库 尼 西 引 理 。 

有 关 库 尼 西 引 理 和 拓扑 紧 致 性 的 其 他 联系 ， 见 第 一 节 习 题 10 和 11。 
前 件 的 有 穷 集 合 和 表 证 了 明 
12. 假定 三 是 一 个 有 穷 的 命题 集合 。 证 明 : 所 有 从 出 发 的 CST 都 是 有 穷 的 。 
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* 第 七 节 公理 方法 


命题 演算 (以 及 其 他 数学 系统 ) 经常 表述 为 公理 (axiom ) 与 推理 规则 (rule of inference) 的 集 
合 。 命 题 逻辑 的 公理 是 某 些 永 真 命题 。 一 般 地 ， 推 理 规则 RR， 由 命题 的 某 一 n -元 组 a, ，…， 
a, 出 发 “推理 ”出 命题 a， 并且 期 望 在 推理 过 程 中 保持 永 真性 。 因 此 ，R 若 要 成 为 一 个 可 接 
受 的 推理 规则 ， 它 必须 满足 下 述 条 件 : 如 果 我 们 可 以 从 永 真 命题 a,，…，a, HR, AAR 
推出 a， 那 么 a 也 是 永 真 的 。 

下 面 简要 描述 一 个 基于 充分 集 { 一 ， 一 } 的 经 典 构成 。( 为 简单 起 见 ， 我 们 把 其 余 联 结 词 
视 作 由 一 和 一 定义 出 来 的 。 如 此 即 有 效 地 减少 了 所 需 公 理 的 数目 。) 

公理 7.1 我 们 的 系统 公理 由 如 下 形式 的 命题 组 成 : 

(i)(a—(82)) 

(ii) (Ca (8—y)) — (Ca B) + (ay))) 

(iii) ( 4B 5a) >(( =B>a) 8) 

这 里 a，B 和 7 可 以 是 任意 命题 。 

上 述 命 题 形式 通常 称 作 公理 模式 (axiom scheme) 。 公 理 即 是 上 述 模式 的 所 有 实例 ， 因 为 
a，8 和 7y 可 以 取 中 所 有 命题 。 容 易 验 证 这 些 公理 都 是 永 真 的 。 稍 后 我 们 会 证 明 ， 在 某 种 意 
义 上 ， 它 们 的 选择 是 正确 的 。 我 们 的 系统 中 只 有 一 条 推理 规则 ， 即 假 言 推理 (modus 
ponens) 。 

规则 7.2( 假 言 推理 ) Haf apb, 我 们 可 以 推出 B。 该 规则 写作 如 下 形式 : 

a 
a B 
B 

如 上 所 示 的 基于 公理 和 规则 的 系统 通常 叫做 希 尔 伯 特 式 证 明 系 统 。 因 此 我 们 在 此 系统 下 
用 Fs 表示 可 证 性 。 

定义 7.3 令 卫 为 一 个 命题 集合 。 

(1) ^ ÀJ X 1 hI UE BH ( proof from X) £ 8 —/- 3 a, a, cc, o, 构成 的 有 穷 序列 ， 
使 得 对 每 个 i< n， 以 下 三 条 之 一 成 立 : 

(1)a, 是 马 中 的 元 素 ; 

(2)a, EAB; 

(3)e, 可 以 通过 应 用 推理 规则 ， 由 之 前 的 某 些 wj 推出 。 

(iia ZMK X 出 发 可 证 的 (provable from E), ， 记 作 马 Fa， 如 果 存 在 一 个 从 马 出 发 的 证 
明 al ，…，a,， 这 里 a, =a 

(iii) o. 的 证 明 (proof) 仅 仅 是 指 从 休 出 发 的 证 明 ; a 是 可 证 的 (provable) , Je X AX AR, 
它 是 可 证 的 。 

例 7.4 这 里 给 出 ((-B 一 a) 一 B) 的 一 个 从 王 ={ -ai 出 发 的 证 明 : 


aa MY 出 发 
( 2a—( 5B—-a)) 公理 (i) 
( ^ a) BERE 


((98—-a)—((28—0)—8)) 公理 (iv) 
(( Ba) 8) 假 言 推理 
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注意 ， 正 如 表演 绎 的 情形 ， 尽 管 前 件 集合 可 能 是 无 穷 的 ， 但是， 如 果 a RA X 出 发 
可 证 的 ， 那 么 a 是 从 3 的 某 个 有 穷 子 集 出 发 可 证 的 。 证 明 过 程 总 是 有 穷 的 。 

标准 的 定理 仍 是 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 定理 。 可 靠 性 相当 容易 证 明 ， 只 和 需 验 证 所 有 公 
理 永 真 且 推理 规则 ( 假 言 推理 ) 保持 永 真 ， 即 如 果 对 某 个 赋值 前 件 为 真 ， 则 结论 也 为 真 。 紧 
致 性 定理 的 语法 版 本 显而易见 ， 因 为 所 有 证 明 都 是 有 穷 的 。 语 义 版 本 (如 定理 6. 13 所 述 ) 仍 
IEF LN. SA, 定理 6. 13 的 语义 证 明 在 这 里 仍然 可 用 。 对 此 基于 规则 的 系统 ， 紧 致 性 
定理 也 可 以 通过 完全 性 定理 推导 出 来 (因此 也 一 定 是 非 平凡 的 ) 。 

对 此 特殊 系统 ， 我 们 略 去 可 靠 性 和 完全 性 的 证 明 ( 参 见 Mendelson [1979，3.2]), 但 在 
下 一 节 考 虑 另外 一 个 基于 规则 的 系统 时 ， 我 们 会 给 出 证 明 。 现 在 ， 只 给 出 本 系统 相关 定理 的 
表述 。 

定理 7.5( 从 前 件 出 发 的 可 靠 性 和 完全 性 ) ”a 是 从 命题 集合 马 出 发 可 证 的 ， 当 且 仅 当 wa 
ILKER, f? XFt.aeXta, 

推论 7.6( 可 靠 性 和 完全 性 ) ”命题 w 是 可 证 的 ， 当 且 仅 当 它 是 永 真 的 ， 即 Fya 人 名 Fa。 

评注 7.7 

(i) 关 于 假 言 推理 (on modus ponens): WF a 和 a—B 分 别 有 一 个 表 证 明 ， 那 么 根据 可 靠 
EEH, a 和 a—B 都 是 永 真 的 。 由 于 假 言 推理 保持 永 真性 ， 所 以 8 也 是 永 真 的 。 因 此 ， 根 
据 表 证 明 的 完全 性 定理 ,6 有 一 个 表 证 明 。 事 实 上 ， 存 在 一 个 算法 ， 它 从 a Map 的 表 证 
明 出 发 得 到 B 的 表 证 明 ， 此 即 Gentzen Hauptsatz( 原则 定理 ) 。 证 明 过 长 ， 此 处 略 去 。 假 言 扒 
理 也 叫 截 规则 (eut rule) ， 因 此 该 定理 也 叫 截 消 定理 (cut elimination theorem) 。 

(ii) 关 于 定理 (on theorem); 定理 是 指 任何 可 证 的 命题 。 因 此 ， 作 为 一 个 元 案 出 现在 证 
明 过 程 中 的 任何 命题 都 是 定理 。 我 们 通常 把 结论 理解 成 整个 证 明 过 程 的 最 后 一 环 ， 其 实证 明 
过 程 的 任意 一 个 初始 段 也 是 证 明 。 

(ii) 公理 的 选择 (choice of axiom); 推论 7.6 说 明 ， 在 下 述 意义 下 公理 是 完全 的 : MA 
理 出 发 ， 我 们 可 以 通过 反复 应 用 假 言 推 理 来 证 明 任 何 永 真 命题 。 另 一 方面 ， 因 为 公理 是 永 真 
的 且 假 言 推理 保持 永 真 性 ， 所 以 每 个 定理 ( 即 本 系统 中 的 可 证 命题 ) 都 有 一 个 表 证 明 。 因 此 ， 
表 证 明 是 充分 的 ， 公 理 以 及 上 述 的 推理 规则 也 是 充分 的 。 公 理 可 以 再 多 一 些 (或 少 一 些 ) ， 
推理 规则 也 可 以 再 多 一 些 (或 换 成 其 他 推理 规则 ) ， 或 者 公理 和 推理 规则 同时 发 生 改 变 。 具 
体 的 选择 有 时 取决 于 个 人 喜好 ， 有 时 则 为 了 方便 (例如 ， 为 了 证 明 过 程 简 单 ) 。 关 键 在 于 ， 
无 论 是 怎样 的 证 明 系 统 ， 定 理 集合 都 只 有 一 个 ， 即 所 有 永 真 命题 构成 的 集合 。 

(iv) a # (efficiency); 从 上 述 公理 系统 和 规则 出 发 高 效 地 证 明定 理 是 需要 技巧 的 ， 因 为 
我 们 不 得 不 经 常 猜 测 要 用 哪 条 公理 ， 而 不 像 表 证 明 那 样 有 一 个 系统 的 程序 。 这 一 问题 的 提出 
是 由 一 类 包含 过 多 备 选 公理 的 公理 系统 引起 的 。 这 里 给 出 的 希 尔 伯 特 式 的 证 明 系 统 就 是 由 很 
多 的 公理 和 极 少 的 规则 构成 的 。 其 他 一 些 与 之 相反 (公理 少 规则 多 ) 的 公理 系统 有 甘 岑 
( Gentzen) 系统 和 自然 演绎 系统 ， 它 们 与 自动 定理 证 明 的 联系 更 紧密 。 从 这 些 公 理 系 统 的 直 
观 或 者 构造 上 讲 ， 它 们 更 多 地 与 生成 具有 下 述 性 质 的 系统 联系 起 来 : 对 任意 给 定 的 命题 ， 能 
够 给 出 其 证 明 或 者 给 出 一 个 反例 (如 第 五 节 最 后 所 述 ) 。 
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RAF d 解 


PROLOG 以 及 大 多 数 自动 定理 证 明 器 的 证 明 方 法 都 是 消解 (resolution) ， 消 解 是 一 个 由 公 
理 和 规则 构成 的 特别 简单 高 效 的 系统 。 正 如 第 七 节 所 示 的 系统 ， 消 解 只 有 一 个 规则 ， 它 通过 
消去 所 有 公理 来 生成 证 明 ， 从 而 减少 了 大 量 的 猜测 工作 。( 事 实 上 ， 它 通过 各 种 构成 规则 来 
自动 地 组 合 各 条 公理 ， 然 而 就 生成 证 明 的 工作 量 而 言 ， 这 与 公理 消去 基本 相当 。) 正如 我 们 
对 于 表 方 法 的 描述 ， 消 解 方 法 也 是 一 个 反 了 驶 过 程 ， 即 它 试图 证 明 给 定 的 公式 是 不 可 满足 的 。 
首先 假定 公式 是 合 取 范 式 ( 见 第 三 节 习题 3 与 第 四 节 习 题 10 ~ 11)。 在 经 典 的 计算 机 科学 术 
语 当 中 ， 这 种 形式 叫做 子 句 形式 (clausal form) ， 其 他 与 之 相关 的 术语 如 下 : 

定义 8.1 


(i) 5E literal) € 是 指 命题 字母 p 或 其 否定 mp。 如 果 人 《是 或 -p， 那 么 6 分 别 表示 -ap 
或 p。 命 题字 母 也 叫做 正文 字 ( positive literal) ， 它 们 的 否定 叫做 负 文 字 (negative literal) 。 

(ii) 子 名 (clause)C 是 指 文 字 的 有 穷 集 合 ( 应 当 视 作文 字 元 素 的 析 取 )。 我 们 说 C 为 真 ， 
当 且 仅 当 C 中 有 一 个 元 素 为 真 。 由 此 ， 空 子 名 (empty clause ) 口 始终 为 假 ， 因 为 它 没有 真 什 
为 真 的 元 素 。 

Cii) AK (formula) S 是 指 子 名 的 (不 必 有 穷 ) 集合 (应 当 视 作 子 句 元 素 的 合 取 ) 。 我 们 说 8 
为 真 ， 当 且 仅 当 S 中 每 一 个 元 素 为 真 。 由 此 ， 空 公式 (empty formula) 如 始终 为 真 ， 因 为 它 没 
有 真 值 为 假 的 元 素 。 

(iv) 指 派 (assignment) A 是 指 一 些 文字 的 相 容 集 ， 即 对 任意 命题 字母 p， 该 集合 不 同时 包 
含 p 和 --p。( 显 然 ， 这 只 是 一 个 (部 分 ) 真 值 指派 ， 对 pe AU p 指派 为 了 ， 而 对 5 e A 的 g 指 
AF.) SELIM (complete assignment) 是 指 对 每 个 命题 字母 p， 该 指派 包含 p 或 -p。 它 对 应 
于 定义 3.1 中 的 真 值 指派 。 

(v) AÑ B(satisfies)S, AFS, SBRYVCES, CNAz 名 ， 即 由 A 时 出 的 赋值 使 
得 $ 中 所 有 子 身 为 真 。 

(vi) 公 式 5 是 (不 ) 可 满足 的 ， 如 果 ( 不 ) 存 在 满足 它 的 指派 A。 

例 8.2 

(iD)pP，9，r，-p，9(=-9)，F 以 及 -9(=9) 都 是 文字 。 

(ii) lp, rl, Lagi Ra, ari SET RJ, 

Gi)Sz|ip, rl, tq, aril, tagt, lap, tl, is, 5t 1 E— T AA, ERNRRH 
表示 系统 中 ， 应 记 作 ((pvr) 和 (gv o^ (mg) 和 Copv O^ Gv 20). 

(iv) 如 果 .4 由 1P，9，r，s， 结 给 出 ， 即 4 是 使 得 4(p) =T=A(q) = A(r) =A(s) = 
.4(b5) 成 立 的 ( 部分) 指派 ， 那 么 4 是 不 满足 (证 ) 中 公式 S 的 指派 。 但 是 S 是 可 满足 的 。 
“PROLOG 的 记 法 


考虑 子 旬 形式 或 者 合 取 范 式 的 另 一 个 角度 就 是 推理 。 假 设 子 角 C 的 正文 字 ( 包 含 于 CN 
题字 母 ) 为 41,，…，4,， 负 文字 (使 得 5( 即 p) 在 C 中 的 那些 命题 字母 p 的 否定 ) 为 Bl，…， 
B,。 那 么 子 句 C 等 价 于 4 VA vev Any nB vev mB, BREF B, AB, A B 
Av ev 4h。 如 果 C 中 至 多 只 有 一 个 正文 字 ( 即 至 多 一 个 A), 那么 C 叫做 Horn F 4 (Horn 
clause) ( 如果 答 好 只 有 一 个 正文 字 ， 那 它 叫做 程序 子 句 (program clause) ) 。 如 果 Hom 子 句 包 
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含 负 文 字 ， 那 它 叫做 规则 (rule) ， 和 否则 就 叫做 事实 (fact) 。 目 标 子 名 (goal clause) 是 指 不 会 正 
文字 的 子 句 。PROLOG 的 核心 正 是 次 辑 学 和 涉及 Horn 子 句 (将 在 第 十 节 分 析 ) 的 证 明 论 。 
(然而 PROLOG 并 不 局 限于 命题 字母 ， 它 还 允许 文字 中 出 现 变 元 。 我 们 将 在 第 二 章 谓 词 雇 辑 
中 详细 说 明 这 一 点 。) 

在 PROLOG 的 标准 表示 中 ， 我 们 采用 与 一 相反 的 符号 二 -或 :- ， 读 作 “ 如 果 ”。 符 号 ^ 的 出 
JE HRB. ES, A-B, B, oo, BL XL AS—B,, oo, BL 读 作 (并 且 意 味 着 )4， 如 
RON, B B, Beve HB). EARRAINN, dH A:- Bl，B,，…，B, AFA 
C 当 作 指定 条 件 ， 在 此 条 件 下 4, 为 真 。 我 们 通常 对 证 实 某 个 结论 感 兴趣 。 因 此 ，4, YRFA 
C 的 目标 (goal)( 有 了 时 叫做 C Hy (head) ), B,, +, B, 叫做 C 的 子 目标 (subgoal)( 或 者 体 
(body) ， 在 此 术语 系统 下 符号 :~ 叫做 颈 (neck))。C 告诉 我 们 ， 为 了 证 实 4， 首 先 应 该 证 实 
每 个 Bl,，…，B,。 在 “目标 - 子 目 标 ” 术 语系 统 下 ， 考 处 术语 “成 功 ” 和 “失败 ”"。 目 标 4 成 功 ， 
是 指 4 为 真 ， 或 者 更 准确 地 从 程序 设计 的 观点 来 说 ， 是 指 存在 4 的 一 个 证 明 。 反 之 我 们 说 目 
标 失 败 。 不 过 需要 注意 的 是 ， 成 功 和 失败 这 一 术语 (至 少 到 目前 为 止 ) 是 不 太 精 确 的 。 

对 符号 :一 的 退化 情形 ， 即 当 n=0 或 m=0 时 ,我们 考 卡 它们 分 别 代 表 的 会 义 。 如 果 m =0, 那 
么 :-Bl，…，B,( 或 者 cB,，…，B,) 叫 做 目标 子 句 (goal clause)， 它 等 价 于 -Bi v …v =B, B 
它 断 言 B, 之 中 有 一 个 文字 失败 (为 假 )。 如 果 n=0， 那 么 A:- CERA A —) 0l 4 356-4 
(unit clause), CZATA; 因此 该 符号 只 是 说 4| 成 功 (为 真 ) 。 

消解 规则 (resolution rule) 很 像 假 言 推理 的 截 规则 版 本 。 假 言 推 理 ( 兄 第 七 节 ) 说 从 o 和 
ap 出 发 可 以 推出 B。 按 照 同 样 的 模式 ， 截 规则 说 从 a vy 和 -av8B8 出 发 可 以 推出 y v Bo 
因此 ， 截 规则 要 比 假 言 推理 更 一 般 ， 因 为 它 允 许 额外 命题 y 的 参与 。 消 解 是 截 规则 的 限制 版 
$, EMEF, a 必须 是 文字 ， 而 B 和 7 必须 是 子 句 。 


定义 8.3( 消 解 ) 采用 当前 术语 ， 如 果 分 别 从 形 如 1e1D CL, (€)U CIE C, C 出 
发 ， 推 导出 C=CIUC;， 那 么 C 叫做 Ci，C, HHR (resolvent), (3X. £ 是 任意 的 文字 ， 
UL 表示 不 相交 集合 的 并 。) 我 们 也 把 C,，C, 称 作 父子 名 (parent)， 把 C 称 作 它们 的 儿子 名 
(child), ， 然 后 说 我 们 对 (文字 )f 进行 了 消解 (resolved on £), 

注意 ， 与 截 规则 的 经 典 形 式 相 比 ， 消 解 规则 也 消去 了 宛 余 ， 即 C, 和 C, 中 相同 的 文字 。 
该 规则 取代 了 经 典 证 明 系 统 (比如 第 七 节 的 希 尔 伯 特 式 系统 ) 中 的 某 些 公理 。 

显然 ， 消 解 是 一 种 可 靠 的 规则 ， 即 它 对 所 有 真 值 指派 保持 可 满足 性 。 如 果 某 个 指派 同时 满 
足 C!，C,， 那 么 无 论 它 对 要 消解 的 文字 指派 何 值 ， 它 都 必然 满足 CUR C; 其 中 之 一 ， 因 此 它 
满足 消解 式 Ci!U C;。( 形 式 化 的 论证 见 引 理 8. 12。) 因 此 ， 消 解 规则 可 作为 证 明 可 靠 性 的 基础 。 

定义 8.4 C 的 从 给 定 公式 5 出 发 的 ( 消解) 演绎 或 证 明 ( (resolution) deduction or proof of 
C from a given formula S$) 是 指 子 身 的 一 个 有 穷 序列 CI，C,，…，C, =C， 其 中 每 个 C, 要么 是 
S 中 的 成 员 ， 要么 是 子 自 C, CGO, 有 <i) 的 消解 式 。 如 果 存 在 这 样 一 个 演绎 ， 则 称 C 是 从 5 
出 发 (消解 ) 可 证 的 ( (resolution) provable from S)， 记 作 SF。C。 DHA S 出 发 的 演绎 叫做 5 的 
BERE) BZ BEC (resolution) refutation)。 如 果 存 在 这 样 一 个 演绎 ， 则 称 S E (BEBE) RT SEU AS 
( ( resolution) refutable) ， 记 作 S -, 01, 

提醒 5 的 消解 反驳 给 出 了 口 的 一 个 从 5 出 发 的 证 明 。 由 于 口 始 终 为 假 ， 因 此 ,把 $S 的 
消解 反 驶 理解 成 证 明 S 不 可 能 为 真 ， 即 $ 是 不 可 满足 的 。 这 就 是 可 靠 性 定理 (定理 8. 11)。 
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$8.5 

G)AÍp, ri fll ^q, ari 出发，( 对 7 BET) ARES Ip, gl. 

(Gi) Alp, q, ar, sifüllop, q, r, tH, OS p er 进行) 消解 分 别 得 到 ig，-r，s， 
r, t} lp, q, s, ap, tl o BR, RAPARAMEKANW, SEPT SAX. 

消解 证 明 的 演绎 树 形式 比 上 述 的 序列 形式 更 有 用 。 

定义 8.6 CHIM S 出 发 的 消解 树 证 明 (resolution tree proof of C from S$S) 是 指 具 有 下 列 性 
质 的 有 穷 标签 二 又 树 了 : 

(i)T 了 的 根 标识 为 C。 

(ii) 了 的 叶子 标识 为 $ 中 的 元 素 。 

(iii) 如 果 任 意 非 叶子 节点 o 标识 为 C;， 其 直接 后 继 o, 0, DARRA C, C, RA 
C, 是 Co 和 Ci 的 消解 式 。 

例 8.7 图 16 给 出 了 公式 S=1ip, rl, iq, ar}, (agi, tap, tl, fast, ds, {tll 
的 消解 树 反驳 ， 即 口 的 从 5 出 发 的 消解 树 证 明 ; 





{p} ip 
A N A N 
{p.q} {7g} {ops} (sj 
/\ 
{p.r} {anr} ipf {snt} 
图 16 


引 理 8.8 COR — ALS 出 发 的 消解 树 证 明 ， 当 且 仅 当 存在 C S 出 发 的 消解 演绎 。 

证 明 (一 ) 按 照 任 一 与 序 < 相反 的 顺序 ， 列 出 C 的 从 S 出 发 的 树 证 明 中 所 有 节点 的 标 
签 ( 因 此 ， 首 先 列 出 叶子 ， 最 后 才 列 出 根 ) 。 这 个 序列 可 以 看 作 C 的 从 $ 出 发 的 消解 演绎 ， 
验证 消解 演绎 的 定义 即 可 。 

C=) RUD C 的 从 S 出 发 的 消解 演绎 的 长 度 作 归纳 。 假 设 对 任何 长 度 <n 的 演绎 ， 我 们 
可 以 得 到 相应 的 树 证 明 。 同 时 假设 C,，…，C, 是 从 S 出 发 的 一 个 长 度 为 n 的 消解 演绎 。 如 
果 CeS， 则 不 证 自明 。 否 则 ，C, ÆC, GO, j <n) 的 消解 式 。 由 归纳 ，C,，C; 分 别 对 应 
着 树 证 明 T, To OWT, ÆU CARERE, HAT, T A ERRA, REBEX, T, 即 是 我 
们 要 找 的 树 证 明 。 口 

对 于 从 S 出 发 可 证 的 那些 定理 或 子 句 的 集合 ， 其 归纳 定义 还 对 应 了 消解 演绎 的 另外 一 种 
表述 。 

定义 8.9 X(S)X S 在 消解 下 的 闭 包 (closure of S under resolution)， 即 由 下 述 归 纳 定 义 
所 决定 的 集合 : 

l. 4X CeS, BS CeR(S), 

2. wR C, CeR(S) C X C, fe C, Bil X, RI CeR(S), 

命题 8. 10 ”对 任意 子 句 C 和 公式 $5， 在 在 C 的 一 个 从 $ 出 发 的 消解 演绎 ， 当 且 仅 当 Ce 
RCS) 。 特 别 地 ， 存 在 $ 的 一 个 消解 反驳 ， 当 且 仅 当 口 ERR(S)。 

证 了 明 留 作 习 题 1。 Ci 





34 第 一 章 





首先 要 注意 的 是 ， 无 论 消 解 方法 如 何 表述 ， 它 都 能 提供 一 个 可 靠 的 证 明 过 程 。 

定理 8. 11( 消解 的 可 靠 性 ) 如 果 存 在 8 的 一 个 消解 反驳 ， 则 S 是 不 可 满足 的 。 

首先 证 明 一 个 引 理 ， 定 理 证 明 的 归纳 步 会 用 到 它 。 

引 理 8.12 如 果 公 式 ( 即 子 句 的 集合 )S5= [|C,，C,| 是 可 满足 的 ， 且 C 是 Cl fe C, 的 一 
个 消解 式 ， 那 么 C 是 可 满足 的 。 事 实 上 ， 任何 满足 5 的 指派 A 都 满足 C。 

证 明 由 于 C 是 C, 和 C, 的 一 个 消解 式 ， 所 以 存在 f，C; 和 C, EC = euc, 


CG =| Ci 以 及 C=CIU C1。 因 为 4 满足 1C,，C,} ， 所 以 它 满足 ( 即 包含 )C, 和 C,。 又 因 
为 4 是 一 个 指派 ， 所 以 不 会 出 现下 述 情形 ; fe ABLE A, RBC # A。 因 为 4AFC, H 


€€ A， 所 以 AFC;， 轩 此 AFC。 关 于 Ce A 的 情形 ， 只 需 把 C, HRC, HR (BRI. D) 

证 明 ( 定 理 8.11) 如果 C,，…，C, 是 从 S 出 发 的 消解 演绎 ， 那 么 上 面 的 引 理 对 n 作 归 
纳 ， 证 明了 任何 满足 S 的 指派 满足 所 有 的 C,。 如 果 该 演绎 是 $ 的 反驳 ， 那 么 C, = 口 。 由 于 没 
有 指派 能 够 满足 口 ， 所 以 $ 是 不 可 满足 的 。 o 

评注 8.13 可靠 性 定理 及 其 证 明 也 可 从 定义 8.6 或 定义 8.9 出 发 直接 给 出 。 我 们 把 这 种 
表述 留 作 习题 2 和 3。 

下 面 的 主要 目标 是 证 明 消解 方法 的 完全 人 性 ， 即 如 果 S 是 不 可 满足 的 ， 则 存在 5 的 一 个 消 
解 反 驳 。 自 然 地 ， 我 们 要 考虑 搜索 $ 的 反 驶 的 执行 方法 。 首 先 考 虑 利用 先前 的 消解 方法 ， 然 
后 引入 消解 的 更 多 限制 版 本 ， 这 些 新 的 消解 方法 在 保持 可 靠 性 和 完全 性 的 前 提 下 让 搜索 变 得 
更 加 高 效 。 由 此 思路 ， 我 们 首先 给 出 定义 8. 3 中 一 般 形式 消解 的 完全 性 之 简单 直接 的 证 明 。 
不 过 这 个 证 明 依赖 于 紧 致 性 定理 (的 语义 版 本 ) 。 然 后 引入 并 分 析 不 可 满足 性 的 一 种 抽象 描 
述 。 它 提供 了 消解 演绎 的 完全 性 定理 的 另 一 个 证 明 ， 该 证 明 不 依赖 紧 致 性 定理 ， 它 同时 也 提 
供 了 紧 致 性 定理 的 一 个 新 的 证 明 。 新 的 消解 完全 性 证 明 为 第 九 节 中 加 细 消 解 完全 性 的 证 明 提 
供 了 一 种 模式 。 

新 的 证 明 从 下 面 的 引 理 开 始 ， 该 引 理 允 许 我 们 消去 下 述 子 名 中 的 文字 : 这 些 子 句 可 以 从 
不 可 满足 公式 S 出 发 消解 演绎 得 到 。 反 复 应 用 该 引 理 ， 从 而 证 明 : 不 含 任何 文字 的 子 句 口 可 
以 从 S 出 发 消解 演绎 得 到 。 


定理 8.14 HEART HUFL, ATL) =(CER(T) | E, EC), deX TX 
足 ， 则 T(《) 也 不 可 满足 。 

证 明 假设 了 不 可 满足 ， 为 了 导出 矛盾 ， 假 设 .4 是 满足 7(《) 的 任意 指派 ，A 定 义 在 除 人 
之 外 的 所 有 (7 的) 文字 上 。 令 4 =4Uit，4 =4U1It}i。 由 于 了 不 可 满足 ， 所 以 存在 7 
HFA C, C,, AKC, AKC, WEHF EEA, ALEC,, MUL CEC,, WEEER 


EC 中， 那么 由 定义 知 C, ere), WX SI UAETC(OBSTJS, AC eC. AR, 

fe C,。 因 此 ， 我 们 可 以 对 C, C, 消解 《 得 到 子 句 D, DRAE €, A DETE n, (E 

为 了 中 两 个 子 句 的 消解 式 ， 显然 在 尼 (7) 中 。) 于 是 ,根据 选择 的 指派 A4，A 上 DD。 然而 ， 如 

果 .A 满 足 消 解 式 D， 那 么 它 必须 满足 C, ，C, 其 中 之 一 。 由 此 ， 得 出 矛盾 。 口 
定理 8.15( 消解 的 完全 性 ) 如 果 5 不 可 满足 ， 则 存在 5 的 一 个 消解 反 驶 。 
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证 明 根据 紧 致 性 定理 (定理 6.13)， 存 在 5 的 一 个 有 穷 子 集 5' 是 不 可 满足 的 。 由 于 任 
何 从 5' 出 发 的 反驳 演绎 也 是 从 5 HRN RBIS, FURS BASH, RASA 
多 个 子 句 。 如 果 $ 中 只 有 有 穷 多 个 子 名 并且 每 个 子 句 都 是 有 穷 的 ， 那 么 $ 的 任何 子 句 中 都 只 
有 有 穷 多 个 文字 ， 不 妨 设 为 {,，f,，…，f,。 在 下 面 的 证 明 中 我 们 仅 考 虚 基 于 这 n 个 文字 的 
子 句 和 公式 。 

我 们 希望 考察 子 句 Ce R(5) 的 集合 ， 并 证 明 该 集合 包含 口 。 通 过 应 用 引 理 8. 14 我 们 可 
以 逐一 消去 每 个 文字 ， 下 面 从 S, = S(《,) = 1CeR(S) 1 £, Eci E, 根据 定义 ，5, 是 
S 的 不 包含 C, ME, 的 消解 后 承 的 集合 。 由 引 理 8. 14 A0, S, 是 不 可 满足 的 。 然 后 令 S,, =S, 
(€,.1)， 它 是 5,( 因 而 也 是 5) 的 不 包含 li, fi’ h IC, 的 消解 后 承 的 集合 ， 该 集合 是 
不 可 满足 的 。 照 此 法 继续 进行 ， 可 以 定义 5,.，,，，…，5。。 反 复 应 用 该 定义 以 及 引 理 8. 14， 可 以 
看 到 S, 是 S 的 不 包含 任何 文字 的 消解 后 承 的 集合 ， 该 集合 是 不 可 满足 的 。 因 为 不 包含 任何 文 
字 的 公式 只 有 名和 | 口 | ， 儿 又 是 可 满足 的 ， 所 以 口 e5,。 因 此 , OR 5 的 消解 后 承 ， 得 证 。 O 

下 面 我 们 研究 关于 消解 演绎 之 完全 性 证 明 中 出 现 的 概念 和 引 理 的 更 为 抽象 的 表述 。 这 种 
表述 在 第 九 节 和 第 十 节 处 理 加 细 消 解 时 会 用 到 。 

定义 8.16 如 果 5 是 公式 , CRLF, + 


S'-ic-iellCceSAeec| 


因此 ，3S4 是 由 S 中 不 包含 t 与 4 的 那些 子 句 CLARAE CUICL ES 的 (不 包含 4 的) 那些 子 
名 共同 组 成 。 注 意 ， 如 果 单 元 子 负 18 | 在 8 中 ， TRADES v, 

坦白 地 说 ， 这 个 定义 初 读 起 来 有 些 星 汲 。 它 的 主要 思想 就 是 逐 层 分 解 8( 的 可 满足 性 ) 。 
S 对 应 了 假设 《 为 真 时 分 解 的 结果 ， 而 5 对 应 了 假设 《 为 假 时 分 解 的 结果 。 例 如 ， 考 虚假 
设 4 为 真 时 的 公式 5。 首先 要 注意 的 是 ， 如 果 《 为 真 ， 那 么 包含 t 的 任何 子 句 都 可 满足 ， 因 
为 子 句 等 价 于 其 文字 的 析 取 。 由 于 公式 S 等 价 于 其 子 句 的 合 取 ， 所 以 任何 已 知 为 真 的 子 句 都 
可 以 从 S 中 消去 而 不 改变 S 的 可 满足 性 。 因 此 ， 假 设 《 为 真 ， 可 以 从 5 中 赂 去 所 有 包含 的 
子 名 并 和 且 保持 $ 的 可 满足 性 。 这 正 是 5' 的 定义 要 说 明 的 ， 把 要 考虑 的 子 句 限制 到 那些 C 上 ， 
使 得 ¢ # C。 其 次 要 注意 的 是 ,仍然 假设 《 为 真 ， 可 以 从 包含 它 的 任意 子 句 C 中 路 去 而 不 
改变 C 的 可 满足 性 。(C 等 价 于 其 文字 的 析 取 。 如 果 其 中 一 个 文字 已 知 为 假 ， 那 么 它 不 再 影 
响 整 个 析 取 式 的 可 满足 性 。) 当然 ， 如 果 C 的 可 满足 性 不 受 影响 ， 那 么 对 包含 CHARS, H 
可 满足 性 也 不 受 影响 。 这 也 是 8: 的 定义 要 说 明 的 ， 用 更 短 的 子 句 C - | el RER C 

如 果 4 为 假 ， 则 《为 真 ， 对 8 应 用 上 述 分 解 过 程 。 由 于 4 与 之 中 必 有 一 个 为 真 ， 所 以 
可 以 断言 (正如 在 引 理 8. 19 中 所 做 的 )S 是 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 S 和 S 其 中 之 一 是 可 满足 
的 。 因 此 ， 可 以 将 S 的 可 满足 性 问题 归 约 为 两 个 与 之 相似 但 是 简化 了 的 问题 ， 即 少 掉 一 个 命 
题字 母 的 S$‘ 和 s 的 可 满足 性 问题 。 于 是 继续 进行 分 解 ， 逐 一 考虑 这 两 个 新 的 公式 $ Wm SI. 
利用 这 种 方法 ， 可 以 生成 一 棵 以 公式 为 节点 的 二 丸 树 ， 且 在 该 树 的 每 一 层 都 能 消去 一 个 文 
字 。 该 树 的 每 一 条 路 径 都 对 应 着 一 个 指派 。 经 过 S 的 分 支 使 得 CHA, WAM S 的 分 支 使 
得 《 为 假 。 如 果树 上 所 有 路 径 都 以 一 个 包含 空子 句 口 的 公式 为 终结 ， 那 么 可 以 得 知 原 公 式 5 
是 不 可 满足 的 。 另 一 方面 ， 如 果 并 非 所 有 路 径 导 出 口 ， 那 么 ， 如 果 成 功 地 消去 所 有 出 现在 5 
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中 的 文字 ， 则 要 么 存在 一 条 无 穷 路 径 ， 就 是 沿 着 它 我 们 消去 了 所 有 文字 ， 要 人 么 至 少 存在 一 条 
路 径 是 以 空 公式 名 为 终结 。 在 以 上 两 种 情况 下 ，S 都 是 可 满足 的 。 事 实 上 ， 那 条 适当 的 (无 
穷 的 或 导出 名 的 ) 路 径直 接 提 供 了 一 个 满足 S 的 指派 。 

这 种 分 解 方法 的 基本 框架 与 以 Fa 开始 的 表 证 明 相 似 ， 这 里 a 是 某 个 命题 。 在 表 证 明 
中 ， 我 们 也 尝试 分 析 所 有 使 a 为 假 的 路 径 ， 即 验证 Fu。 如 果 所 有 路 径 都 导出 矛盾 (四 ) ， 可 
以 得 知 Fa 是 不 可 满足 的 ，a 永 真 。 这 里 ， 如 果 所 有 路 径 都 导出 一 个 包含 不 可 满足 子 句 口 的 
公式 ， 则 公式 $ 是 不 可 满足 的 。 另 一 方面 ， 如 果 表 分 解 是 完成 的 并 且 生 成 了 一 条 非 矛盾 路 
径 ， 那 么 我 们 可 以 利用 该 路 径 ( 引 理 5.4) 来 定义 一 个 满足 a 的 赋值 。 在 由 定义 8. 16 引出 的 
分 解 方法 中 ， 当 我 们 消去 所 有 文字 (对 应 着 表 的 完成 ) 时 ， 只 剩 下 一 条 无 穷 路 径 或 一 条 以 空 
公式 全 为 终结 的 路 径 ， 那 么 该 路 径 本 身 即 直接 提供 了 一 个 满足 S 的 指派 。 

我 们 通过 以 下 两 个 例子 来 陈述 如 何 从 S 出 发 构造 5 ， 并 给 出 这 种 分 析 方 法 的 一 般 形 式 。 

例 8.17 4S-llpl, tag}, l-p, all. Hii p, Amid a, 5IIEH 
图 17 中 的 树 给 出 : 

S 
D> c 


SP={{-g}} 














{rg} }=S? 


一 











SP gis 
图 17 





假设 p 为 真 ， 从 S 中 消去 子 名 1p}1 ， 从 子 句 | -~pP，-9} 中 消去 文字 -pP， 从 而 在 树 的 第 一 
层 的 左边 得 到 S", [BLUE p HE, AWS’ ) 就 约 化 为 | 口 ，{ gl } ， 因 为 1p| 为 $ 中 的 一 个 子 
名 ，5 断言 p 为 真 。 在 下 一 层 ， 考 虑 94。 在 左边 ， 如 果 假 设 AA, 我 们 又 得 到 口 ， 因 为 5 
断言 -9 为 真 。 在 右边 ， 假 设 Wh, 我们 消去 所 有 包含 -4 的 子 句 ， 从 而 得 到 空 公式 。 因 此 ， 
我 们 得 到 了 一 条 以 名 为 终结 的 路 径 。 该 路 径 提供 了 满足 S 的 指派 :使 p 为 真 ，9 为 假 。 

例 8.18 考虑 例 8.7 中 被 证 明 为 不 可 满足 的 公式 5 md lp, rl, fq, ar}, lag}, 
op, tl, 1osl, ，{s，-t| | 。 分 解 的 第 一 步 就 是 消去 p。 如 果 假 设 p 为 真 ， 消 去 包含 DHF 
名 (因为 它们 为 真 ) ， 同 时 消去 其 余子 句 中 的 -p(-P 为 假 ， 对 满足 这 些 子 句 不 起 作用 ) ， 从 
而 得 到 S?=11q, ar}, tag, tel, fast, ls, dd, HH, ABE p WR, WH 


包含 mp 的 子 名 ， 同 时 消去 其 余子 名 中 的 p， 从 而 得 到 5S? ={ Ir}, iq, ar}, {ag}, los, 
[s, ~ti} o PA 18 给 出 了 整个 树 分 解 的 一 部 分 。 
经 过 8 ”分解 的 路 径 在 该 点 终结 ， 因 为 该 点 包含 口 ， 所 以 是 不 可 满足 的 。 然 而 另外 一 条 
路 径 则 可 以 继续 进行 ， 并 且 如 果 继 续 下 去 的 话 ， 所 有 路 径 最 终 都 会 以 一 个 包含 口 的 不 可 满足 
公式 为 终结 。 这 与 SFx 口 的 证 明 相 似 。 我 们 把 本 例 的 完整 分 解 留 作 习 题 4。 
现在 我 们 表述 并 证 明 ， 上 述 分 解 准确 地 阐释 了 可 满足 性 的 概念 。 


引 理 8.19 S 可 满足 ， 当 上 且 仅 当 S es 其 中 之 一 可 满足 。( 提 醒 ， 从 左 往 右 证 时 ， 不 
必 取 用 同一 个 指派 。) 
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S={ {BNE tog} BS {As} ist 


SP?={{g" ing 8 Gs}. {sn Hy} tir for tig} ts} {so Has? 


S"-ULüOshison0) (67 5} {sng }=S 





图 18 


证 明 (一 ) 假 设 4FS。 如 果 .4 是 一 个 完全 指派 ， 那 么 ， 它 必定 使 6，t 之 一 为 真 。 不 妨 
设 t 为 真 。 于 是 可 以 证 明 .4FS4:。 如 果 不 愿 假设 4FS， 那 么 可 以 从 如 下 事实 出 发 : 根据 定 
XL, 或 4 之 中 必 有 一 个 不 属于 .4。 为 明确 起 见 ， 假 设 f 兰 .4。 现 在 同样 可 以 断言 4FS4。 我 
们 必须 证 明 .A 满足 S 中 的 所 有 子 名 。 考 虑 任意 的 Ce 5S 。 根 据 8 MEN, BAculeles, 
要 么 CeS( 取 决 于 把 CR” BS BAS 中 的 那个 子 句 是 否 包含 f)。 因 此 ， 根 据 假设 ，AFC 
或 者 4ECU1《1。 由 于 只 有 当 指 派 包 含 子 名 中 的 某 个 文字 时 ， 它 才 满 足 该 子 名 ， 所 以 存在 
一 个 文字 k， 使 得 要 么 ke CNn.A， 要 么 ke (CU 111) NA, WEB, CEA, MUERE 
WE FRA kECNA, BAEC, £E A 的 情形 可 以 类 似 地 处 理 。 

(=) WERE, BRAES. MEE S 的 任何 子 句 中 都 不 出 现 《 和 4 ， 因 此 可 以 利用 
£ 来 调整 A 而 不 影响 S" 的 可 满足 性 。 更 准确 地 说 ， 如 果 令 A'=(A-{f1)U1t|1， 那么 
A'FS‘。 我 们 断言 4A'FS。 考 虑 任意 的 Ce 5S。 如 果 fe C， 因 为 《fe A'， 所 以 A'FC。 如 果 
CEC, MHS 的 定义 ，C - i161 ES。 由 于 AFS‘， 则 存在 某 个 文字 ke (C -1f1)n A。 现 
在 4 和 ,4' 的 差别 至 多 在 于 4 和 《。 由 于 kz#f 或 f， 因 而 得 到 ke A'nC, 口 

推论 8.20 5 不 可 满足 ， 当 县 仅 当 S* HS 不 可 满足 。 

该 推论 和 口 的 不 可 满足 性 一 起 ， 从 本 质 上 刻画 了 不 可 满足 性 的 性 质 。 

定理 8.21. 如 果 UNSAT=|S1S 是 不 可 满足 的 公式 | ， 那 么 UNSAT 即 是 由 下 列子 句 归 
纳 定义 出 的 公式 的 集合 MM: 

(i)DeSs=— Seu 

(ii) $' e A S' cU» SEU 

证 明 ”因为 口 不 可 满足 ， 所 以 UNSAT 满足 (i) 。 根 据 推论 8. 20， 它 也 满足 (i) 。 因 此 ， 
MEUNSAT。 我 们 必须 证 明 UNSATCU。 用 反 证 法 : 如 果 Seu, WS 是 可 满足 的 。 令 ip,| AW 
足下 述 条 件 的 命题 字母 的 集合 : p, Rp, 出 现在 $ 的 某 个 子 句 中 。 归 纳 定义 序列 |€,} ， 使 得 《; = 
PRP, BS% “ggU。( 性 质 (六 ) 保 证 了 我 们 总 能 找到 这 样 的 8,。) 现 在 令 A = 16,1 ieN|。 我 
们 断言 .4 满足 5。 假设 Cs S$。 我 们 必须 证 明 Cn 4 关节 。 因 为 C 是 有 穷 的 ， 所 以 存在 一 个 
mn， 使 得 对 所 有 出 现在 C 中 的 命题 字母 p,, 都 有 i<n。 如 果 CNMA=@, 则 Vi<n(f,¢C)， 
因此 对 每 一 步 $4“…“(i<n)， 对 应 于 C 的 子 句 都 要 发 生变 动 。 在 这 样 的 每 一 步 变 动 中 ， 比 
a SoS, RUBE 从 子 句 中 消去 。 由 于 C 中 所 有 文字 都 取 自 4,， 从 C 出 发 经 过 S E 
导出 的 子 句 为 口 。 根 据 选择 的 E, S" “ggU。 另 一 方面 ， 由 (i) 知 任何 包含 口 的 都 在 U 中 ， 
从 而 导出 矛盾 。 "A.D 
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该 结论 与 引 理 5.4 相似 。 序 列 €, 的 选择 对 应 了 引 理 5.4 中 指派 的 定义 ， 标 号 命题 字母 
出 现在 完成 表 的 非 矛 盾 路 径 上 。 类 似 地 ， 我 们 构造 一 个 指派 ， 使 其 满足 正在 构造 中 的 路 径 上 
的 所 有 表 值 。 我 们 在 此 构造 中 最 终 到 达 不 可 满足 子 句 口 ， 从 而 导出 矛盾 。 对 表 证 明 而 言 ， 上 
面 这 个 关于 不 可 满足 性 的 刻画 的 确 是 消解 方法 完全 性 证 明 的 核心 。 

定理 8. 22( 消解 方法 的 完全 人 性) 如果 5 不 可 满足 ， 则 存在 5 的 一 个 消解 反驳 (等 价 地 ， 
DeR(S)), 

TEAR ”我 们 根据 定理 8. 21 给 出 的 UNSAT 的 刻画 来 作 归 纳 证 明 。 显 然 ， 如 果 口 5， 则 口 e 
R(S)。 对 归纳 步 ， 假 设 对 某 个 和 5, DE R(S')HOER(S'), 我 们 必须 证 明 口 e RC), 
根据 假设 ， 我 们 有 口 的 分 别 从 S 和 S 出 发 的 树 证 明 T, 和 7,。 考 虑 7,。 如 果 7, 中 每 个 叶子 
都 被 $ 中 的 子 句 所 标识 ， 那 么 7, 即 是 口 的 从 S 出 发 的 证 明 。 和 否则 定义 树 如 下 ， 对 TQ 中 标 
EF ARE $ 中 的 那些 叶子 ,将 其 上 (包括 该 叶子 ) 的 所 有 节点 标签 CMM CULE}. RATE 
A: 是 {fi 的 从 5 HRT, BR, RES 的 定义 ，T; 的 所 有 叶子 都 在 S 中 。 现 在 我 
们 必须 验证 每 个 到 的 非 叶 子 节点 都 是 被 其 直接 后 继 C; 和 C! 的 消解 式 C' 所 标识 。 假 设 C'， 
Co CIE T, 中 分 别 对 应 子 句 C，C,。，C,。 因 为 7, 是 消解 树 证 明 ， 所 以 C 是 C。 AC, 的 消解 
Ro KEER, T 中 没有 对 《 或 {进行 的 消解 ， 因 为 7 ,上 的 任何 标签 都 不 含 € 或 (由 5 的 
定义 得 知 ) 。 然 后 考虑 T, ET] Cs，C! 和 C' 的 可 能 形式 。 例 如 ， 如 果 C, C, (因此 CORE 
标签 子 句 不 在 $ 中 的 那些 叶子 之 上 , SAC -CUICHRCISQUIEIBI CH =C,UlE} BÉ 
解 式 ， 因 此 T; 即 是 我 们 要 找 的 消解 树 证 明 。 下 面 再 考 虚 其 余 情 形 : 要 么 三 个 子 句 在 和 T, 
中 完全 一 样 ， 要么 添加 {| 到 C, C, 其 中 之 一 以 及 C 上 。 在 以 上 两 种 情形 中 ，C' 仍 是 CU 
C! 的 消解 式 ， 同 样 可 以 验证 T; 是 消解 树 证 明 。 类 似 地 ， 对 Ti 中 标签 子 句 不 在 S 中 的 那些 时 
子 ， 如 果 将 其 上 (包括 该 叶子 ) 的 所 有 节点 标签 C 改 成 CU | 《| ， 我 们 会 得 到 || 的 从 5 出 发 
的 树 证 明 T, (或 者 ， 如 果 所 有 时 标签 在 $ 中 ， 得 到 的 将 是 口 的 树 证 明 )。 现 在 可 以 定义 口 的 从 
S 出 发 的 树 证 明了 如 下 : 了 的 根 标 签 为 口 ， 根 的 两 个 直接 后 继 分 别 为 7; 和 7'。 由 于 口 是 |《| 
和 414 的 消解 式 ， 所 以 了 是 口 的 从 S 出 发 的 树 证 明 。 口 
“ 紧 致 性 再 研究 

显然 没有 必要 重新 证 明 紧 致 性 定理 ， 因 为 在 语义 意义 下 ， 它 的 证 明 可 以 看 作 是 唯一 的 。 
不 过 下 面 给 出 的 证 明 是 基于 定理 8.21 对 UNSAT 作出 的 刻画 。 定 理 8.21 的 证 明 中 构造 的 无 
穷 文字 序列 f;,， 正 好 对 应 了 定理 6. 13 关于 紧 致 性 的 最 初 证 明 中 指派 树 上 的 路 径 (由 库 尼 西 引 
理 给 出 )。 

定理 8. 23( 紧 致 性 ) ”如果 5 是 不 可 满足 的 ， 则 5 的 某 个 有 穷 子 集 是 不 可 满足 的 。 

证 明 4T-(SI3S,C SIS 有 穷 且 不 可 满足 ]| 。 如 果 能 够 证 明了 满足 定理 8. 21 的 
(i) (ii) 两 条 ， 那 么 它 就 包含 了 所 有 不 可 满足 的 公式 ， 从 而 完成 证 明 。 

(i) 如 果 口 5， 则 S, = { 口 | G S, Se TE. 

(ii) BRS, S eT, 我 们 必须 证 明 Se T, BET, SMS 的 定义 ， 存 在 有 穷 公式 5,， 
S,CS, 使 得 S;C S', S CSR St, Sf 均 是 不 可 满足 的 。 令 5; -S,US,, S, 是 S 的 一 个 有 
穷 子 集 。 我 们 需要 证 明 它 是 不 可 满足 的 。 如 果 S, 是 可 满足 的 ， 则 存在 一 个 指派 4 满足 它 。 
现在 4 必须 省 去 4 RE. Ak, AWE Si 或 5{， 于 是 它 满足 Sf R SEX SD S, 8), 从 
而 得 到 矛盾 。 口 
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习题 
1. 用 归纳 法 证 明 命题 8. 10。( 提示 : 其 中 一 个 方向 对 证 明 的 行 数 作 归纳 ， 另 一 个 方向 对 丸 ($) 的 定义 作 
HA.) 
. 根据 消解 树 证 明 以 及 对 其 定义 作 归纳 ， 重 述 定理 8. 11 (RT REPE) ER. 
. 从 由 口 s 尺 (3S) 定 义 的 消解 演绎 出 发 ， 重 述 定理 S. 11( 可靠 性 ) 的 证 明 。 
.继续 分 解 例 8. 18 ， 直 至 所 有 路 径 都 以 某 个 与 不 可 满足 子 句 口 等 价 的 公式 作为 终结 。 
. 把 下 列 公式 改写 成 合 取 范式 以 及 子 句 形式。 
(a)((AvB)-»(CvD)) 
(b) 3(A a Baal) 
(e)a((An B)v (Bv C)v (AAC)) 
6. 下 面 娜 个 子 句 集合 可 满足 ? 如 果 可 满足 ， 给 出 满足 它 的 指派 。 如 果 不 可 满足 ， 解 释 原因 。 
(a){{4, B}, 15A, ~B}, ~A, Bl] 
(b)i {AA}, 14, =B}, IBI] 
(e)li4l, Ol 
(d)1ül 
7. 找 出 下 列子 句 对 的 所 有 消解 式 : 
(a) {A, B}, [~4A, ~B} 
(b)lA, ~B}, IB, C, D} 
8. 找 出 下 列 集合 SHR(S): 
(3)l 1A, ~B}, 1A, B}, | 一 4 人 
(b){ iA}, IB}, iA, BH} 
9. 从 下 面 的 公式 出 发 ， 找 出 空子 名 的 一 个 演绎 ; 
(a){{4, ~B, C}, 1B, C}, 154, C}, B, «CI, | 一 8 
10. 利用 消解 证 明 下 列 公 式 对 任何 指派 都 不 可 满足 : 
(a) (A(B—5C))^ ( (A B)A (Atra€)) 
(b) (C (A+B) 4B) — —B) 
1. $ a 为 命题 (pv gq) (pag). 
(2) £8 1H a 的 表 证 明 。 
(b) 把 一 a 转化 成 CNF 以 及 子 句 形式 。( 给 出 转化 步骤 。) 
(c) 给 出 a 的 消解 证 明 。 
12. 按照 习题 11 的 模式 处 理 命题 B= (一 rv (p^) C(Or9p)^ G9). 
13. W: 如 果 SH-。C,， 则 SFC。 
14. WEAR, dn SU [-A| € UNSAT, W S.A, 
15. $7 &à H FAUT SIUE ARE CIBO: 
(a) {O] eT 


hn Aa & N 





(b)S*, SeT seT 
TEAR, 对 任何 有 穷 的 Se UNSAT, Se 了 但 并 非 所 有 的 Se UNSAT 都 在 7 中 。( 因 此 ,在 定理 8.21 对 
UNSAT 的 刻画 中 ， 基 本 步 假设 囊括 了 所 有 包含 口 的 公式 ， 不 能 把 它 改 成 只 针对 空 公 式 口 作假 设 。) 


Pnu 加 细 消 解 


对 于 由 第 七 节 的 规则 和 公理 组 成 的 经 典 系统 ， 消 解 在 效率 上 已 经 得 到 了 相当 的 提高 。 从 
直观 上 看 ， 消 和解 理 应 更 加 高 效 ， 因 为 我 们 无 须 过 问 证 明 的 下 一 步 需要 (第 七 节 ) 哪 些 公 理 ( 公 
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理 总 数 是 无 穷 多 的 ) 。 消 解 只 有 一 条 规则 。 因 此 ， 当 我 们 试图 系统 地 搜索 给 定 ( 有 穷 ) 的 $ 的 
消解 反 驶 时 ， 只 需要 验证 这 一 规则 在 S 中 的 子 旬 和 先前 演绎 出 的 子 句 当中 的 应 用 。 即 便 如 
此 ， 搜 索 空 间 也 会 迅速 增 大 。 事 实 上 ， 对 于 某 一 类 定理 ,标准 的 消解 方法 需要 花费 指数 时 
间 。 因 此 ， 我 们 的 主要 任务 就 是 研究 限制 搜索 空间 的 方法 (最 好 能 保持 方法 的 可 靠 性 和 完全 
性 ， 尽 管 在 实际 应 用 中 两 者 时 常 都 不 能 保持 ; 关于 这 一 点 ， 稍 后 会 详 述 ) 。 坦 白地 说 ， 限 制 
证 明 的 搜索 空间 意味 着 损失 一 些 证 明 。 因 此 ， 虽然 搜索 的 空间 变 小 了 ， 但 是 我 们 找到 的 证 明 
却 要 比 原 搜索 空间 下 更 长 了 。 总 的 来 说 ， 修 剪 搜索 树 后 效率 的 确 提高 了 。( 显 然 ， 我 们 是 在 
启发 式 的 意义 下 谈论 效率 。 在 复杂 性 理论 的 意义 下 ，SAT = 181 S 可 满足 } 是 NP -完全 的 ( 见 
Garey，Johnson[ 1979，5.3]) ， 没 有 系统 可 以 超出 这 个 理论 极限 。 但 是 在 实际 应 用 中 ， 搜 索 
空间 越 小 ， 运 行 时 间 越 短 。) 对 于 把 搜索 引 向 消解 反 了 驶 的 众多 可 能 的 策略 ， 我 们 只 考虑 其 中 
一 小 部 分 。 

我 们 可 以 通过 两 点 来 引导 搜索 。 第 一 点 是 终结 无 望 路 径 上 的 搜索 。 第 二 点 是 通过 指定 搜 
索 在 分 叉 点 的 序 来 引导 它 。 最 明显 需要 修剪 的 分 支 可 能 就 是 那些 带 有 重 言 式 的 分 支 ， 如 果 C 
是 重 言 式 ， 那 么 它 对 于 说 明 $ 的 不 可 满足 性 毫 无 帮助 。 由 于 验证 子 句 C 是 否 重 言 式 很 容易 
(只 和 需 验 证 对 某 个 命题 字母 p，P 与 5 同时 出 现 其 中 )， 所 以 这 样 的 修剪 花费 不 多 但 却 有 用 。 
(我 们 是 在 子 句 形式 的 条 件 下 计算 验证 重 言 式 的 花费 ， 然 而 把 任意 命题 转化 成 CNF 的 花费 可 
能 会 很 大 。) 

定义 9%1 了 -消解 (7T-resolution ) 是 指 父 子 句 均 非 重 言 式 的 消解 。 及 7(8S) 是 8S 在 了 -消解 
下 的 闭 包 。 

引 理 9.2 可 人 靠 的 消解 方法 的 任何 限制 版 本 ， 即 允许 更 少 的 演绎 ， 都 是 可 靠 的 。 特 别 
地 ， 由 于 消解 是 可 靠 的， 所 以 凡 ' 也 是 可 靠 的 ， 即 车 口 ERR (S$) ， 则 S$ 不 可 满足 。 

证 明 由 于 限制 版 本 中 的 任何 演绎 都 是 原来 消解 系统 中 的 演绎 ， 而 由 可 靠 性 知 ， 原 来 系 
统 中 不 存在 口 的 演绎 ， 因 此 在 限制 版 本 中 也 不 存在 口 的 演绎 。 口 

同时 不 难看 出 尺 " 是 完全 的 。 

定理 9.3(7- 消 解 的 完全 性 ) doX 5 不 可 满足 ， 则 口 E RR (5)。 

证 明 定理 8.22 中 关于 消解 完全 性 的 证 明 对 尺 " 仍 然 适 用 。 唯 一 需要 注意 的 是 ， 如 果 
T,, T, 中 均 无 重 言 式 ， 那 么 分 别 通过 添加 6 ，t 到 适当 的 子 句 而 得 到 的 树 Ti;，7T' 也 无 重 言 
式 。 由 于 7,(7,) 是 从 S (S HRN, 根据 假设 知 ，7,(7,) 中 所 有 子 句 都 不 包 
EEL) 口 

重 言 式 在 所 有 指派 下 均 为 真 ， 因 而 可 以 忽略 。 我 们 还 可 以 通过 下 述 办 法 来 强化 这 种 语 
义 方 法 ， 从 而 加 细 消 解 ; 固定 一 个 指派 .4 并 且 要 求 在 每 一 步 消解 中 都 有 一 个 子 句 在 .4 的 指 
派 下 为 假 。( 如 果 消 解 的 父子 句 在 .4 下 都 为 真 ， 那 么 消解 式 也 为 真 。 如 果 没 有 在 .4 下 失败 
的 子 句 ， 我 们 就 不 能 期 望 得 到 不 可 解 性 。 显 然 ， 这 与 我 们 可 以 忽略 所 有 这 般 消 解 的 证 明 
相距 其 远 。) 

定义 9.4 令 A 为 一 个 指派 。A- 消 解 (.A-resolution) 是 指 父 子 句 之 中 至 少 有 一 个 在 .A 下 为 
假 的 消解 。 凡 4(S) 是 5 在 A- 消 解 下 的 闭 包 。 这 个 过 程 通 常 叫 做 语义 消解 (semantic 


resolution ) 。 
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定理 9.5(.4- 消 解 的 完全 性 ) 对 任意 的 4 和 S, d X SeUNSAT, MOER (S). 

证 明 固定 一 个 指派 4， 令 到 =1S1 De R^CS)] 。 我 们 必须 证 明 UNSATC T^, RH 
定理 8. 21 关于 UNSAT 的 刻画 ， 我 们 只 须 证 明 

(DeS 之 Se74。 

Ci) HERA SM E, WMR S'ETH S eT. WASET. 

(i) 显然 成 立 。 对 (ii) 考 虑 口 的 分 别 从 S A S? 出 发 的 4- 消 解 证 明 T AT 。 我 们 可 以 像 
定理 9. 3 的 证 明 那 样 添加 £ (0) 8] 7,(7,) 中 适当 的 子 句 ， 从 而 形成 7;(7')。 显 然 ， 这 两 棵 树 
分 别 是 1 | 和 《| 的 消解 证 明 (也 可 能 是 口 的 消解 证 明 ) 。 然 而 它们 不 一 定 是 4A- 消解 证 明 ， 因 
KE, C 之 一 在 .4 下 可 能 为 真 。 另 一 方面 ， 因 为 5 ，t 中 至 多 有 一 个 在 A 下 为 真 ， 所 以 TAT 
中 至 少 有 一 个 是 .4- 消 解 证 明 。 为 明确 起 见 ， 设 f# A， 于 是 T' 是 《| 或 口 的 一 个 从 5 出 发 的 
.4- 消 解 证 明 。 对 于 后 一 种 情形 ， 我 们 已 然 得 证 。 对 于 前 者 ， 我 们 可 以 把 1e1 的 这 个 证 明和 
T, 结合 起 来 ， 从 而 得 到 我 们 要 找 的 口 的 A- 消解 证 明 如 下 : 对 T, 的 每 个 不 在 S 中 的 叶子 C， 
将 其 作为 CU 1《1 与 1《| 的 儿子 名 。 因 为 《#4A， 所 以 这 是 一 个 A- 消 解 。 由 于 CeS， 则 
CU {fi 在 S 中 。 因 此 ,除非 1f| 不 在 S$ 中 ,我 们 就 得 到 了 口 的 从 $ 出 发 的 A- 消 解 证 明 。 要 
完成 整个 证 明 的 构造 ， 我 们 还 需 把 树 7! 添加 到 每 个 以 1 《| 为 标签 的 叶子 下 面 。 现 在 容易 看 
出 ， 如 此 所 得 的 树 描述 了 口 的 一 个 从 5S 出 发 的 4- 消 解 演绎 。 和 我 们 之 前 所 考虑 的 形 如 
CU 1 1 的 节点 与 1 之 间 的 那些 消解 不 同 的 是 ， 新 的 证 明 中 的 所 有 消解 都 出 现在 4- 消解 演 
绎 树 T 或 者 7! 中 。 因 此 ， 所 有 出 现在 新 的 证 明 树 上 的 消解 都 是 .4- 消 解 。 口 

下 面 考虑 有 序 消解 (ordered resolution) ， 它 是 下 述 语法 程序 的 一 个 例子 ， 该 程序 至 少 在 
某 种 程度 上 决定 了 我 们 首先 应 该 进行 哪个 消解 。 

定义 9.6 假设 我 们 已 经 给 所 有 的 命题 字母 编 了 索引 。 对 有 序 消解 ， 我 们 像 通 常 所 做 的 
那样 来 定义 及 ‘(5)， 特 殊 的 地 方 在 于 ， 当 p 的 索引 号 高 于 C, C, 中 任意 命题 字母 的 索引 号 
A, RAG C, Up} fe C, Ulp | 进行 消 解 。 

如 果 我 们 仅仅 试图 复原 p 和 到 口 的 从 S AS 出 发 的 有 序 证 明 7,，7T,， 进 而 模仿 定 
理 8. 22 关 于 完全 性 的 证 明 ， 那 么 我 们 得 到 的 可 能 不 再 是 有 序 消解 。 不 过 我 们 只 需要 重 查 关 
于 UNSAT 的 刻画 ， 以 确定 可 以 加 上 序 。 

定理 9.7 UNSAT 等 价 于 由 下 列子 句 归纳 定义 出 来 的 公式 MU SX: 

(i)]eS2 Seu, 

(ü ) 如 果 没 有 命题 字母 的 索引 号 严格 小 于 出 现在 SPESE pi, Seu Bs cys, 
AMA SeU‘. 

证 明 EDS UR AE] (ii ^) 3 EE 8.21 f (i) 88, MUU MES TEM = UNSAT 中 。 另 一 
方面 ， 如 果 按 索引 号 的 升序 排列 出 现在 S 中 的 {p,} ， 那 么 关于 UNSAT 的 刻画 (定理 8. 21) ff 
RIRKA, (EN SEU HTE, Ai UNSAT 也 包含 在 W< 中 。 口 

对 于 定理 8. 22 中 消解 完全 性 的 证 明 ， 如 果 把 尺 替 换 成 尺 “ ， 把 其 中 的 (ii) 替换 成 (ii< ) ， 
即 可 证 明 有 序 消解 的 完全 性 。 

定理 9.8( 有 序 消解 的 完全 性 ) 如果 S 是 不 可 满足 的 ， 则 存在 5 的 一 个 有 序 消 解 反 驱 ， 
gOeR(S), 
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要 消解 的 文字 的 不 同 排列 可 能 会 导致 相同 的 消解 式 ， 有 序 消解 消除 了 诸如 此 类 的 一 些 重 
复 。 因 此 ， 它 减少 了 导出 任何 特定 子 句 所 需 的 步 数 。 除 了 上 述 的 几 种 消解 方法 ， 还 有 很 多 其 
他 的 消解 版 本 ， 每 一 个 版 本 消去 了 搜索 空间 的 某 一 个 方面 。 习 题 当 中 将 会 讨论 其 中 两 个 。 此 
外 ， 线 性 消解 作为 最 高 效 的 消解 方法 ， 将 在 下 一 节 以 及 下 一 章 的 完全 谓词 逻辑 中 讨论 。 
习题 
1. 假设 $ 是 子 句 的 集合 ，VSS3 且 S -U0 可 满足 。 我 们 说 消解 有 一 个 支 集 (support)U， 如 果 父 子 句 并 不 同时 在 5 - 

U 中 。 请 给 出 带 有 支 集 U 的 子 句 的 消解 之 完整 定义 以 及 相关 集合 凡 *(5) 的 定义 。 证明: Se UNSAT 全 
OeR’(S), 

2. 通俗 地 说 ，F 一 消解 ( 玉 -resolution) 是 指 子 名 之 中 有 一 个 是 目标 子 句 ( 即 该 子 句 仅 包含 负 文字 ) 的 消解 。 给 
出 玉 ~ 消 解 的 一 个 完整 的 形式 定义 (不 要 参照 消解 的 基本 定义 )， 同 时 定义 S++-; 口 (存在 口 的 一 个 从 5 出 发 
的 下 一 消解 证 明 )。 证 明 ; Se UNSAT， 当 且 仅 当 SHO 

3. 令 $ 是 一 个 有 穷 的 子 句 集合 。 对 $ 中 子 句 中 的 某 个 文字 ， 任 意 给 它 的 每 次 出 现 (occurrence) 一 个 不 重复 的 
索引 号 。 锁 定 消解 (lock resolution) 是 指 要 消解 的 文字 在 每 个 父子 句 中 都 有 (在 该 子 句 的 所 有 文字 当中 ) 最 
低 的 索引 号 。 儿 子 句 中 的 文字 继承 它们 在 父子 句 中 的 索引 号 ， 如 果 某 个 文字 在 两 个 父子 名 中 均 有 出 现 ， 


那么 在 儿子 句 中 该 文字 取 其 在 父子 句 的 较 小 的 索引 号 。( 我 们 用 上 标 表 示 索 引号 。) 
例子 : 


2 


C, = | 
€, = [一 天 ,和 | 
37 i34] 

S= {€,,C,,C,}. 


这 里 可 以 通过 锁定 消解 C, AC BB, Pl} = C,. C, 又 可 以 和 C, 进行 锁定 消解 得 到 |r | 。 不 过 不 能 
锁定 消解 C, 和 C;， 因 为 对 C, 和 C: ， 我 们 只 能 消解 4， 而 4 在 C, 中 的 出 现 并 不 具有 C, 中 任何 文字 的 最 
低 索 引号 。( 它 的 索引 号 是 5， 而 一 p 的 索引 号 是 4。) 
证 明 : 锁定 消解 是 完全 的 ， 即 如 果 $ 不 可 满足 ， 则 存在 口 的 一 个 从 5 出 发 的 锁定 消解 演绎 。( 提示: px 
出 文字 数目 (excess literal parameter) 作 归纳 ， 这 里 溢出 文字 数 且 =$ 中 所 有 文字 的 出 现 总 数 -S 中 子 句 的 
数目 。) 

4. 证 明 : 锁定 消解 与 重 言 式 缺 省 结合 在 一 起 ， 不 可 能 得 到 一 个 完全 的 消解 系统 。 
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本 节 将 考虑 另外 一 种 加 细 消 解 : 线性 消解 。 关 于 该 法 的 全 面 分 析 ， 我 们 将 在 谓词 逻辑 一 
章 中 讨论 。 这 里 仅 给 出 它 的 表述 ， 分 析 它 在 Hom 子 句 下 的 特殊 情形 。 正 是 在 此 形式 下 线性 
消解 成 为 了 PROLOG 基本 定理 证 明 器 。 我 们 期 望 通过 一 个 消解 的 线性 序列 而 非 分 叉 树 来 作 
定理 证 明 。 我 们 完成 了 一 个 消解 的 序列 ， 是 指 其 中 (从 第 二 个 消解 开始 ) 每 一 个 消解 的 父子 
句 中 有 一 个 是 之 前 已 经 完成 的 某 个 消解 的 儿子 句 。 

定义 10.1 

(i)C 的 从 S 出 发 的 线性 (linear) (消解 ) 演 绎 或 证 明 是 指 满足 C=C,,1 以 及 下 列 条 件 的 有 
序 对 序列 (C6, Bo),…,《C,,，B,): 

(1) C, ARBAB, 要 么 是 5 中 的 元 素 ， 要 么 是 某 个 j<i 的 Cj。 

(2) 每 个 C,(i< n), X C, fe B, EX, 

(ii) 通 常 我 们 说 C 是 从 S 出 发 线性 可 演绎 的 (jlinearly deducible) 或 线性 可 证 的 ， 记 作 
St, C, 如 果 存 在 C 的 一 个 从 $ 出 发 的 线性 演绎 。 丰 在 $ 的 一 个 线性 反驳 (jlinear refutation) , 
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如 果 3 Fe 口 。C(S) 是 由 从 8 出 发 线性 可 演绎 的 所 有 子 句 构成 的 集合 。 

习惯 上 ， 线 性 消解 的 起 始点 写 在 顶端 ， 结 论 写 在 底 端 。( 这 与 树 消 解 的 图 表 相 反 ， 在 那 
里 标识 结论 的 节点 写 在 顶端 。) 由 此 我 们 画 出 一 个 线性 消解 的 图 表 ， 如 图 19 所 示 。 

例 10.2 $5-|A, A,, A, Al, Au =p, q}, A; lp, aq}, A lop, q}, A, 
imp, ql, E20 给 出 了 S 的 一 个 线性 反驳 。 





| {pq} tema 
| ^. l ^ tpa} 
pa} 
Í Pa nos 
P 19 图 20 


定义 10.3 在 有 关 线性 消解 的 行文 中 ， 考 虑 从 其 出 发 生成 演绎 的 集合 3S， 我 们 常常 把 S 
中 的 元 素 称 作 反 入 子 名 (input clause) 。 C, 称 作 中 间 子 名 (center clause), B, 称 作 边 子 句 (side 
clause), C, 称 作 演绎 的 开始 子 名 (starting clause) 。 

考虑 扩展 “ 父 ~ 儿 ”术语 系统 ， 如 果 在 从 5 出 发 的 C 的 消解 证 明 中 把 子 句 C 的 祖先 
(ancestor) 定义 为 出 现在 证 明 树 中 C 以 上 的 那些 子 句 ， 那 么 可 以 将 线性 演绎 重新 定义 如 下 ， 
每 个 C, 与 一 个 插入 子 句 或 者 与 C, 的 某 个 祖先 进行 消解 得 到 Co 

线性 消解 显然 是 一 种 加 细 消 解 ， 即 每 个 线性 消解 证 明 都 可 以 很 容易 地 转化 成 一 般 的 消解 
证 明 。 由 于 消解 是 可 靠 的 (定理 8.11)， 所 以 线性 消解 也 是 可 靠 的 。 在 第 二 章 第 十 四 节 ， 我 
们 将 证 明 线 性 消解 是 完全 的 。 现 在 我 们 只 考虑 Hom 子 句 与 PROLOG 程序 的 情形 。 

定义 10.4 

(i) Horn 子 句 是 指 至 多 包含 一 个 正文 字 的 非 空子 句 。 

(i) 程序 子 句 是 指 恰好 包含 一 个 正文 字 的 子 句 。( 在 PROLOG 中 ， 它 表示 成 A:-B,, 
B,, = ,B,0) 

(Gi) 如 果 程 序 子 句 中 包含 负 文字 ， 那 么 该 子 句 叫做 规则 ( 即 (ii) 中 路 >0 的 情形 ) 。 

(ir) 事 实 (或 叫 单 元 子 句 ) 是 指 恰好 由 一 个 正文 字 组 成 的 子 句 ( 记 作 4 或 4:-)。 

(v) 目标 子 名 是 指 不 包含 正文 字 的 子 句 。( 因 此 ， 在 PROLOG 中 它 是 以 问题 的 形式 出 现 ， 
记 作 ?- 。) 

(vi)PROLOG 程序 (program ) 是 指 仅 包含 程序 子 句 (规则 或 事实 ) 的 一 个 子 句 集合 。 

注意 ，Hom 子 句 要 么 是 程序 子 句 ， 要 人 么 是 目标 子 句 ; 而 程序 子 句 要 么 是 规则 ， BAR 
事实 。 值 得 注意 的 是 ， 只 有 把 目标 子 句 与 事实 放 在 一 起 才 会 出 现 不 相 容 的 情况 。 了 矛盾 也 许 是 
由 规则 引发 的 ， 但 是 单独 的 规则 (或 者 事实 ) 不 会 生成 矛盾 。 
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/3|3810.5 如 果 Hom 子 句 的 集合 S 是 不 可 满足 的 ， 那 么 8 必定 至 少 包 含 一 个 事实 和 一 
个 目标 子 句 。 

证 明 使 得 所 有 命题 字母 为 真 的 指派 满足 所 有 程序 子 句 ， 而 使 得 所 有 命题 字母 为 假 的 指 
派 满 足 所 有 目标 子 句 和 所 有 规则 。 因 此 ， 任 何 由 Horn 子 句 组 成 的 不 可 满足 的 集合 都 必定 同 
时 包含 一 个 事实 和 一 个 目标 子 句 。 口 

PROLOG 程序 的 一 般 思想 如 下 : 给 定 一 个 由 事实 和 规则 构成 的 集合 ， 我 们 期 望 演绎 出 该 
集合 的 后 承 。 通 常 地 ， 我 们 希望 知道 事实 g,，g,，…，g, 的 合 取 是 否 可 由 程序 PP 推出。 在 
PROLOG 提示 中 输入 问题 ? -gq,，g,，…，9,， 然 后 得 到 一 个 回复 ， 它 告诉 我 们 g, 是 否 为 程 
序 P 的 后 承 。PROLOG 的 基本 执行 思想 是 ， 添加 目标 子 句 C = | -9 ，-q ，…，-d,| 到 给 定 
的 程序 ， 然 后 询问 由 Hon 子 句 组 成 的 集合 PU {G1 是 否 不 可 满足 。 这 里 ,我 们 需要 注意 一 
个 简单 但 很 重要 的 事实 : 9 ，q,，…，g, 的 合 取 只 有 在 PU 1G1 是 不 可 满足 的 情况 下 才 是 程 
序 P 的 后 承 。 我 们 把 上 面 的 语义 表述 单独 写成 一 个 引 理 。 在 PROLOG 中 ， 我 们 每 次 询问 问 
题 都 会 潜在 地 用 到 它 。 

引 理 10.6 X% P € PROLOG HF, G-15q,, =, ^s, mg, ARTA, MAM 
有 的 9; 都 是 尸 的 后 承 ， 当 且 仅 当 PU 1C| 不 可 满足 。 

证 明 本 证 明 仅 是 复述 定义 。 首 先 注意 PU | G1 不 可 满足 ， 当 和 且 仅 当 任 何 满足 P 的 指派 
使 C 为 假 。 其 次 注意 目标 子 句 C 为 假 ， 当 且 仅 当 所 有 的 -9, 为 假 ， 即 6 为 假 当 且 仅 当 所 有 q, 
为 真 。 因 此 ， 我 们 所 要 找 的 事实 的 合 取 就 是 程序 已 在 PU {G6| 不 可 满足 时 的 一 个 后 承 。 口 

现在 我 们 的 目标 就 是 把 这 个 语义 条 件 转化 成 能 够 被 消解 方法 所 验证 的 证 明 论 中 的 条 件 。 
事实 上 我 们 证 明了 : 对 由 Horn 子 句 构成 的 那些 集合 ， 线 性 消解 需要 判定 其 不 可 满足 性 。 

定理 10.7( 关 于 Horn 子 句 的 线性 消解 的 完全 性 ) wR SAh Hom 子 句 构成 的 一 个 不 
可 满足 的 集合 ， 那 么 存在 口 的 一 个 从 $ 出 发 的 线性 消解 演绎 ， 即 口 E L( 5)。 

证 明 由 紧 致 性 定理 (定理 6. 13 或 定理 8. 23) ， 假 设 S 是 有 穷 的 。 下 面 对 S 中 的 文字 数 
目 作 归 纳 。 由 引 理 10.5 可 知 ， 至 少 存在 一 个 正文 字 疡 是 在 S 中 作为 事实 1p| 出 现 的 。 考 虑 如 
定义 8. 16 所 述 的 公式 S. S 中 每 个 子 句 都 是 5 中 某 子 句 的 一 个 子 集 ， 故 由 定义 知 其 为 Horn 
子 句 。 我 们 断言 S 不 可 满足 。 这 里 需要 注意 的 是 ， 如 果 .4FS ， 则 4U ip FS， 这 与 $ 的 不 
可 满足 性 相 矛 盾 。 由 于 8 包含 的 文字 比 $ 少 (我 们 略 去 了 任何 包含 p 的 子 句 ， 并 从 剩余 子 名 
中 消去 了 五 ) ， 所 以 我 们 可 以 对 S^ 应 用 归纳 假设 ， 从 而 得 到 口 的 一 个 从 S? 出 发 的 线性 消解 演 
绎 。 定 理 8. 22 给 出 了 一 般 消解 方法 的 完全 性 证 明 ， 与 该 证 明 的 归纳 步 一 样 ， 上 面 得 到 的 线 
性 消解 演绎 要 么 已 经 是 口 的 从 5 出 发 的 线性 证 明 ， 要 么 可 以 将 其 转化 成 {1 的 从 5 出 发 的 线 
性 证 明 ， 对 某 个 不 在 $ PREFA, Wimp 至 其 以 下 所 有 子 句 。 现 在 我 们 可 以 对 该 证 明 进 行 一 
步 扩展 ， 即 添加 新 的 边 子 句 |1p} e S， 使 其 与 最 后 一 个 中 间 子 名 1 | 进行 消解 ， 从 而 得 到 口 ， 
得 证 。 口 

线性 消解 的 优势 非常 明显 。 我 们 现在 只 需 寻 找 一 个 线性 序列 来 证 明 不 可 满足 性 ， 而 无 须 
找 一 整 棵 树 。PROLOG 中 搜索 的 树 结构 是 根据 边 子 名 的 各 种 可 能 性 生成 的 。PROLOG 下 所 有 
可 能 演绎 组 成 的 树 中 ， 每 条 路 径 代表 一 个 线性 消解 。 给 定 一 个 PROLOG 程序 和 一 个 目标 子 
句 ( 询 问 编译 器 的 问题 )， 我们 可 以 更 精确 地 指定 所 要 寻找 的 线性 消解 中 各 子 句 的 消解 顺序 。 
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由 引 理 10.4 可 知 ， 在 该 演绎 中 目标 子 句 必定 会 被 用 到 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 要 求 口 的 演绎 从 
' 目 标 子 名 开始， 并 且 边 子 句 仅 从 PROLOG 程序 的 子 名 中 挑选 。 由 于 这 些 子 句 叫 做 插入 子 句 ， 
因此 该 消解 限制 版 本 叫做 线性 插入 消解 (linear input resolution) 。 

定义 10.8 令 P 是 程序 子 句 的 集合 ，G 是 一 个 目标 子 句 。5S = PU |G} 的 线性 插入 (linear 
input) ( LI) 消解 反 驳 是 指 $ 的 由 CC 开始 的 线性 消解 反驳 ， 并 且 该 反 驱 中 {mpa o (pog 
所 有 边 子 句 均 来 自己 ( 播 入 子 句 )。 

一 般 来 说 ，LI -消解 方法 不 是 完全 的 。 这 一 点 由 下 面 的 例子 可 以 ”人 m9 0e 
看 出 。 

例 10.9 回顾 例 10.2 中 的 子 句 : S=1A,, A, Ay, Ay}, A, dp, 
ql, A lp, =q}, A, lop, at, A, lop, ql, RBR—-WART tg {Pg} 
HEA, © C=A,. RMBRHTAHRSRRBRT A. MRS P= 
14,，4,，4,| ， 并 试图 生成 S- PUIGI 的 一 个 由 6 开始 的 线性 插入 消解 外 009 
反驳 ， 那 么 结果 只 有 失败 。 图 21 给 出 了 一 个 尝试 。 i 

问题 的 关键 在 于 ， 无 论 怎样 开始 这 个 消解 ， 当 我 们 遇 到 恰好 包含 一 mon 
个 文字 的 中 间 子 名 时 ， 它 与 P 中 子 句 进行 消解 而 生成 的 任何 消解 式 仍然 恰好 包含 一 个 文字 。 
因此 ， 我们 永远 不 能 推出 口 。 

然而 在 PROLOG 程序 设计 中 ， 线 性 插入 消解 的 确 是 完全 的 。 

定理 10.10 令 P 是 程序 子 句 的 集合 ，G 是 一 个 目标 子 句 。 如 果 S=PU1G| e UNSAT, 
则 存在 5S 的 一 个 线性 插入 消解 反驳 。 

证 明 首先 注意 ， 目 标 子 句 只 能 与 程序 子 句 (对 偶 于 另 一 个 目标 子 句 ) 进行 消解 ， 因 为 
对 于 正在 消解 的 一 对 子 句 ， 必 然 存 在 某 个 文字 疡 出 现 于 其 中 一 个 子 句 , 万 出 现 于 另 一 个 子 
句 ， 而 目标 子 句 仅 包含 负 文字 。 此 外 ， 对 于 这 种 形式 的 消解 ， 其 儿子 名 必定 也 是 目标 子 句 。 
这 是 因为 程序 子 句 中 的 单个 正文 字 是 我 们 消解 的 唯一 选择 ， 在 儿子 句 中 该 文字 已 被 消去 ， 只 
剩 下 程序 子 句 中 的 负 文 字 以 及 目标 子 句 中 的 剩余 文字 。 因 此 ， 对 口 的 任意 一 个 由 C 开始 从 S 
出 发 的 线性 证 明 ， 该 证 明 中 每 一 步 消解 的 儿子 句 都 必然 是 目标 子 句 ， 并 且 其 中 所 有 的 边 子 名 
都 必然 是 我 们 要 找 的 程序 子 句 。 因 此 ， 现 在 只 需 证 明 ， 存 在 口 的 一 个 由 C 开始 从 S 出 发 的 线性 
证 明 。 对 不 可 满足 的 集合 S 的 文字 数目 作 归 纳 ， 我 们 得 到 了 一 个 比 定理 10.7 更 强 的 结论 。 

引 理 10.11 如 果 人 了 是 一 个 Hom 子 和 句 集 合 ，G 是 一 个 使 TU Cl e UNSAT 但 TeSAT 的 
目标 子 句 ， 那 么 存在 口 的 一 个 由 C 开始 从 TU [G1 出 发 的 线性 消解 演绎 。 

证 明 和 前 面 一 样 ， 根 据 紧 致 性 定理 ， 假 设 了 是 有 穷 的 。 对 了 中 文字 的 数目 作 归 纳 。 由 
定理 10.7 的 证 明知 ， 对 某 个 正文 字 p, T& & 13 3cipl, MH T'Z(TUIGI) 2 T"UlGI" 
是 由 Horn 子 句 构成 的 一 个 不 可 满足 的 集合 。( 因 为 6 是 一 个 目标 子 句 ， 它 不 含 正 文字 ， 于 
(CV 就 是 {G - {pi})。 由 于 了 可 满足 并 且 包 含 ipi} ， 所 以 满足 了 的 指派 同样 满足 TOR 
据 引 理 8. 19 的 必要 性 证 明 )。 因 此 ， 我 们 可 以 应 用 归纳 假设 到 T'， 从 而 得 到 口 的 一 个 由 
G6 - 1p} 开 始 从 了 7T' 出 发 的 线性 证 明 。 如 果 该 证 明 尚 不 是 我 们 要 找 的 证 明 ， 我 们 可 以 像 定 
理 8. 22 或 定理 10.7 的 证 明 那 样 ， 将 其 转化 成 15 1 的 由 G6 开始 从 TT 出 发 的 证 明 。 在 此 基础 上 
再 扩展 一 步 ， 添 加 新 的 边 子 句 {p}| e 7， 与 15 | 消解 得 到 口 。 口 

根据 引 理 10.5， 任 意 程 序 子 句 集合 均 可 满足 ， 因 此 利用 引 理 10. 11 即 可 证 明定 理 10.10。 口 
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现在 我 们 知道 了 PROLOG 中 消解 证 明 的 一 般 模式 : 线性 插入 消解 。 在 给 出 实现 PROLOG 
的 精确 机 制 之 前 ， 还 有 两 点 需要 考虑 。 其 中 最 重要 的 一 点 即 是 ，PROLOG JAER HE MBE 
辑 上 ， 它 也 用 到 了 谓词 和 变 元 。 这 将 在 下 一 章 中 讨论 。 另 外 一 点 更 加 专业 ， 它 涉及 排序 ， 又 
分 为 两 类 。 第 一 类 是 关于 消解 执行 过 程 中 子 句 的 实际 表示 以 及 所 要 消解 文字 的 选择 。 第 二 类 
是 关于 寻找 线性 证 明 时 的 序 : BRAM, 

首先 考虑 子 句 的 表示 。 消 解 的 抽象 表示 是 把 子 句 看 作文 字 的 集合 。 作 为 集合 ， 子 句 在 本 
质 上 是 无 序 的 。 然 而 机 器 通常 把 子 句 存储 为 文字 的 序列 。 此 外 ， 它 还 把 子 句 作为 序列 而 非 集 
合 来 处 理 。 因 此 ， 诸 如 并 运算 这 样 的 集合 操作 势必 要 被 有 关 序 列 的 某 种 归并 程序 所 替代 。 特 


38, "4$ 62|—5A,, aA, co, SALIS HS |B, SB,, oe, SBLL CERE 8 )) ER B RC 
时 ， 比 如 说 A, = m8， 编译 器 只 是 把 A, 替换 成 -Bu ，…，-B.。 于 是 其 消解 式 ( 作 为 有 序 子 
句 ) 即 为 | ~A, ~Á 193 77 AA, 215 -B,, very 4B, » Au Ut. aA, ls 除 序 自身 之 外 ， 我 


们 应 当 注 意 ， 从 该 角度 出 发 处 理子 句 会 导致 重复 出 现 。 例如 ，B, 中 的 一 个 文字 与 某 个 4 (kA 
i) ile], PROLOG 的 执行 过 程 并 不 检查 此 类 重复 ; 它 仅 把 文字 的 所 有 出 现 放 到 有 序 子 句 的 适当 
MH. (ART RAMEE A ZF 4 (definite clause) ， 因 此 在 下 面 一 个 定义 中 ,用 LD RRA 
性 确定 。) 这 种 子 句 排序 并 未 引起 本 质变 化 。 我 们 将 在 下 面 的 定义 和 引 理 中 讨论 它 。 

仍然 用 了 表示 Hom FAHRE, P 表示 程序 子 句 的 集合 ， 而 C 表示 目标 子 句 。 

定义 10.12 如 果 给 定 有 序 子 句 的 集合 PU 1C|， 那 么 PU 1C| 的 LD -H A R R LD- 


resolution refutation) 是 指 满 足下 列 条 件 的 有 序 子 句 C, 和 C, 组 成 的 序列 (CG,， €), 77, CG, 
C,): 6,76, G,,,-D, 3E B. 
CBA G, ix nn 是 一 个 长 度 为 n(i) +1 的 有 序 目 标 子 句 {一 4A,。，…， AA, cyto 
(ii) & 4 C,={B,, Bio, o, =B, ay ÆA P BEST ASK m(i) +2 的 有 序 程序 


T9. (RMA RAT C,=1B,| 的 可 能 性 ， Bp m(i) = -1,) 

(Gi) PH ien, BÆR ETA C 和 C, 的 一 个 消解 ， 消 解 式 为 有 序 子 句 G,,, (长 度 为 
n(i) +m(i) +1), 4 [SAL S, on. Ais nB BO hi, s Aule 
(在 这 一 步 ， 我 们 对 B, =A ,进行 消解 。) 

引 理 10.13 如 果 PU (G| sUNSAT， 那 么 存在 PU1G| 的 一 个 由 G 开始 的 LD- WRAL, 

证 明 留 作 习题 1。 对 PU {C1} 的 LI -消解 反驳 的 长 度 作 归 纳 。( 注 意 ， 在 消解 的 每 一 步 
仅 能 消解 一 个 程序 子 句 与 一 个 目标 子 句 。 每 个 中 间 子 名 必然 是 目标 子 句 ， 而 每 个 边 子 名 必然 
是 程序 子 句 。) 口 

我 们 下 一 个 任务 是 描述 如 何在 一 个 LD -消解 证 明 里 选取 C, 中 要 消解 的 文字 。PROLOG 
的 所 有 执行 程序 本 质 上 所 用 的 选择 规则 ， 都 是 始终 对 有 序 目 标 子 句 6 中 的 第 一 个 文字 (在 我 
们 的 标记 下 ， 它 是 指 C 中 最 左 端 的 文字 ) 进行 消解 。C, 与 6, 的 消解 式 中 的 文字 排序 如 定 
X 10. 12 所 述 。 我 们 把 有 序 子 句 的 这 种 线性 插入 消解 叫做 SLD -消解 (SLD-resolution) 。(S ft 
表 选 择 ( selection) 。) 更 一 般 地 ， 我 们 可 以 考虑 任意 的 选择 规则 ， 即 从 每 个 有 序 目 标 子 句 中 选 
择 一 个 文字 的 任意 函数 。 

定义 10.14 PU1G| 的 基于 (选择 规则 )R 的 SLD —3 HRB ( SLD-resolution refutation ) 
是 指 满 足 =G, Cr = 口 的 LD M EACC, Co), o5, (6,, C), ER. R(G,) 是 该 证 明 
在 第 (i+1) 步 要 消解 的 文字 。( 如 果 没 有 提 到 尺 ， 我 们 默认 采用 标准 选择 规则 ， 即 始终 选择 
最 左 端的 文字 。) 
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定理 10. 15 ( PROLOG 中 SLD -反驳 的 完全 性 ) ”如 果 PUIG] eUNSAT, R X4£ tt 
规则 ， 那 么 存在 PU | G1 的 一 个 基于 民 的 SLD -消解 反驳 。 

WEAR 由 引 理 10. 13 知 ， 存 在 PU {G1 的 一 个 由 6 开始 的 LD -消解 反驳 。 我 们 对 这 般 证 
明 的 长 度 作 归纳 (对 任意 P 和 6), 证明 存 在 基 于 R 的 SLD -消解 反 驶 。 对 n =1， 无 须 证 明 。 
因为 G = Ce 是 单元 子 句 ， 所 有 规则 R 都 从 Co WEEE EC, Co), e, CG, Cp) 
KG] UP 的 一 个 长 度 为 n 的 LD -消解 反驳 ， 这 里 子 句 的 记 法 如 定义 10.12 所 示 。 假 设 选择 
规则 只 从 C, 中 选择 文字 -4。。 由 于 G6, ,1 = 口 ， 所 以 一 定 存在 某 个 j<n， 在 此 时 消解 -4。;。 如 
果 j=0， 根据 归纳 ,已 经 证 明 。 假 设 j1， 考 虑 对 GC, 与 C = 1B ，-B，…，-B LIES 
B = 4。，， 得 到 如 下 消解 式 C; 

C = | Ago Asa Biss Bu Acai Aou! 

我 们 断言 : 存在 一 个 由 C 开始 从 PU 1Ci 出 发 的 长 度 为 n -1 的 LD -消解 反 驶 。 和 欲 证 明 该 断 
言 ， 我 们 只 和 需 以 C。 ，…，C). 为 边 子 句 ， 依 次 消解 之 。 每 次 所 消解 的 文字 与 由 6 开始 的 原 证 
明 中 每 次 消解 的 文字 对 应 相同 。 唯 一 的 变化 在 于 ， 在 该 消解 的 中 间 子 句 里 ， 用 子 句 序列 
一 Bo,…， 一 Bj) 替换 -4。.;。 依 次 消解 完 边 子 句 C, o, Cu 之后， 我 们 得 到 的 6,,, 刚 好 
与 原 证 明 中 消解 完 C, 得 到 的 结果 相同 。 于 是 可 以 继续 原 证 明 ， 依 次 消解 边 子 句 C, 
C,。 这 个 过 程 构成 了 一 个 由 C 开始 长 度 为 n -1 的 LD -消解 反驳 。 根 据 归 纳 ， 它 可 以 被 某 个 
基于 RR 的 SLD -消解 替代 。 添 加 该 SLD -消解 到 前 面 所 述 的 C, 与 C, 的 单 步 消解 之 后 ， 我 们 


就 得 到 了 由 C = Ce 开始 基于 RR 的 从 PU IGI IB AER SLD -消解 。 口 
现在 我 们 知道 ， 当 一 个 问题 “? - 4,，…，4,. ME, PROLOG 编译 器 是 如 何 工作 的 。 
它 搜索 口 的 一 个 由 C 开始 从 当前 程序 P SHEET A G-ISA, e. SALLES SLD -消解 


证 明 。 关 于 PROLOG 编译 器 的 工作 过 程 ， 我 们 唯一 不 清楚 的 就 是 ， 它 如 何 组 织 搜索 。 在 
SLD -消解 的 第 i 步 ， 唯 一 需要 决定 的 是 ， 为 了 消 掉 当前 目标 子 句 C, 最 左 端的 文字 ， 我 们 选 
择 P 中 哪个 子 句 来 跟 C, 进行 消解 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 所 有 可 能 的 SLD -推导 空间 画 成 一 棵 
标签 树 7。7 的 根 标识 成 C。 如 果 了 的 任意 一 个 节点 标识 成 C"， 那 么 其 直接 后 继 分 别 由 6 与 
P 中 各 种 可 能 的 子 句 选择 在 消解 6' 最 左 端 文字 时 得 到 的 那些 消解 式 所 标识 。 我 们 把 这 样 的 
树 称 作 P 和 CG 的 SLD - 树 。 
例 10. 16(SLD - 树 ) ”作为 一 个 简单 例子 ， 考 虑 程序 P, 
Pi-q,r (1) 


pics (2) 
q. (3) 
qi-s. (4) 


r (5) 

si-t (6) 

s. (7) 
假设 将 C = { =p} 作为 目标 子 句 ， 图 22 给 出 了 相对 应 的 SLD - 树 。 沿 着 每 个 分 支 我 们 指 
出 消解 所 用 到 的 P。 中 的 子 句 。 这 里 我 们 约定 ， 节 点 的 后 继 从 左 往 右 的 排列 顺序 与 生成 各 后 
继 所 用 到 的 程序 子 句 在 P, 中 的 出 现 顺 序 相 一 致 。 成 功 路 径 ( success path) 是 指 那些 以 口 为 终 
结 的 路 径 。 失 败 路 径 (failure path) 是 指 该 路 径 以 子 名 G6' 为 终结 且 P 中 没有 子 句 能 够 消 掉 GU 

最 左 端的 项 。 在 本 例 中 总 共有 5 条 可 能 路 径 ，2 条 失败 ，3 条 成 功 。 
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PROLOG 定理 证 明 器 在 搜索 SLD - 树 的 成 功 路 径 时 ， 总 是 最 先 尝试 最 左边 的 路 径 。 换 句 
话说 ， 它 试图 利用 已 中 第 一 个 可 能 子 句 来 和 当前 的 6 进行 消解 。 如 图 22 所 示 ， 沿 着 路 径 (1)， 
(3)，(5) 可 以 得 到 肯定 的 答案 “yes”。 如 果 定 理 证 明 器 届 到 一 个 失败 点 ( 即 非 口 且 无 消解 可 以 进 
行 )， 它 就 回潮 ， 即 沿 原 路 返回 至 节点 YN 有 尚未 尝试 消解 的 直接 后 继 。 然 后 证 明 器 沿 N 的 
最 左 端的 尚未 尝试 消解 的 直接 后 继 继 续 和 运行。 反复 该 过 程 ， 直 至 找到 一 条 成 功 路 径 。 











-Pp 
pe (2) 
qur IS 
G [e O)N@ 
ar 一 Sm at 口 
G) (6) 07) | 
Qa 2 a Y 失败 
(5) 
AW m 
E 22 


$410.17 (198) ”如果 从 上 述 程序 P, 中略 去 子 句 (3) ， 记 新 程序 为 已 ， 那 么 就 可 以 得 
到 一 个 新 的 SLD - 树 ， 如 图 23 所 示 。 

















2p 
pM 
>q,>r | 4$ 
«| € vo 
75,77 ^t D 
oe | 
alor ar 失败 
| G) 
失败 
23 


在 此 情形 下 ， 定 理 证 明 器 首先 尝试 路 径 (1)，(4)，(6)， 失败。 然后 回溯 到 一 s， 一 r， 
尝试 路 径 (7) ，(5)， 成 功 ， 给 出 肯定 答案 “yes”。 

假设 PROLOG 编译 器 已 经 启动 搜索 ， 当 它 找到 一 个 答案 时 ， 我 们 就 在 计算 机 光标 处 输 
人 分 号 “;”。 然 后 编译 器 会 继续 回 湖 ， 在 树 中 尚未 经 历 搜索 的 部 分 寻找 另 一 个 消解 反 驱 。 答 
案 “no” 意 味 着 已 经 不 存在 其 他 证 明 ， 而 答案 “yes” 则 意味 着 已 经 找到 了 另 一 个 证 明 ， 此 时 我 
们 可 以 再 次 输入 “;" 使 得 编译 器 继续 搜索 新 的 证 明 。 在 上 例 中 ， 找 到 沿路 径 (1)，(4)， 
(7)，(5) 的 证 明之 后 ， 定 理 编译 器 回答 “yes”。 如 果 我 们 输入 分 号 搜索 另 一 个 证 明 ， 它 会 沿 
原 路 回 漳 至 顶端 节点 ， 然 后 尝试 路 径 (2) 。 接 下 来 它 沿路 径 (6) ， 失 败 ， 回 湖 至 -*， 再 沿路 
径 (7) ， 成 功 ， 从 而 得 到 另 一 个 肯定 答案 “yes”。 如 果 再 次 输入 分 号 ， 则 最 终 得 到 答案 “no ”。 

如 果 PROLOG 搜索 整 棵 SLD - 树 而 没有 找到 一 条 导出 口 的 路 径 ， 那 么 它 在 我 们 第 一 次 询 
问 时 就 给 出 答案 “no”。 由 一 般 消解 的 完全 性 定理 知 ， 在 此 情形 下 PU LG] 是 可 满足 的 ， 因 而 
(根据 定理 10.6) 我 们 询问 的 问题 不 是 P 的 逻辑 后 承 。 
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这 一 类 型 的 搜索 过 程 叫 做 深度 优先 (depth-first) 搜索 ， 因 为 它 总 是 试图 沿 着 树 中 一 条 路 
径 尽 可 能 深 地 走 到 末端 ， 然 后 才 沿 其 他 分 支 继 续 搜索 。 与 之 相对 地 ， 如 果 按 照 -p; 一 g， 
arius; ar; a8, r$ at; O; O; at, ar; ar; 失败 ; 失败 ; 口 这 样 的 顺序 对 如 图 22 所 
示 的 树 进行 搜索 ， 则 该 搜索 叫做 广度 优先 (breadth-first) 搜索。 显然 ,很 多 混合 策略 也 是 可 能 
的 。 在 我 们 的 例子 中 ， 深 度 优先 要 比 广度 优先 快 得 多 (3 步 对 6 步 )。 事 实 上 ， 这 是 一 个 普遍 
现象 ， 深 度 优先 通常 都 比 广 度 优先 快 很 多 。 所 以 执行 程序 选择 用 深度 优先 搜索 。 然 而 这 种 策 
略 的 时 间 花 费 也 可 能 非常 高 。 在 广度 优先 搜索 中 ， 对 有 穷 程序 P， 如 果 存 在 一 条 路 径 是 以 口 
结尾 ， 很 明显 我 们 最 终 一 定 能 够 找到 它 。 与 之 相对 地 ， 深 度 优先 搜索 程序 却 不 是 完全 的 ， 可 
能 存在 一 条 路 径 以 口 结尾 ， 我 们 的 搜索 一 直 进 行 却 找 不 到 口 。 

例 10. 18( 深度 优先 搜索 失败 ) 考虑 下 面 的 简单 程序 

qr (1) 
rq (2) 
q. (3) 

把 深度 优先 的 搜索 程序 应 用 到 开始 子 句 -9， 该 程序 将 会 在 -4 和 -r 之 间 循 环 ， 它 永远 
找 不 到 子 名 (3) 所 提供 的 矛盾 。 

这 个 例子 看 起 来 比较 容易 确定 子 句 的 排序 ， 并 且 它 也 正 依赖 于 程序 中 子 句 的 排序 。 不 幸 
的 是 ， 重 排 子 名 并 非 总 能 生成 一 个 终结 程序 ， 即 便 确实 存在 着 一 个 正确 的 证 明 。( 第 三 章 第 
二 节 的 程序 P, 就 是 一 个 例子 。) 但 是 我 们 还 不 能 完全 体会 这 些 问题 带 来 的 影响 ， 除 非 我 们 着 
手 处 理 完全 的 PROLOG， 而 不 仅仅 局 限于 命题 逻辑 。 事 实 上 ， 也 只 有 介绍 了 谓词 和 变 元 ， 才 
会 看 到 PROLOG 的 真正 威力 。 现 在 我 们 开始 考虑 这 些 事情 ， 首 先 研 究 完 全 谓词 逻辑 的 一 般 
情形 ， 然 后 专门 考察 PROLOG, 
习题 
1. 证 明 引 理 10. 13, 

2. 在 自然 语言 (汉语 ) 的 环境 下 考虑 下 面 的 语句 : 如果 国 会 拒绝 出 台新 法 令 ， 那 么 黑 工 就 不 会 结束 ， 除 非 它 
的 持续 时 间 超 过 一 年 并 且 公 司 总 裁 辞 职 。 
(a) 用 以 下 三 种 方式 表达 该 语句 ， 

(站 命题 演算 

(让) 合 取 范式 

(iii) PROLOG Fj, 

(b) 假 设 国 会 已 经 拒绝 出 台新 法 令 ， 而 黑 工 尚未 超过 一 个 月 。 把 以 上 条 件 添加 到 你 的 列表 (在 (i)，(ii) ， 
(ii) 中 ) ， 然 后 利用 表演 绎 来 检查 黑 工 是 否 已 经 结束 。( 可 以 尝试 从 一 些 适 当 的 前 件 出 发 构造 一 个 演 

绎 ， 或 者 给 出 某 个 适当 合 取 的 一 般 形式 ， 但 要 注意 问题 的 形式 化 表述 。) 

(c) 假 设 去 掉 “ 国 会 拒绝 新 法 令 出 台 ”" 这 个 条 件 ， 取 而 代 之 的 是 : 罢工 已 经 结束 ， 但 是 公司 总 裁 没有 辞职 。 
利用 表演 绎 来 检查 罢工 的 持续 时 间 是 和 否 超 过 了 一 年 。 、 

(d) 在 (b) 和 (c) 中 ， 如 果 PROLOG 数据 库 里 已 有 一 列 相关 的 子 句 ， 那 么 为 了 得 到 所 求 答案 ， 你 会 如 何 
询问 ? 

3. 专家 系统 的 一 个 成 功 应 用 就 是 分 析 哪 些 化 学 合成 是 可 能 的 。 这 里 我 们 考虑 一 个 非常 简单 的 例子 。 

我 们 知道 下 列 化 学 反应 可 以 进行 : 

(1)MgO + H,—Mg + H,O 

(2)C +0,—C0, 

(3)CO, + H,0—»H,C0, 





50 g—* 








(a) 假 设 现 有 一 些 Mg0，H, 0, 和 C， 请 用 命题 逻辑 公式 表达 以 上 规则 和 假设 。 在 所 写 公 式 中 ， 我 们 把 

断言 (比如 说 我 们 有 某 种 化 学 药品 ) 和 蕴涵 理解 为 : 如 果 有 了 某 个 假设 ,我 们 就 能 得 到 其 结论 。( 因 

此 ，(1) 即 为 MgO A H,—Mg ^ H,0.) 

(b) 把 以 上 化 学 反应 式 写 成 子 名 形式 ， 然 后 组 合成 一 个 PROLOG 程序 。 
(c) 给 出 一 个 ( 树 形 或 线性 的 ) 消解 证 明 ， 说 明 我 们 可 以 得 到 H,C0,。 

4. 将 下 面 的 信息 表述 成 一 个 PROLOG 程序 ， 使 得 如 果 告 诉 你 Jones 已 经 病危 并 且 Smith 已 经 离开 其 身边 ， 
你 能 够 判定 董事 会 是 否 会 宜 布 解散 。 

如 果 Jones 生病 或 者 Smith 外 出 ， 那 么 一 旦 Robinson 醒 来 并 接管 事务 ， 董 事 会 就 宜 布 解散 。 如 果 
Patterson 来 了 ， 他 会 叫 醒 Robinson, 但 只 有 Jones 生病 他 才 会 来 。 另 一 方面 ，Townsend 与 Smith 是 不 可 分 
开 的 ， 如 果 Townsend 离开 了 ，Robinson 将 不 得 不 接管 事务 。 

从 你 的 程序 以 及 上 面 的 条 件 假 设 出 发 ， 给 出 一 个 消解 证 明 ， 来 说 明 董事 会 将 宜 布 解散 。 

5. 将 下 面 的 信息 表述 成 一 个 PROLOG US 

如 果 国 会 出 台 了 条 文 禁令 并 且 总 统 切 实地 实现 ， 那 么 如 果 没 有 贸易 保护 主义 者 和 高 利率 支持 者 的 游 
说 活动 ， 预 算 和 贸易 赤字 都 将 减少 。 公 众 的 强烈 抗议 会 使 国会 出 台 条 文 禁令 并 强迫 总 统 切实 执行 。 如 果 
生产 效率 提高 并 且 美元 继续 贬值 ， 贸 易 保 护 主 义 者 就 会 保持 安静 。( 提 示 : 可 以 先 用 命题 逻辑 表述 ， 然 
后 再 进行 适当 地 转化 。) 

如 何 添 加 PROLOG 子 句 来 反映 如 下 事实 : 公众 对 赤字 怨声载道 ， 国 际 市 场 美元 继续 下 跌 ， 而 生产 效 
率 正在 提高 ? 

如 何 向 PROLOG 程序 发 出 如 下 询问 : 贸易 赤字 是 否 会 减少 ? 

给 出 消解 反 驭 来 说 明 贸 易 赤 字 将 会 减少 。 

6. 对 问题 “? - p. "与 下 面 的 程序 ， 画 这 样 一 棵 SLD 一 树 : 它 利用 标准 选择 规则 (始终 消解 最 左 端的 文字 ) 党 
试 了 所 有 可 能 的 SLD -RR 
p-s,t (1) 


p:~q. (2) 
q. (3) 
qr (4) 


r-w. (5) 
r. (6) 
s. (7) 
U-w. (8) 
如 果 每 次 得 到 “yes "的 回答 我 们 都 输入 一 个 分 号 ， 那 么 PROLOG 编译 器 会 按照 何 种 顺序 搜索 这 棵 树 ? 
它 又 会 给 出 怎样 的 输出 ? 


进一步 阅读 建议 

关于 我 们 在 处 理 序 和 树 时 所 需 的 一 般 集 合 论 背景 ， 参 见 本 书 第 六 章 。 若 要 获得 更 多 关于 
序 、 偏 序 和 树 的 知识 ， 可 以 参考 Birkhoff[ 1973, ，3.8] ， 也 可 以 查阅 参考 文献 [5.2] 所 列 的 任 
何 一 本 关于 逻辑 与 计算 机 科学 的 教材 。 

关于 早期 的 命题 逻辑 ， 参 阅 Boolef 1952，2.3] 以 及 Post[1921, 2.3], 

关于 各 种 相互 可 替换 的 逻辑 形式 ， 参 阅 以 下 文献 的 命题 逻辑 部 分 ， 

表 : Beth[1962, 3.2], Smullyan[ 1968, 3.2] UL Fitting[ 1987, 4.2], 

公理 与 推理 规则 :; Hilbert 和 Ackermann [ 1950, 3.2], Mendelson [ 1964, 3.2] 以 及 
Enderton[ 1972，3.2 ] 。 更 进一步 ， 可 以 参阅 Kleene[1971，3.2]、Monk [1976，3.2] 或 者 
Shoenfield[ 1967, 3.2], 
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消解 : Chang 和 Lee[ 1973, 5.7]. J. A. Robinson [ 1979, 5.2], Lewis 和 Papadimitriou 
[1981, 5.2]U01 K Maier 和 Warren[ 1988, 5.4], 

自然 演绎 : Prawitz[ 1965，3.5] ， 更 进一步 ， 可 以 参阅 Girard [ 1987, 3.5] 和 Girard 等 
[1989, 3.5], 

序列 : Gallier[ 1986, 5.2]. Manaster[ 1975, 3.2], Girard[ 1987, 3.5] 以 及 Girard 等 
[1989, 3.5], 

关于 消解 与 Horn 逻辑 的 有 关 问 题 ， 参 阅 Kowalski[ 1979, 5.4], 

关于 布尔 代数 及 其 与 命题 逻辑 的 联系 ， 参 阅 Halmos[ 1974, 3.8]. Sikorski[ 1969, 3.8] 
或 者 Rasiowa 和 Sikorski[ 1963, 3.8], 

近来 关于 命题 逻辑 的 研究 重新 成 为 热点 ， 这 主要 是 受到 了 不 同 证 明 系 统 的 证 明 复 杂 性 研 
究 的 带动 。Urquhart[ 1995 ，3. 5] 是 这 方面 工作 的 一 个 很 好 的 综述 。 





第 二 章 谓词 逻辑 


第 一 节 ”谓词 和 量词 

谓词 逻辑 涵盖 了 很 多 数学 推理 。 我 们 已 经 对 对 象 所 具有 的 性 质 以 及 对 象 间 的 关系 有 了 直 
观 概 念 。 任 何 这 样 的 性 质 或 者 关系 都 是 谓词 (predicate) 的 例子 。 性 质 和 关系 的 区 别 仅 在 于 谓 
词 中 元 的 个 数 。 一 元 谓词 表示 对 象 的 性 质 ， 二 元 谓词 表示 对 象 二 元 组 之 间 的 关系 ， 一 般 地 ， 
n -元 谓词 表示 对 象 的 nn 一 元 组 之 间 的 关系 。0 -元 谓词 表示 什么 ? 对 该 问题 的 一 个 合理 答案 
E: 它们 是 命题 。 这 里 重点 在 于 ， 它 们 是 不 依赖 于 任何 变 元 的 事实 的 表述 。 因 此 ， 例 如 ， 若 
讨论 自然 数 ， 则 可 以 令 p(x，Y) 表 示 二 元 关系 (谓词 )“x TF y". TERRE T, o3, y) X 
R y 的 性 质 (一 元 谓词 ) "3 小 于 y”， 而 (3，4) 表 示 ( 真 ) 命 题 (0 -元 谓词 ) "3 小 于 4”。 

在 此 讨论 中 x 和 yy 被 当 作 变 元 (variable)， 而 3 和 4 则 被 当 作 常 元 (constant) 。 变 元 很 像 
自然 语言 中 的 名 词 符 号 。 在 下 面 的 约定 下 ， 变 元 的 功能 更 易 理解 : 对 任何 一 个 特定 的 推理 ， 
首先 指定 对 象 的 一 个 非 空 定义 域 。 出 现在 上 述 讨论 中 的 所 有 变 元 的 取 值 遍及 该 定义 域 。 常 元 
表示 该 定义 域 里 对 象 (个 体 ) 的 名 字 。 在 此 约定 下 ，n -元 谓词 可 以 看 作 由 论 域 上 的 n CER HI 
成 的 集合 ， 并 对 这 些 集合 保持 成 立 。 因 此 ， 例 如 ， 一 元 谓词 可 以 看 作 使 得 该 性 质 为 真 的 那些 
元 素 所 组 成 的 定义 域 的 一 个 子 集 。0 -元 谓词 是 指 论 域 上 的 那些 事实 ， 它 在 谓词 逻辑 中 叫做 
语句 ( sentence) 而 非 命题 。 

数学 推理 中 另外 一 个 重要 的 对 象 集合 是 函数 (function) 集 合 。 例 如 ,，A1，2) 可 以 代表 I 
与 2 的 和 。 亢 数 也 有 元 数 ， 它 对 应 着 该 函数 输入 中 的 变 元 个 数 。 自 然 数 的 一 般 加 法 是 二 元 函 
数 ， 乘 法 亦 然 。 但 是 自然 数 的 减法 甚至 不 是 函数 ， 问 题 在 于 两 个 自然 数 的 差 可 能 不 是 自然 
数 。 我 们 要 求 所 考虑 的 函数 的 输出 始终 是 论 域 中 的 元 素 ( 不 过 ， 可 以 根据 需要 任意 改变 论 
域 )。 另 一 方面 ， 并 非 定义 域 中 的 每 个 元 素 都 要 成 为 函数 的 一 个 取 值 。 再 看 一 个 例子 ， 考 虑 
ZEAR gl, y, z) -x .y+z。 这 里 ， 变 元 在 应 数 中 与 其 在 谓词 中 的 作用 类 似 。 和 上 面 
处 理 二 元 关系 9 类似， 从 g 出 发 ， 用 常 元 替换 一 些 变 元 ， 从 而 定义 二 元 函数 和 一 元 函数 
WF: g(1，y，1) 是 一 元 函数 y+1，g(x,，y, ORRE. NEL SUE SE e(1, 1, 0)? 很 
明显 它 是 常 元 1。 因 此， 正如 把 命题 看 作 0 -元 谓词 一 样 ， 可 以 把 常 元 看 作 0 -元 函数 。 常 
元 不 依赖 于 任何 输入 ， 仅 表示 论 域 中 的 元 素 。 更 一 般 地 ， 把 所 有 由 函数 符号 、 常 元 以 及 
变 元 生成 的 符号 ， 例 如 f(x，g(y,，Y) ) ， 叫 做 项 (term) 。 我 们 认为 项 取 遍 论 域 (或 者 可 能 
只 是 论 域 的 某 个 子 集 ， 即 通常 所 说 的 函数 值 域 ) 。 

和 命题 的 情形 一 样 ， 可 以 用 真 值 函 数 联 结 词 从 简单 谓词 出 发 构造 复合 谓词 。 例 如 ， 
p(x，Y) 仍 表示 关系 “x 小 于 y”， MY, ERRA ERY”, 那么 (g(x, y) ^x, y)) 
就 是 一 个 新 的 二 元 谓词 ， 并 且 含 义 明确 。 除 了 真 值 消 数 联 结 词 外 ， 谓词 逻辑 还 用 到 了 另外 两 
个 谓词 构造 符 : 

(i) 全 称 量词 (universal quantifier)“ YV”, EHM WHA”. 

(ii) 存 在 量词 (existential quantifier)“ 3”, #jf8 “FE”. 
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fi) 1.1 
(i) & iE BS EL ACCEN, Sola, y) GR x «y^, f(x, y) ZR JUS ety, m 
a, b, cA BIER O, 1, 2 的 常 元 : 
(a)((3x)p(x*，7y)) 是 y 的 一 元 谓词 ， 即 存在 一 个 自然 数 小 于 7y。 它 等 价 于 “7y 不 
为 0”。 语 句 (( Yx)(( yel, 7Y))) 为 真 (0 -元 谓词 ) ， 即 对 任何 自然 数 x, 
存在 自然 数 y 大 于 x. 
(b) Veel, f(x, 6b))) 是 指 对 每 一 个 x*，x «x +1， 即 每 个 自然 数 都 小 于 其 后 
继 。gp(y, fly, y) ) 也 是 y 的 一 元 谓词 ， 即 y «y +y。 这 个 谓词 也 等 价 于 “y 不 为 0”。 
(二 ) 令 论 域 为 有 理 数 集 Q@。 仍 用 ols, y) RAR a<y, f(x，Y) 表 示 加 法 (x +y), g(x, y) 
表示 除法 (x y), Ma, b, c 分 别 为 表示 0，1，2 的 常 元 。 
(a) 三 元 谓词 (g(x, y)^ p(y, z) ) 是 指 x*<y 自 y<z。 
(b) 二 元 谓词 (( 33) Cols, y)^ p(y，z))) 是 指 x% 与 z 之 间 存 在 一 个 有 理 数 。 一 元 
WC Va) Cel, 2z) 一 (( dy) (p(x, y)^ eCy, 2) ) BOR z 的 性 质 ， 即 对 任意 
x， 如 果 x 小 于 z， 那 么 它们 之 间 存 在 一 个 有 理 数 。 
(c) 语 旬 (( Vx)((Vy) Cela, x) 5 Cox, aC, y), 00^ pl(g(f(x, y), e), 


7) DOES x, y, HUE oy, BAe <A cy, 


(d) 一 元 谓词 g(y, fly, y) ) 是 指 y<y+y。 但 是 要 注意 ， 在 此 论 域内 该 谓词 等 价 于 
y 为 正 。 





第 二 节 ”语言 :项 和 公式 


本 节 首 先 给 出 一 种 适合 于 谓词 逻辑 语言 的 形式 定义 ， 然 后 选择 那些 我 们 认为 有 意义 的 
“好 ”的 字符 串 ， 归 纳 定 义 出 谓词 还 辑 公式 。 

定义 2,1 语言 (language)L 是 由 下 列 各 种 基本 符号 组 成 的 : 

(i) €t: By y, Z, V. Xo, Xis 77. Yos Viv 75 …( 无 穷 集合 )。 

(ii) FA: c, d, e, d, “(HKRPRAMRHEERS), 

(iii) RHI: A, 2, v, —, e. 

(iv) 量词 V, 3。 

(v) 谓 词 符号 : P, Q, R, Pi, P, ，…( 对 每 个 元 数 由 =1，2，…， 由 其 相应 的 成 员 构 成 的 
某 个 集合 。 语 言 中 至 少 要 存在 一 个 谓词 符号 ， 但 对 每 个 元 数 ， 谓 词 符号 的 数目 没有 限制 ) 。 

(vi) BRAS: f, g, h, fo. fis ts Boo CMRP AR n=l, 2, s, 8 XR S 8X 
员 构 成 的 任意 集合 。0 -元 函数 符号 就 是 (ji) 中 约定 的 常 元 。 常 元 符号 的 集合 可 能 为 空 、 有 穷 
或 无 穷 ) 。 

(vi) 标点 符号 ; 过 号 “,” 以 及 左右 括号 “(” 和 “)”。 

注意 ， 我 们 不 再 有 命题 字母 (应 看 作 0 -元 谓词 ) ， 它 们 在 谓词 逻辑 中 已 不 必要 。 真 ( 假 ) 
命题 可 以 被 始终 为 真 ( 假 ) 的 语句 所 替代 ， 例 如 wa v -~-a(a 人 ^~a)。( 定 理 4.8 指出 ， 命 题 逻辑 
RIVA BRE EE REGE ) 

在 定义 语言 C 中 的 公式 之 前 ， 先 定义 上 中 的 项 ， 即 用 来 表示 论 域 中 元 素 的 那些 符号 。 本 
节 采 用 归纳 定义 。( 喜 欢 运 用 形成 树 方法 的 读者 可 以 跳 过 这 里 的 传统 语法 定义 ， 直 接 到 下 一 
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节 ， 将 那里 的 表述 当 作 定义 ， 并 忽略 两 种 定义 之 间 的 等 价 性 证 明 。) 

定义 2.2 项 (term) 

(i) FEE EAL AR 

(ii) 所 有 常 元 特 号 都 是 项 。 

(iii) wR Rn-ABKH (nz1, 2, -) Rt, co, t XR, MBA S(t, or, i) 也 
是 项 。 

定义 2.3 不 会 变 元 的 项 叫做 无 变 元 项 (variable-free term ) 或 基本 项 (ground term), 

基本 项 是 论 域 中 特殊 命名 的 元 素 ， 是 常 元 以 及 通过 对 常 元 应 用 定义 2.2( 证 ) 中 的 函数 符 
号 而 得 到 的 那些 项 。 

公式 定义 的 基本 情形 如 下 : 

定义 2.4 原子 公式 (atomic formula) HB R(t, +, t) 89 Ek A, i E RE n—x 
MAAF, th, e, p 是 项 。 

现在 给 出 公式 完整 的 归纳 定义 。 

定义 2.5 公式 (formula) 

(i) 每 个 原子 公式 都 是 公式 。 

《ii) 如 果 o, BRAK, 那么 (a ^B), (aoB), (aoB), (5a) fe(oa v B) HEX, 

(i) v X XUL, a 是 公式 ， 那 么 (( 9)a) 和 (( Vv)a) 也 是 公式 。 

定义 2.6 

(i) 公 式 e 的 子 公式 (subformula) 是 9g 中 的 一 段 连续 符号 序列 ， 且 其 自身 是 公式 。 

(ii) 变 元 "的 某 个 出 现在 公式 中 是 约束 的 (bound) , de X AE p 的 一 个 子 公式 峭 ， 它 
包含 ! 的 这 次 出 现 并 以 ((Vz) 或 ((32) 为 开端 。( 根 据 这 个 定义 ，Vzy A do 中 的 也 是 约束 
的 。)v 的 某 个 出 现在 公式 o 中 是 自由 的 (free) ， 如 果 它 不 是 约束 的 。 

(iii) Rtv o 中 自由 出 现 (occur free) ， 如 果 它 在 9 中 至 少 有 一 个 出 现 是 自由 的 。 

(iv) 谓 词 远 辑 中 的 语句 是 指 任何 变 元 在 其 中 均 无 自由 出 现 的 公式 ， 即 每 一 个 变 元 的 所 有 
出 现在 其 中 都 是 约束 的 。 

(v) 开 公式 (open formula) 是 指 不 带 量 词 的 公式 。 

语句 的 定义 包含 了 如 下 思想 : 每 个 语句 对 应 一 个 具有 唯一 国定 含义 和 真 值 的 公式 。 注 
意 ， 要 生成 元 数 大 于 0 的 谓词 ， 唯 一 的 方法 就 是 使 用 变 元 。 变 元 总 是 伴随 着 量词 出 更， 具体 
来 说 ， 它 们 仅 出 现在 下 面 两 种 表述 中 :“ 存 在 一 个 *， 使 得 …… "或 者 “对 所 有 %，…… 为 
真 ” 。 下 面 定义 的 主要 思想 是 用 一 些 项 来 替换 变 元 ， 从 而 生成 可 能 具有 更 小 元 数 的 谓词 ( 与 
第 一 节 中 的 做 法 相同 ) 。 

定义 2.7 (substitution, RR WL, instantiation) ”如果 gp 4AA, v X E, A 
op(z) 来 表示 1 在 pp 中 自由 出 现 这 一 事实 。 如 果 上 是 项 ， 则 gp(i) (更 准确 地 ，g(v/i) ) 是 将 vo 
在 g 中 的 所 有 自由 出 现 替 换 成 上 所 得 到 的 结果 。 我 们 把 p(t) Ko 的 实例 (instance)。 如 果 
e(t) R & B dp EGG, MARZA — 的 基本 实例 (ground instance) 。 

在 做 替换 时 ， 有 一 个 地 方 必须 注意 。 

定义 2.8 假设 项 1 包含 某 个 变 元 x( 必 须 在 t 中 自由 ) 的 一 个 出 现 。 我们 说 对 pg(v) 中 的 
Hwee tv, t ÆR (substitutable), wR t 中 % 的 所 有 出 现 都 在 p(v/i) 中 保持 自由 。 

注意 ， 基 本 项 对 任何 自由 变 元 都 是 可 替换 的 。 如 果 ( 带 变 元 的 ) 项 上 在 p 中 是 不 可 替换 
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的 ， 那 么 通过 定义 公式 语义 ， 会 更 加 清楚 地 看 到 用 t 进行 替换 所 引发 的 问题 。 我 们 来 看 两 个 
例子 。 

例 2.9 

(i) 首 先 考 虑 一 元 谓词 Ww(y) =((3x)p(x*，7y) )， 这 里 的 记号 表示 与 例 1.1(i) 相 同 。 毫 
无 疑问 ， 用 z 或 2 RR Sw, w) KER y, 431881 Ax)e(s, z))，(( 3x)p(x,，2)) 和 
((x)p(x，f(w， ww) ))。 这 些 公 式 是 说 z,， 2 和 w+w 不 为 0， 正 如 我 们 的 期 望 。 然 而 ， 如 
RAS, KER y, BARZA 3x)gp(x，f(x，x)))。 该 公式 关于 x 和 x+x 什么 也 
没 说 ， 它 仅 是 一 个 真 语句 ， 断 言 存在 某 个 x， 使 得 x <x +x。 

(i) FHS RAR ION I 的 整数 集 ZB 上 的 语言 。 一 元 函数 符号 s 表示 后 继 ， 谓 词 
A(x，y，z) 意 指 x+y=z。 $ gp 是 在 Z 中 为 真 的 语句 Vx 3y4(*，y7，0)。 作 为 一 个 真 的 全 称 
TA. e 应 该 对 任何 对 象 为 真 。 事 实 上 ， 任 何 符合 定义 的 替换 都 会 生成 一 个 在 Z 中 永 真 的 公 
式 。 另 一 方面 ， 如 果 违 反 可 替换 性 的 定义 ， 用 s(y) 来 替换 x， 那 么 就 会 得 到 Vx 3y4(s(y)， 
y, 0), EEZPAB. 

例 2. 10 

G)y 在 公式 (( Vx)R(x,y) ) 中 自由 出 现 ， 而 x 则 不 然 。 公 式 (( jy)((Vx)R(x, y))) 
没有 自由 变 元 ， 它 是 一 个 语句 。 

(ii) 一 个 变 元 在 一 个 公式 中 可 以 同时 有 自由 出 现 和 约束 出 现 ， 例 如 ， 公 式 (((Vx)R(x， 
y))v((3y)RCxs，y))) 中 的 x fl y, 

Cii) mR olx) Æ(((CIyY)R(x, y))a ((Vz)~0(x, z))), t=flw, u), BA p(t) = 
pl x/t) ÆCCIYRS Cw, u), y))^ CCV2) SQCQKGv, u), z))). (ARM g(x) PI x, 项 
gG, s(y) ) 不 是 可 替换 的 。 

在 本 节 习 题 之 后 ， 做 替换 时 通常 省 去 公式 中 的 括号 以 增强 可 读 性 。 例 如 ， 把 
(( 3x)g(x) ) 写 成 3sp(x)。 不 过 ， 在 进一步 研究 之 前 ， 我 们 先 来 证 明 项 或 公式 的 读 取 无 
E X. 

命题 2.11 如 果 项 s 是 项 1 的 初始 段 ， 即 sC t, MAs=t, 

证 明 ”如果 是 变 元 或 常 元 符号 ， 那 么 此 命题 是 显然 的 。 否 则 ，;s 必 是 f(s, ，…，s, ) 的 
形式 ， 因 此 s 的 长 度 至 少 为 2。 现 在 ， 如 果 s ;， 那么 ;是 1 的 真 初始 段 ， 即 sCt， 而 这 与 习 
题 6 所 证 明 的 括号 性 质 相 矛盾 。 口 

定理 2. 12( 项 的 唯一 可 读 性 ) 每 个 项 s， 或 者 是 变 元 符号 ， 或 者 是 常 元 符号 ， 或 者 形 如 
Sss es s), RES, n AAs (sisng ARZA. 

TEAR 如果 s 既 非 变 元 也 非常 元 符号 ， 那 么 根据 项 的 定义 ， 它 形 如 As, ，…，s,)。 如 果 
它 同时 具有 形式 g(t,，…，t,)， 那 么 显然 f=g， 从 而 n=m。 更 进一步 ,显然 有 s Ct, 或 者 
ti Cs1。 根据 命题 2.11， 两 种 情形 下 均 有 s =t。 现 在 可 以 采用 同样 的 办 法 依次 得 到 s, = 
(in) ,从 而 唯一 性 得 证 。 口 

命题 2.13 如 果 公 式 ac 是 公式 y 的 初始 段 ， 即 aCy， 那 么 =Yy。 

证 明 显然 ,每 个 公式 的 长 度 都 至 少 为 2， 因 此 ， 如 果 a 是 y 的 真 初始 段 ， 那 么 它 就 与 
习题 9 所 证 明 的 括号 性 质 相 矛盾 。 口 

定理 2. 14( 公 式 的 唯一 可 读 性 ) 每 个 公式 由 有 具有 下 列 形式 之 一 : 原子 公式 ( 即 形 如 
R(t, cn, t) ,RR 为 n -元 谓词 符号 ,ti ，…， t, AA), (a^ B), (a8), (ap), Coa), 
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(avB),，((3v)a) 或 者 (( Vv)a)( 这 里 a, BRAX, v 是 变 元 ) 。 此 外 , y dix em x 
MK“ KR” CREAR y PHR, nn 和 t(1lg in) VA y HERETER FHAR, B 
和 变 元 0) 是 唯一 确定 的 。 

证 明 根据 公式 的 定义 易 知 ，y 必 是 这 些 形式 之 一 。 如 果 它 是 原子 公式 ， 那 么 它 不 可 能 
同时 具有 其 他 形式 ， 因 为 其 他 所 有 形式 都 是 以 左 括号 开始 ， 而 原子 公式 则 不 然 。 为 了 说 明 唯 
一 性 ， 假 设 y 同 时 具有 形式 R(t ，…, t,)AP(s,, os. s), BR, R=P， 从 而 n=m。 因 
IC t Cs, 或 者 s, Cn, 根据 命题 2.11， 可 以 得 到 t=s,。 同 理 可 以 证 明 ， 对 每 个 imn 都 有 
t; =s, EHEHE. WE y 不 是 原子 公式 ， 那 么 它 必 是 其 余 形 式 之 一 。 例 如 ,假设 水 具有 
形式 (w^B) 。 如 果 它 同时 具有 形式 (7 一 5) ，(y+*5) 或 (7 v s), BAacyRyCa, 与 命 
题 2. 13 相 有 矛盾。 如 果 峭 同时 具有 形式 (-7)，((3*)7y) 或 (( Vv)y)， 则 与 习题 7 AP. 
为 了 说 明 东 的 "分支 " 的 唯一 性 ， 假 设 少 同时 具有 形式 (y^ 56)。 显 然 , aeSEy 或 者 yYGE o, A 
此 ， 由 命题 2. 13 可 知 a =y。 同 理 可 以 推出 8 = 5。 

关于 由 的 其 他 形式 ， 推 理 过 程 与 此 相似 ， 留 作 习 题 10。 口 
习题 
对 于 习题 1 ~5， 按 照 定 义 2. 1 指定 所 用 语言 。 

1. 下 面 哪些 是 项 ? 
a)x 
b) xy 
c)e 
d) P(e) 
e) f(x, d) 
f) (Wx) (RC(c)) 
g) gc, fly, z)) 
h) g(R, d) 
2. 下 面 哪些 公式 是 按照 定义 2.5 完整 写 出 来 的 ? 
a) f(x, c) 
b) R(e, f(d, z)) 
e) (dy) (P(e)) 
d) Vx(P(x)) 
e) (~ RG, f(w)) 
f) (C33) CCCVPGO ) R(x, y))) 
3. 对 习题 2 中 的 每 个 公式 ， 写 出 其 所 有 子 公式 。 
4. 对 习题 3 中 的 每 一 个 子 公式 ， 哪 些 变 元 的 出 现 是 自由 的 ? 哪些 是 约束 的 ? 
5. 根据 可 替换 的 定义 ， 下 面 哪 些 替 换 是 允许 的 ? 
a) z/f(z, y), (( 437y)(P(y)A R(x, z))) 
b) x/e(f(z, y), a), ((( 3x)(P(x)A R(x, y)))—>P(x)) 
e) x/g(flz, y), a), (CAs) (P(s)a R(x, y))) 
d) «/g(a, b), (C3y) (R(Ca, x)a P(y))) 
6. 证 明 : 每 个 项 中 的 左右 括号 数目 根 等。 更 进一步 ， 对 项 # 的 每 个 真 初始 侦 ， 其 左 括号 至 少 和 右 括号 一 样 
多 ， 并 且 如 果 初 始 段 的 长 度 不 小 于 2， 那 么 它 的 左 括号 多 于 右 括号 。 
7. WEBB: REEN, 3, V, 3 或 (Y 开 始 的 公式 。 
8. 证 明 ; 每 个 公式 的 左右 括号 数 都 相等 。 
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9. 证 明 : 对 一 个 公式 的 每 个 真 初始 段 ， 其 左 括号 至 少 和 右 插 号 一 样 多 ， 并 且 如 果 初 始 段 的 长 度 不 小 于 2， 
那么 它 的 左 括号 多 于 右 括号 。 
10. 验证 定理 2. 14 的 其 余 情 形 。 


第 三 节 有形 成桂、 结构 和 列表 


和 在 命题 定义 时 一 样 ， 形 成 树 表示 法 使 得 公式 的 形成 规则 更 明晰 ， 并 且 使 得 诸如 “出 


现 " 这 样 的 术语 更 精确 。 大 多 数 PROLOG 程序 设计 教材 都 喜欢 采用 该 表示 法 。 我 们 仍然 从 项 
的 定义 开始 。 


定义 3.1 
(i) 项 形成 树 (term formation tree) 是 有 序 且 有 穷 分 叉 的 标签 树 TY， 树 上 的 标签 满足 以 下 
$4. 
(1) 了 的 叶子 标签 是 变 元 或 常 元 符号 。 
(2) 了 的 每 个 非 叶 节点 的 标签 是 形 如 成语 ，…， tL) HR, 
(3) 著 了 T 了 的 节点 标签 为 形 如 f(t1，…，t,) 的 项 ， 则 该 节点 在 树 中 恰好 有 nn 个 直接 后 


继 。 它 们 的 标签 ( 按 字典 序 排 ) 依 次 为 1 ，…，t,。 
(ii) 一 棵 项 形成 树 对 应 ( associated with) 一 个 项 ， 该 项 标识 了 形成 树 的 根 节 点 。 


例 3.2 SHA fc, glx, y)), hU(d, z), ，g(c，c) ，w) 相 对 应 的 项 形成 树 ， 如 图 24 
所 示 。 


Keg» 根 h(f(d.z.g(ca)w) 根 


€ 8y) fld,z) g(c.a) 


P4 
M 
M4 


命题 3.3 每 个 项 t 有 唯一 一 个 与 之 对 应 的 形成 树 。 
证 明 和 本 节 其 他 结论 的 证 明 一 样 ， 本 命题 的 证 明 是 归纳 法 的 一 个 简单 习题 ， 如 第 一 章 


定理 2.4。 我 们 把 本 节 的 所 有 证 明 都 留 作 习题 。 本 命题 的 证 明 留 作 习题 4。 口 
命题 3.4 基本 项 是 指 那些 对 应 形成 树 的 所 有 叶 节 点 都 不 会 变 元 的 项 。 
证 明 留 作 习题 5。 口 
原子 公式 处 理 如 下 ; 
定义 3.5 


(i) 原 子 公式 辅助 形成 树 (atomic formula auxiliary formation tree) 是 有 序 且 有 穷 分 又 的 深度 
为 1 的 标签 树 了 ， 它 的 根 节点 被 一 个 原子 公式 所 标识 。 如 果 这 样 一 棵 树 的 根 节点 被 一 个 于 一 
元 关系 R(t ，…， MRR, WACA n ERER, 依次 被 标识 为 H, e, bo 

GD ATARE Ap (atomic formula formation tree) 是 通过 如 下 过 程 得 到 的 有 了 序 且 有 穷 分 
又 的 标签 树 : 对 辅助 树 上 的 每 个 标签 为 1 的 叶子 ,添加 项 ti 所 对 应 的 形成 树 除根 以 外 的 部 分 
到 该 叶子 。 这 样 的 一 棵 树 对 应 一 个 原子 公式 ， 此 原子 公式 标识 了 形成 树 的 根 节点 。 

例 3.6 图 25 给 出 了 公式 RC(c, f(x, y), gla, z, wv) ) 所 对 应 的 形成 树 。 
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Reef Gy)» g(azw)) 根 
M fo») g(a,zw) 
[AN / | 
x y a zZ w 
25 


命题 3.7 每 个 原子 公式 都 对 应 唯一 的 形成 树 。 


WEBH 留 作 习题 6。 口 
定义 3.8 
(i) 3C BB Rb TE ELI (formula auxiliary formation tree) 是 有 序 的 二 又 标签 树 T， 且 满足 下 列 
条 件 : 
(1) 了 的 叶子 由 原子 公式 标识 。 


(2) 如 果 g 是 了 的 一 个 非 叶 节 点 ， 且 有 一 个 直接 后 继 gg 和 人 0 由 公式 gp 所 标识 ， 那 么 
对 某 个 变 元 0， o Hig, Wwe A Vvo 所 标识 。 
(3) 如 果 非 叶 节 点 g 有 两 个 直接 后 继 og 和 人 0 和 og 入 1, JABAR o fy MERR, A 
Zohan, evi, p X per HIER. 
(ii) ARIE MB (formula formation tree) 是 通过 如 下 过 程 得 到 的 有 序 标签 树 : 对 辅助 树 上 
的 每 个 由 原子 公式 标识 的 叶子 ， 添 加 原子 公式 所 对 应 的 形成 树 除 根 以 外 的 部 分 到 该 叶子 。 每 
哥 这 样 的 树 对 应 一 个 原子 公式 ， 此 原子 公式 标识 了 形成 树 的 根 节点 。 
(iii) 公式 的 深度 (depth of a formula) 是 指 其 所 对 应 的 辅助 形成 树 的 深度 。 
例 3.9 图 26 给 出 了 公式 xR(e, f(x, y), g(a, z, w))^ VyR(e, f(x, y), gla, z, 
w) ) 所 对 应 的 形成 树 。 


3xR(c, flx,y), g(a, ZW) AW yR(c, f(x. y), gla, zw) 


3xR(c, f(x, y), gla, z,w)) WIRE, f Gy), gla, z,w)) 
Ric. fG y). gla, EN RC, f,Y), gla, z.w)) 


c foy) gla, Zw) c SY) ga, z,w) 


PN PPS PN PP 


x y y a z 
图 26 


命题 3. 10 每 个 公式 都 对 应 唯一 的 (辅助 ) 形成 树 。 

WB] 留 作 习题 7。 Li 

形式 上 ， 我 们 仍然 把 下 面 关于 公式 、 子 公式 以 及 变 元 的 出 现 等 概念 看 作 与 上 一 节 中 相应 
的 概念 等 价 。 事 实 上 ， 上 一 节 的 定义 可 以 用 这 里 的 定义 替代 。 

命题 3.11 公式 p 的 子 公式 分 别 是 与 p 对 应 的 辅助 形成 树 上 各 节点 的 标签 。 

命题 3. 12 

(DAAC 中 变 元 "的 所 有 出 现 与 p HURMLBEA 的 叶子 一 一 对 应 。( 这 种 对 应 是 
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指 p 中心 的 出 现 的 印刷 序 ， 与 ?所 标识 的 叶 节 点 在 形成 树 上 的 左右 序 对 应 。) 我 们 也 可 以 把 某 
个 以 2 为 标签 的 叶子 当 作 vv 在 9 中 的 一 个 出 现 。 

(ii) 变 元 "在 p 中 的 一 个 出 现 是 约束 的 ， 如 果 存 在 一 个 以 ((Va) 或 (( 3v) 开 始 的 公式 
Y, Eo 中 履 所 标识 的 叶子 之 上 的 那个 节点 的 标签 。 

命题 3. 13 如 果 g 是 公式 , v 是 变 元 ， 那 么 公式 p(wv/t) 对 应 了 如 下 形成 树 : 用 1 对 应 的 
形成 树 来 替换 p(v) 的 形成 树 上 以 v 的 自由 出 现 作 标签 的 所 有 叶 节 点 ， 然 后 对 p(w) 的 形成 树 
上 其 他 节点 作 相 应 的 变动 。 

命题 3.14 对 9p(z) 中 的 ww， 项 上 是 可 替换 的 ， 如 果 上 中 的 所 有 出 现在 (ti) 中 保持 自 
由 ， 即 对 上 的 形成 树 上 以 二 的 自由 出 现 作 标签 的 所 有 时节 点 ， 在 命题 3.9 所 述 的 有 x 出 现 的 
各 子 公式 中 ，Y 保持 自由 。 

以 上 命题 的 证 明 分 别 留 作 习题 7 ~11。 

注意 ， 除 了 在 字母 表 中 规定 的 函数 符号 和 谓词 符号 的 差别 ， 项 和 原子 公式 对 应 的 形成 树 
可 视 为 相同 。 两 者 的 叶 节点 都 由 常 元 或 变 元 标识 ， 而 其 余 节 点 的 标签 是 由 -元 符号 作用 到 
其 直接 后 继 的 标签 得 到 的 。PROLOG 的 标准 执行 ， 乃 至 其 他 各 种 程序 设计 教材 ， 实 质 上 并 未 
考虑 两 种 符号 的 字母 差别 。 项 和 原子 公式 放 在 一 起 ， 叫 做 结构 (structure) 。 因 此 ， 可 以 得 到 
一 个 语法 上 可 以 接受 的 PROLOG 子 句 ， 例 如 "reading (john ，reading(jack，listl ) )”。 该 子 句 
可 以 用 英文 表述 如 下 : John is reading Jack's first reading list, iX Ẹ “reading” BE E A il 8] K f 
述 是 谁 在 阅读 什么 ， 同 时 又 作为 函数 给 出 了 阅读 条 目 。 不 过 在 一 般 情 况 下 ， 很 难保 证 这 样 的 
混合 使 用 是 相 容 的 。 下 一 节 会 给 出 谓词 逻辑 的 标准 语义 ， 它 只 在 承认 函数 符号 与 谓词 符号 有 
差异 的 条 件 下 有 意义 。 由 寺 该 条 件 是 PROLOG 理论 分 析 ( 例 如 ， 可 靠 性 和 完全 性 分 析 ) 的 基 
础 ， 并 且 没 有 证 据 表明 采用 这 种 混淆 是 必要 的 ， 因 此 ， 仍 假设 函数 符号 与 谓词 符号 的 字母 表 
是 不 同 的 (至 少 在 某 个 特殊 的 程序 或 应 用 中 )。 

例 3.15 作为 典型 的 PROLOG 结构 的 一 个 例子 ， 我 们 简要 考察 配对 函数 (pairing 
function)“.”， 它 是 最 重要 的 函数 符号 (或 算 子 ) 之 一 。.(a，,5) 表 示 第 一 个 元 素 为 a、 第 二 个 
TRA b 的 有 序 对 。 通 过 重复 应 用 配对 函数 ， 可 以 构造 任意 的 列表 。 具 体 地 说 ， 算 子 “. "在 
PROLOG 中 只 能 应 用 到 这 样 的 有 序 对 上 ， 即 有 序 对 的 第 二 个 元 素 已 经 是 一 个 列表 (有 序 对 的 第 
一 个 元 素 可 以 任 取 ) 。 在 整个 过 程 的 开始 ，PROLOG 用 常 元 符号 [ ] 表示 空 列表 (不 含 任何 元 
素 ) 。 于 是 仅 含 元 素 1 的 列表 就 记 为 .(8，[ ])， 从 而 有 序 对 (a, 4) 被 执行 为 .(a, .(b,，[ ]))。 
由 于 这 种 记 法 烦琐 ， 因 此 也 可 以 采用 下 述 办 法 来 表示 PROLOG 中 的 列表 : 把 列表 中 的 元 素 
按 顺序 放 进 方 插 号 内 ， 它 们 之 间 用 逗号 隔 开 。 因 此 ，[a，5，c，d] 就 表示 由 元 素 a, b, c, 
d 按 顺 序 排 成 的 列表 。 对 于 配对 的 迭代 应 用 (约定 以 空 列表 结尾 )， 这 种 记 法 相当 简洁 。 例 
如 ,把 .(a, .(b, (c, (d, []))) RAM, b, c<，d]。 图 27 给 出 了 它 的 形成 树 。 

列表 [a,，56,，c，dj 也 可 记 为 [al [5, c, d]]. EZ" I “是 函数 符号 “在 列表 结合 下 的 另 
一 种 表示 。[X1 了 ] 表 示 这 样 的 列表 : 首 元 素 为 了 ， 其 后 是 列表 了 的 所 有 元 素 ， 按 照 了 中 顺序 
排列 。 在 这 种 记 法 下 ， 新 列表 的 首 元 素 ， 即 互 ， 叫 做 列表 [T_T 了] 的 头 ; 剩余 元 素 构成 的 列表 ， 
Bp Y, mU. 

AR b 不 是 一 个 列表 ， SEAGEEGES[alb]mÉ.(a, 65) 这 样 的 记 法 ， 因 为 我 们 通常 递归 
地 定义 这 种 列表 。 递 归 的 起 始点 一 般 是 空 列 表 [ ] 。 因 此 ， 如 果 ,“ 不 是 一 个 列表 ， 对 于 输入 
(aa，b) ， 递 归 定 义 得 到 的 函数 永远 不 可 能 被 计算 到 。 在 定义 了 谓词 逻辑 与 PROLOG 的 语义 
之 后 ， 在 第 五 节 将 继续 讨论 相关 的 例子 以 及 对 递归 定义 进行 解释 。 
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习题 
l. 画 出 下 列 项 对 应 的 形成 树 : 
a)c 
b) f(x, d) 


c) gCf(x, d), c) 
d) hy, g(z, flflc, d), glx, z)))) 
2. 画 出 下 列 公 式 对 应 的 形成 树 : 
a) R(c, d) 
b) R(f(x, y), d) 
c) R(e, d)^ RCf(x, y), d) 
d) dy Vz(R(x, fle, d)) v SPCRC D) 
e) Vz( RCg(x, z, z)) 9P(y)) ^ PC2) 
.指出 在 习题 2 的 树 中 ， 哪 些 叶 子 是 变 元 的 自由 出 现 。 
. 证 明 命题 3.3。( 提 示 : 利用 定理 2. 12。) 
. 证 明 命题 3.4。 
. 证 明 命 题 3.7。( 提 示 : 利用 定理 2.14。) 
证 明 命题 3. 10。( 提示: 利用 定理 2. 14.) 
. 证 明 命题 3. 11。 
. 证 明 命题 3. 12, 
10. 证 明 命题 3. 13。 
11. 证 明 命 题 3. 14。 
12. 证 明 : 在 谓词 逻辑 语言 C 中 ， 每 个 项 :的 长 度 都 大 于 等 于 其 所 对 应 形成 树 的 深度 。 
13. 证 明 : 在 谓词 逻辑 中 ， 每 个 公式 o 的 长 度 都 严格 大 于 其 所 对 应 形成 树 的 深度 。 


Rat 语义 : 含义 与 真 值 


谓词 逻辑 的 语言 C 由 其 谓词 (或 关系 ) 符 号 及 函数 符号 指定 。 一 种 语言 可 能 有 多 种 解释 ， 
不 同 的 解释 对 应 不 同 的 语 境 或 论 域 。 因 此 ， 只 含 一 个 二 元 谓词 P(*，y) 的 语言 可 以 具体 地 看 
作 下 列 情形 之 一 : 

1) 自然 数 集 N， 带 有 < 。 

2) 有 理 数 集 Q@， 带 有 <。 

3) 整 数 集 Z， 带 有 > 。 


Cert ^ ^ Ro 
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或 者 其 他 多 种 可 能 之 一 。 例 如 ， 如 果 增 加 一 个 二 元 函数 符号 Kx，7y)， 那 么 可 以 把 /看 作 是 
各 自 定义 域 上 的 x.y, x -7 或 maxtx，y} 。 为 了 解释 语言 ， 我 们 必须 指定 一 个 论 域 ， 同 时 
赋予 谓词 符号 与 函数 符号 一 定 的 含义 。 

定义 4.1 语言 C 的 一 个 结构 (structure).4 由 四 部 分 组 成 ， 它 们 分 别 为 :一 个 非 空 定义 域 
A; 对 C 中 每 个 半 - 元 谓词 符号 尺 ，4 中 活 - 元 组 (al ，…，a,) 上 的 实际 谓词 ( 即 关 系 )R4 的 一 
个 指派 ; 对 人 中 每 个 常 元 符号 c<，A 中 元 素 c^ 的 一 个 指派 ; URGED ARAS n GRECE f, 
A. A" 8| A d — 4 n —G dX f^. 

对 于 上 面 提 到 的 几 种 只 含 一 个 二 元 谓词 的 语言 ， 我 们 分 别 以 NM， 或 Z 为 定义 域 来 指定 
相应 的 结构 。 二 元 谓词 的 解释 PA 分 别 为 <，< 和 >。 如 果 增 加 二 元 函数 符号 f/， 那 么 必须 
在 每 种 情形 下 ， 分 别 指定 一 个 二 元 函数 S 来 解释 它 。 在 上 述 每 个 例子 中 ， 函 数 都 可 以 选取 : 
乘法 、 减 法 或 最 大 值 。 

现在 ,我 们 着 手 在 结构 A 下 解释 中 的 公式 ， 即 对 L 中 的 每 个 基本 项 ， 指 出 它 命名 了 论 
域 4 中 的 哪个 元 素 。 

定义 4.2( 基 本 项 的 解释 ) 

(i) 每 个 常 元 项 c 命名 (name) 元 束 c^, 

(ü)de XC OR, oe, t 分 别 命名 4 PHAR, oo, tf, Bf CU And 
数 符号 ， 那 么 项 f(t ，…， i,) 命 名 了 A 0 «c f, os n)^ Sf P, os, t4) GE X, 
fXAXE8U—AA^n-—-CGÉK, i, IX ATHE, Bf) Los, IOXERERAG 
的 一 个 元 素 。) 

继续 上 面 的 例子 ， 考 虑 添加 常 元 c 和 4d 到 语言 中 ， 并 将 它们 分 别 指派 给 结构 中 的 元 素 c^ 
fü d“ 如 下 : 

1)c* 0; d^z1, 

2)c^ 2172; d^ 22/3, 

3)c^ 20; d^ = -2, 
假设 /在 上 面 三 个 结构 中 都 被 解释 为 乘法 ， 那 么 基本 项 /(c,，d) 与 fd，f(d，d)) 命 名 结构 
中 的 元 素 如 下 : 

1) (e, d))* 20, (Fd, f(d, d)))*=1, 

2) (fe, d))^ 21/3; (f(d, f(d, d)))* 2827, 

3) (fle, d))^ 20; (f(d, Kd, d)))* = -8。 

对 语言 £ 的 结构 4， 车 有 基本 项 来 命名 4 中 的 每 一 个 元 素 a， 那么 处 理 结构 A 就 很 方便 。 
如 果 在 给 定 的 语言 C 的 结构 .4 中 ， 并 非 定义 域 中 的 每 个 元 素 都 能 由 一 个 基本 项 所 命名 ， 那 么 
我 们 扩充 (expand)C 如 下 : 对 每 个 cs4， 添 加 新 的 常 元 c。 到 L 中 ， 得 到 语言 4， 然后 再 把 
新 添 的 常 元 解释 为 cf =a， 从 而 得 到 L“ 的 一 个 结构 扩充 了 A。 因 此 在 C* 中 ,定义 域 4 中 的 每 
一 个 元 素 都 由 一 个 常 元 命名 。 注 意 ， 通 过 这 个 办 法 ，L 的 每 一 个 结构 A 都 变 成 了 L“ 的 一 个 结 
A, HAMAR Bc, 那么 C“ 的 每 一 个 结构 都 是 的 一 个 结构 。 

现在 定义 在 给 定语 言 C 的 结构 .4 中 ，ZC 的 语句 o 何 时 为 真 。 记 之 为 4Fp。 它 的 形式 定义 
是 通过 对 语句 作 归 纳 得 到 的 。 我 们 感 兴趣 的 是 量词 情形 。 这 里 ， 假 设 有 足够 多 的 基本 项 来 命 
名 4 中 的 每 个 元 素 。 如 果 L 没 有 是 够 多 的 基本 项 ， 那 么 就 用 LC“ 中 的 定义 。 因 此 ， 在 下 述 定义 
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中 ， 假 设 每 一 个 cs4 都 由 C 的 一 个 基本 项 所 命名 。 

定义 4.3 在 结构 .4 下 ， 每 一 个 ae4 都 由 C 的 一 个 基本 项 所 命名 。 归 纳 定 义 C 中 的 语句 
9 在 结构 4 下 的 真 值 (truth) 如 下 (如 果 并 非 4 的 每 一 个 元 素 都 由 人 中 的 一 个 基本 项 所 命名 ， 那 
么 就 利用 4FPp 在 L“ 中 的 定义 ， 来 给 出 其 在 LC 中 的 定义 ): 

(i) 对 原子 语句 R(t, o, t), AERC, o5, t) BBWS RACH, e, t), PAE 
指派 给 中 的 关系 R* 对 由 项 i ，…， ,命名 的 那些 元 素 保持 成 立 。 注 意 ， 由 于 R(by，…, 0) 
是 一 个 语句 ， 所 以 所 都 是 基本 项 ， 它 们 命名 4 中 的 特殊 元 素 。 

(ü)AF Qe AF Qo 不 成 立 。( 也 记 作 A¥g。) 

(ii)AF(pvd)e AEo3XAEwV. 

(iv) AF(p^AJ)eEAEo B.AFwy., 

()AE(oow)e AE oXAEw., 

(i) AF lpp) AFE RAE) X#(AKG BAFY). 

(vii) AF Jup(v) GE X EE, AF Q(t), 

(viii) AF Vop(v) ot ARAB t, AF Q(t). 

EX, (ii) ~ (viii) 中 较 长 语句 的 真 值 (或 满足 性 (satisfaction ) ，F 的 通常 叫 法 ) 总 是 由 较 
短语 名 的 真 值 定义 。( vii) 和 (viii) 需 要 如 下 假设 : 结构 中 的 所 有 元 素 都 由 基本 项 所 命名 。 

定义 4.4 给 定 某 语言 C。 

(i)C 的 语句 o 是 永 真 的 ， 即 FP， 如 果 它 在 C 的 所 有 结构 中 都 为 真 。 

(i)BAR-ABQOWRS Dafa, cl, Aa kT HEBER, Dea, wRa 在 每 
MRA X HAAR RAR MBA PAR. 

(十) 一 个 语句 集合 = ja ，… | 可 满足 ， 如 果 存 在 一 个 结构 A， 使 得 吕 的 所 有 成 员 在 其 
中 为 真 。 这 样 的 结构 叫做 HRN, FLARE, VARTA. 

注意 ， 这 里 定义 的 真 值 只 针对 语句 ， 即 不 含 自 由 变 元 的 公式 。 若 g(v) 中 有 自由 变 元 2， 
则 该 公式 在 一 个 结构 .A 下 没有 固定 的 含义 。 它 只 是 表示 4 上 的 一 个 -元 谓词 ， 其 中 中 >0。 
因此 ， 我 们 不 说 它 为 真 或 为 假 。 对 于 带 有 自由 变 元 的 公式 ， 有 一 个 概念 与 语句 的 真 值 相 类 
似 ， 即 永 真性 。 

定义 4.5 HELFA AKRA v, =, vw 的 公式 GC 在 C 的 一 个 结构 .4 下 是 永 真 的 
(valid in a structure A for L, 3G 4E.A F9) ,. w o 的 全 称 闭 包 (universal closure) 在 A 下 为 真 。 
这 里 9 的 全 称 闭 包 是 指 ， 对 p 中 每 一 个 自由 变 元 v,， de Vv, XE o 的 前 面 而 得 到 的 语句 
Vo, Vv, Vv,p。L 的 公式 9 是 永 真 的 ， 如 果 它 在 L 的 每 一 个 结构 下 都 是 永 真 的 。 

只 要 结构 A 中 的 每 一 个 元 素 都 由 一 个 基本 项 所 命名 ，A 中 的 永 真性 定义 就 等 价 于 o 的 每 
一 个 基本 实例 在 A 中 为 真 ， 即 对 L 中 的 所 有 基本 项 1 ，…， it,，AFgp(t;，…， i,)。 另 外 也 要 
注意 ， 由 于 语句 不 含 任何 自由 变 元 ， 因 此 一 个 语句 在 某 个 结构 中 为 真 ， 当 生 仅 当 它 在 该 结构 
中 是 永 真 的 。 

提醒 ”对 语句 yp MAWA, g 和 -9 之 中 必 有 一 个 在 .4 下 为 真 (而 另 一 个 为 假 ) 。 然 而 这 
并 不 是 说 对 任意 的 公式 y 光 ，y 和 一 沙 之 中 必 有 一 个 在 A 下 永 真 。 可 能 出 现 y 的 某 些 基本 实例 
为 真 而 其 余 基 本 实例 为 假 的 情形 。 类 似 地 ， 可 以 找到 一 个 语句 ， 使 得 它 和 它 的 否定 均 非 永 
真 ， 即 在 某 些 结构 下 该 语句 及 其 否定 中 一 定 有 一 个 是 永 真 的 ， 而 在 其 余 结构 下 则 不 然 。 

定义 4.6 一 个 由 带 有 自由 变 元 的 公式 组 成 的 集合 可 满足 ， 如 果 存 在 一 个 结构 ， 使 得 
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c 中 的 所 有 公式 在 该 结构 下 永 真 ( 即 它们 的 全 称 闭 包 为 真 )。 这 样 的 结构 叫做 x 的 模型 。 若 
三 没有 模型 ， 则 其 不 可 满足 。 
例 4.7 考虑 一 个 语言 c， 它 由 二 元 关系 符号 RR 以 及 常 元 c。，c,; ，c ，… 指 定 。 下 面 给 出 
£ 的 两 种 可 能 的 结构 ， 它 们 对 应 了 语言 £ 的 两 种 不 同 的 解释 。 
(i) 令 定义 域 4 为 自然 数 集 ，R” 为 通常 关系 <，c# 20, cf =1，…。 语句 ( Vx) ( Ay) 
R(x,，Y) 是 说 ， 对 每 一 个 自然 数 ， 总 存在 一 个 比 它 大 的 自然 数 。 因 此 ， 在 此 结构 下 该 语句 
为 真 。 
(i) 令 4 的 定义 域 为 有 理 数 集 Q@ = 1a 4, l, R^ 仍 为 通常 关系 <， cf = go， ef = 
dis "Uo 语句 (Vx)( Vy) (R(x, y) ^C) (R(x, z) ^ R(z,Y))) 在 此 结构 下 为 真 ( 即 有 理 
数 稠密 ) 。 但 它 不 是 永 真 的 ， 因 为 它 在 (i) 中 的 结构 下 ( 自然数 的 情形 ) 为 假 。 
提醒 ”无 论 是 在 谓词 逻辑 的 语法 还 是 语义 里 ， 我 们 都 没有 设置 任何 特殊 的 或 者 保留 谓词 
符号 来 表示 相等 关系 。 换 名 话说， 从 我 们 的 定义 出 发 并 不 能 把 某 个 特殊 谓词 ， 比 如 * =”, 
解释 为 真正 的 相等 。 我 们 在 定义 2.1( 关 于 语言 的 定义 ) 以 及 定义 4.3( 关 于 真 值 的 定义 ) F, 
均 回 避 了 这 一 扩充 ， 因 为 它 不 能 与 消解 定理 证 明 、 逻 辑 式 程序 设计 以 及 PROLOG 很 好 地 兼 
容 。 对 于 这 一 扩充 可 能 带 来 的 其 他 影响 ， 参 见 第 七 节 习 题 2 ~3。 第 三 章 第 五 节 考 察 了 这 种 
带 有 专门 相等 谓词 的 谓词 逻辑 (同时 给 出 了 一 种 方法 ， 在 不 含 这 种 专门 谓词 的 条 件 下 推出 相 
等 性 质 ) 。 该 部 分 给 出 的 语法 和 语义 现在 可 以 参阅 ， 而 对 于 带 有 专门 相等 谓词 的 谓词 逻辑 ， 
其 可 靠 性 及 完全 性 证 明 只 是 本 章 第 七 节 相 应 证 明 的 简单 修改 。 
我 们 已 经 定义 了 谓词 逻辑 的 语义 ， 现 在 可 以 确切 地 断言 : 我 们 不 需要 命题 的 概念 。 事 实 
上 ， 命 题 逻 辑 能 够 可 靠 地 骨 人 到 谓词 逻辑 。 
定理 4.8 Sop 是 谓词 到 辑 中 的 一 个 开 公 式 ( 即 不 含量 词 )。 如 果 把 gg 的 每 一 个 原子 子 公 
式 当 作 一 个 命题 字母 ， 那 么 可 以 把 g 看 作 命 题 逻 辑 中 的 公式 pg'。 由 此 对 应 关系 知 ，g 是 谓词 
逻辑 中 的 一 个 永 真 公式 ， 当 且 仅 当 gp' 在 命题 还 辑 中 永 真 。 
证 明 留 作 习题 8 ~11。 口 
现在 我 们 既 有 了 谓词 逻辑 的 语法 ， 又 有 了 它 的 语义 。 按 照 命题 逻辑 的 研究 思路 ， 下 一 步 
要 做 什么 应 该 很 清楚 了 。 我 们 必须 给 出 谓词 逻辑 中 的 证 明 方法 ， 然 后 像 命题 演算 那样 去 证 明 
可 靠 性 和 完全 性 定理 。 但 是 在 此 之 前 ， 先 来 考虑 语义 在 PROLOG 中 的 应 用 (实质 上 是 一 种 特 
殊 化 ) 。 
备注 ”我们 经 常 利用 向 量 符号 zz，7 和 2 分 别 表 示 变 元 序列 、 项 序列 和 常 元 序列 。 
习题 
1. 令 C 包 含 常 元 <、 二 元 函数 /以 及 一 元 谓词 P。 给 出 C 的 两 个 结构 ， 使 得 Vx P(FKLx，e) ) 在 它们 中 分 别 为 真 
和 假 。 

2. 证 明 : Vx(p(x)-5q(f(x))) ^ Vx p(x)^ 3x ngl) TRE. 

3. 给 出 一 个 不 可 满足 的 语句 的 例子 。 

4. 对 包含 常 元 符号 0 和 1、 二 元 谓词 < 以 及 二 元 函数 符号 + 的 语言 ， 定 义 一 个 结构 ， 使 得 x*+1 <x 在 其 中 
永 真 而 *+x<zx 非 永 真 。 说 明 该 结构 为 何 具 有 我 们 所 要 求 的 性 质 。 

5. iEBLA E —dxp(x)e& AF Vx 一 p(x)。 如 果 w 有 除 x 之 外 的 自由 变 元 ， 那 么 该 结论 是 否 仍 然 成 立 ? 

. 证 明 : HEEB Ay, AE (> Irolt) OAR Ax(poo(s)), WR EARY PAH, MARAE 

否 仍 然 成 立 ? 

WES). MEEA y, AR C3up( x) V) es AE Vs(p(x) >), II x EAE PAM, 那么 该 结论 是 


全 


n 
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否 仍 然 成 立 ? 
8. 常 元 定理 : 令 p(x) 是 语言 LC 中 的 一 个 公式 ,3* 是 自由 变 元 的 一 个 序列 。 又 令 c 是 (不 在 LC 中 的 ) 新 常 元 的 一 
个 序列 。 证 明 gp(*) 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 p(<) 永 真 。 
9. 证 明定 理 4.8 的 公式 不 含 自由 变 元 的 情形 。( 提 示 : Ho Rig 的 模型 转化 成 使 p' 或 -ep' 为 真 的 指派 。) 
10. 结合 习题 8 和 9 来 证 明定 理 4. 8。 


第 五 节 PROLOG 程序 解释 


本 节 旨 在 将 上 一 节 中 的 思想 及 定义 特殊 化 ， 从 而 解释 子 句 形式 以 及 含有 自由 变 元 的 
Horn 公式 的 语义 。 下 面 从 研究 完全 PROLOG 程序 的 语义 开始 。 

子 句 形式 及 PROLOG 模式 的 语法 和 命题 情形 (第 一 章 定义 10.4) 下 的 语法 基本 相同 ， 唯 
一 的 差别 在 于 ， 这 里 的 文字 可 以 是 任何 原子 公式 或 其 否定 。 注 意 ， 在 PROLOG 的 执行 中 ， 
统一 使 用 (初始 ) 大写 字母 表示 变 元 (的 名 字 ) ， 小 写字 母 表示 谓词 、 常 元 及 函数 (的 名 字 ) 。 

定义 5.1 ( 子 句 表示 clausal notation) 

(i 让) 文 字 是 指 原子 公式 或 其 否定 。 原 子 公式 叫做 正文 字 ， 其 否定 叫做 负 文 字 。 

(ii) 子 句 是 指 文 字 的 一 个 有 穷 集合 。 

(iii) Hom 子 句 是 指 至 多 包含 一 个 正文 字 的 子 句 。 

(iv) 程序 子 句 是 指 恰好 含有 一 个 正文 字 的 子 句 。 含 有 负 文 字 的 程序 子 名 叫做 规则 ， 不 含 
负 文字 的 程序 子 句 叫做 事实 。 

(v) 目标 子 名 是 指 不 含 正 文字 的 子 句 。 

(vi) 公 式 是 指 子 句 的 一 个 (不 必 有 穷 的 ) 集 合 。 | 

规则 与 事实 的 PROLOG 表示 和 其 在 命题 情形 下 完全 一 样 。 

定义 5.2 (PROLOG Xm) 

(i) Æ PROLOG F, 3X X [p(X) E d) ib MA PROLOG 程序 中 的 如 下 单个 正文 字 六 (总 ) 
组 成 : 

p(X). 
(ii) 出 现在 PROLOG 程序 中 的 规则 C= { p(X), —qu (X, Y), ©, ~g, (Ë, ¥) lat: 
p(X) :- gq (EY) eng, (X, Y). 

(iii) st (ii) 中 的 规则 C, dude p(X) dk C 的 目标 或 者 头 ， 把 9 (X, Y), o, a (X, Y) 
. 叫做 C 的 子 目标 或 者 体 。 在 头 - 体 术语 系统 下 ， 连 接头 和 体 的 符号 “:-” 叫 做 颈 。 

(iv) (PROLOG ) 程 序 是 指 仅 包含 程序 子 句 ( 即 规则 与 事实 ) 的 公式 ( 子 身 的 集合 )。 

子 句 及 公式 在 PROLOG 中 的 含义 与 在 命题 情形 下 基本 相同 ， 唯 一 的 差别 在 于 ， 这 里 我 
们 必须 解释 如 何 处 理 自由 变 元 。 每 个 子 句 都 被 解释 为 其 元 素 析 取 的 全 称 闭 包 。 因 此 ，C, = 
1q(X, Y), r(¥) | BM VAXVY[ gq( 半 ，Y)v r(Y)]。 在 此 释义 下 ,由 p(X):-g (X,Y),…， 
9,(X， 了 给 出 的 规则 C( 写 成 子 名 形式 即 为 C= (p(X), oq (X, Y), ©, 5g, (X, Y) 
指 VXVY[p(X)v ag (X, Y)v …v 5q,(X, 7)]。 重 复 应 用 第 四 节 习 题 8 及 第 一 章 第 三 节 习 
题 2， 可 以 得 知 它 等 价 于 VX[ 3Y(g, (X, Y) ^ g,(X, 了) ) 一 p(X)]。( 稍 后 我 们 分 析 几 
个 例子 ， 来 看 一 看 这 种 等 价 是 如 何 建立 起 来 的 。) 因 此 ，C 真正 具体 化 了 一 条 规则 : 对 任何 
X， 如 果 存 在 一 个 Y， 使 得 g, (X, Y), q,(X, Y), ©, 2X, VIHA BABE), BA 
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P(X) 也 为 真 (已 经 验证 ) 。 

公式 5 被 解释 为 其 子 句 的 合 取 。 因 此 ， 如 果 S= 1C,，C,} ， 其 中 C 如 上 所 示 ，C, = iq(X， 
Y)，m(Y)|， 那 么 5 的 含义 与 VX VY[a(X, Y)vr(Y)]A VXVY[q(X, Y)v m( 了 )] 一 样 。 特 
别 地 ， 如 果 公 式 5 是 一 个 PROLOG BF, 那么 它 等 价 于 如 下 一 个 列表 ; 该 列表 由 形 如 
YXp(X) 的 全 称 事实 及 诸如 上 述 C 的 规则 共同 组 成 。PROLOG 的 执行 就 是 从 这 样 的 由 事实 与 
规则 组 成 的 列表 出 发 ， 进 行 演绎 。 

注意 ， 在 描述 公式 的 含义 时 ， 合 取 之 前 的 每 个 子 句 都 是 全 称 封闭 的 。 这 一 约定 的 重要 性 
将 会 在 考虑 谓词 演算 的 消解 时 体现 出 来 。 为 了 避免 混淆 ， 我 们 在 各 个 子 句 中 使 用 不 同 的 变 
元 。( 这 对 应 了 所 谓 的 标准 化 变 元 分 离 (standardizing the variables apart) ( 见 第 十 三 节 ) )。 后 
面 (第 九 节 ) 将 证 明 ， 对 我 们 的 语言 添加 新 的 函数 符号 之 后 ， 谓 词 演算 中 的 每 个 语句 都 等 价 
于 定义 5.1 意义 下 的 公式 。( 这 一 结果 类 似 于 谓词 演算 中 的 CNF。) 现 在 给 出 一 个 关于 这 种 转 
化 的 例子 ， 对 于 由 子 句 形式 表示 的 公式 ， 直 接 处 理 其 语法 和 语义 。 此 外 ， 对 这 种 子 句 形式 的 
公式 ， 其 结构 表示 以 及 解释 都 是 由 上 述 转化 指定 。 
“骑士 移动 : 一 个 例子 

通过 考虑 棋盘 上 骑士 移动 的 信息 表示 ， 简 要 地 检验 PROLOG 中 : 
使 用 变 元 所 带 来 的 表述 能 力 的 增强 。 我 们 用 从 1 到 8 的 数 对 来 标识 棋 3 


AAA, we 28 所 示 。 2 

我 们 希望 我 们 的 语言 包含 常 元 符号 1，2，…，8。 我 们 语言 中 的 ! 
RAHA 4—-T MH, ktmove(X,, X,, X,, X) (RA, AAAH 102 3 
第 三 节 引 进 的 列表 概念 来 代替 PROLOG 中 二 元 数 对 的 实际 表示 ， 即 图 28 


FUR IT, =, 8) LA 4-H KR RH.) “ktmove(X,, X,, X,, X,) "是 指 骑士 可 以 从 位 
EO, X) BEX, X). onda X UE M — S GESUE PIE PUR XE EC 
ktmove(1,1,2,3). 
ktmove(1,1,3,2). 


但 是 这 个 列表 太 长 了 (336 43 X) 。 并 且 如 果 再 多 询问 一 点 ， 这 个 情形 很 快 就 会 变 得 难 
DR. Boe X 0-48 2ktmove(X,, X,, X,, X), "EIE E AOG, X B 
移 至 4X: ，X4) 。 我 们 仍然 要 输入 一 个 很 长 的 事实 列表 : 

2ktmove(1,1,1,1). 
2ktmove(1,1,3,5). 


du Re Ee ELE HE, RUBER B x 5. XUE UE EGUEUE NOE. HRT RHR, RE 
引入 规则 ， 从 而 大 大 压缩 数据 表示 。2ktmove 即 是 一 个 明显 的 例子 : 2ktmove(X,, X,, X,, 
X,)E 3L, WRAEAY,, Y,, 使 得 ktmove( X,, X, Y,, Y,) 5 ktmove(Y,, Y,, X,, X,) 成 
立 。 在 谓词 次 辑 中 可 以 将 此 结果 或 定义 表述 如 下 : 

WX, VX, VX, VX,[ 3Y, TY, (ktmove( X, , X, , Y, , Y,) 
^ ktmove(Y, , Y,,X,, X,) ) 一 2ktmove( X, ,X,, X, ,X,) ] C£) 

在 第 九 节 中 将 引入 一 般 的 方法 ， 把 谓词 演算 中 所 有 这 样 的 语句 转化 成 等 价 的 子 句 形式 

(X PROLOG 程序 ) 。 现 在 暂且 用 一 种 特殊 方法 来 分 析 。 首 先 ， 和 命题 逻辑 中 构造 CNF 一 
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样 ， 用 一 和 v 来 消除 蕴涵 联结 词 ， 得 到 (#) 的 等 价 语句 . 
VX, WX, VX, VX,[ aC AY, Y, ) (ktmove( X, , X, , Y, , Y) 
^ ktmove(Y, , Y; ,X,, X,) ) v 2ktmove( X, ,X,,X,,X,) ]. 
然后 应 用 第 四 节 习 题 Ap 的 等 价 形式 Vz -9 以 及 第 一 章 第 三 节 习 题 2 中 的 德 ， 摩 根 定 
律 ， 得 到 : 
VX, VX, VX, VX,[ VY, VY,[ 5 ktmove( X,,X,,Y,,Y,) 
v Sktmove( Y, , Y, ,X,,X,) ] v 2ktmove( X, ,X, ,X,,X,) lo 
最 后 得 到 与 (#) 等 价 的 子 句 形式 : 
VX, VX, VX, VX, VY, VY,[ 5 ktmove( X, , X, , Y, , Y,) 
v —ktmove( Y, , Y, , X, , X,) v 2ktmove( X, ,X,,X,,X,) ], 
(以 上 两 个 语 旬 的 语义 等 价 关 系 是 比较 清楚 的 。) 
因此 ， 在 谓词 演算 下 的 规则 (#) 的 子 名 形式 即 为 : 
{—ktmove( X,,X,,Y,,Y,),—ktmove( Y, , Y, ,X,, X,) , 
2ktmove( X, ,X,,X,,X,)]., 
这 是 一 个 Hom FA, BK PROLOG 形式 即 为 : 
2ktmove( X, ,X,, X, , X,) :~ ktmove( X, , X,, Y, ,Y,) , 
ktmove( Y, , Y, , X, , X,). 
至 此 ， 对 PROLOG *JÉdo*p(X):- q (X, Y), =, a, (X, Y)" 835, ANART- 
个 关于 它 的 一 般 解释 的 例子 。 这 条 规则 是 说 ， 对 子 名 目标 ( 头 )p( 针 ) 中 变 元 的 每 一 个 选择 ， 
Pp 在 X 中 成 立 (成 功 ) ， 如 果 存 在 PY， 使 得 所 有 子 目标 子 旬 ( 体 )g,( 羡 ，Y) ，…，g,( 苇 了) 成 立 
(BI). ERM AREY PREAAW, RN TAK, X), BIBE, X), WHE 
&—^O,, Y), ES &AIGDAOG, X) -FBECY,, Yo, BAO, Yy- FE 
(X3, X). 

下 面 再 来 看 看 怎样 通过 引入 规则 ， 把 ktmove 程序 表示 的 大 小 从 336 AF RIP E— 
更 易于 处 理 的 数目 。 

一 种 方法 是 引入 对 称 性 规则 ， 它 使 得 我 们 能 从 少许 基本 移动 导出 骑士 的 所 有 移动 。 对 称 
性 本 身 就 是 这 样 一 个 明显 的 例子 。 

(S1)ktmove(X,, X,, X,, X,):- ktmove(X,, X,, X, X,). 

TE, RAMU ELO ES X, X, X,, X), WR-ABLTUAACA,, X082, 
X,), MACRAUAKCX,, X2 BEX, X) ARKAN Bl TER AREER 
半 。 其 他 可 能 的 规则 如 下 : 

(S2)ktmove(X,, X,, X,, X,):- ktmove(X,, X,, X,, X,). 

(S3)ktmove(X,, X,, X,, X,):- ktmove(X,, X,, X,, X,). 

(S4)ktmove(X,, X,, X,, X,):- ktmove(X,, X,, X,, X,). 

(验证 这 些 规 则 事实 上 是 国际 象棋 中 骑士 走 法 的 正确 规则 )。 如 此 一 来 ， 我们 只 需 少 许 
基本 移动 ， 再 加 上 上 述 程序 子 句 ， 即 可 准确 定义 谓词 ktmove。( 这 在 如 下 意义 下 是 正确 的 ; 
任何 满足 所 有 这 些 事实 与 规则 的 结构 都 会 准确 给 出 骑士 的 合法 移动 ， 这 里 合法 移动 是 指使 得 
谓词 ktmove 成 立 的 取 自 常 元 {1，…，8| 的 4 一 元 组 。) 程 序 执行 的 正确 性 要 用 消解 型 定理 来 证 
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明 ， 我 们 把 它 放 在 后 面 处 理 。 

另 一 个 方法 就 是 尝试 用 坐标 上 的 算术 操作 来 定义 “ktmove”， 即 在 某 种 意义 下 抓 住 规则 ， 
像 通常 所 做 的 那样 : AUK, X,) BEX, X), WARBAND LAA 
值 变 化 分 别 为 1 和 2， 即 

(AO) ktmove(X,, X,, X,, X,), tX X,-X,1 +1X,-X,1 =3。 

(我 们 还 必须 确保 这 两 个 坐标 不 同 。 这 依赖 于 定义 适当 的 算术 操作 。 特 别 地 ，| X, - Xd 
不 得 为 0。) 现 在 PROLOG 中 已 有 很 多 内 部 算术 操作 与 谓词 ， 但 是 要 想 准确 地 理解 它们 是 如 
何 被 使 用 的 ， 还 需要 更 多 地 了 解 程序 的 执行 过 程 。 到 目前 为 止 ， 我 们 希望 避免 使 用 内 部 
谓词 。 不 过 我 们 可 以 把 所 需要 的 算术 添加 到 程序 定义 当中 。( 注 意 不 要 使 用 内 部 谓词 的 保 
留 名 字 。) 

接 下 来 ， 用 一 个 数据 库 在 数据 11，…，8|} 上 定义 谓词 “后 继 ”. 

suc(1,2). 
suc(2,3). 


suc(7,8). 
然后 ， 可 以 用 如 下 规则 定义 加 法 的 缩减 版 本 : 

(Al)add(X, 1, Z):-suc(X, Z). 

(A2)add(X, Y, Z):-suc(Y,, Y), suc(Z,, Z), add(X, Y,, Z,) 

在 此 基础 上 直接 定义 | Xi -和 | = 了 了 如下: 

( A3) absolute, difference( X, , X,, Y):- add(X,, Y, X,). 

( A4) absolute, difference( X,, X,, Y):- add(X,, Y, X,). 

(这 些 规则 只 是 刚刚 满足 了 我 们 的 需要 ， 因 为 我 们 只 对 缩减 后 的 操作 感 兴趣 ， 即 作用 在 
[1，…，8} 上 的 那些 操作 。 它 们 并 未 准确 定义 所 有 整数 上 的 操作 。 稍 后 ， 我 们 会 更 多 地 谈 
到 程序 的 结构 解释 。) 

到 目前 为 止 ， 我 们 一 直 在 考虑 PROLOG 程序 中 子 句 的 含义 ， 这 是 通过 不 断 向 一 个 包含 
该 程序 的 文件 发 出 “询问 ”来 完成 的 。 现 在 我 们 必须 解释 在 “?” 提 示 符 处 所 输入 目标 子 句 的 
语义 。 例 如 ,“? -PE，Z)，9(X，X).“ 意 指 “ 是 否 存在 个 体 a,，a,，a3， 使 得 
pla, a,) qla, a,) "成 立 。PROLOG 不 仅 负责 对 该 问题 回答 是 或 否 ， 而 且 如 果 回 答 为 
“yes”， 它 会 给 出 实例 来 验证 该 问题 ， 即 给 出 实际 的 项 c a, 和 cs:( 从 而 命名 了 个 体 ) ， 使 得 
p(a,, a,)Aq(a,, a,) Ra. (EMB-BE NM 10. 4 命题 逻辑 时 的 情形 ， 在 得 到 一 个 回答 之 
后 输入 “ ;”， 再 寻找 另 一 个 答案 。 反 复 执行 这 一 过 程 ， 直 至 没有 答案 产生 ， 此 时 PROLOG fEl 
答 “no”。 在 搜寻 答案 的 过 程 中 输入 " 回 车 ”同样 会 导致 终止 。) 

和 命题 逻辑 的 情形 一 样 ，PROLOG 通过 如 下 方式 来 执行 搜索 证 据 cl a, 0, HUE: 
添加 目标 子 名 G = {p(X,，X,)，~mq(X,，X,)| 到 当前 程序 P， 然 后 判定 它 是 否 为 不 可 满足 
公式 。 下 面 列 出 该 公式 不 同 语义 的 等 价 形式 ， 来 帮助 观察 搜索 程序 是 如 何 对 我 们 的 问题 给 出 
SRN, AH, Fal GAH VX, VX VX;[op(X,, X;)v q(X,，X)]。 如 果 将 其 加 到 程序 
P 中 得 到 了 一 个 不 可 满足 的 公式 PU | c} ， 那 么 它 的 否定 是 P 的 一 个 逻辑 后 承 ( 和 在 第 一 章 
引 理 10. 6 中 一 样 ， 通过 定义 来 验证 )。 因 此 

P & AVX, WX, VX,[ ap(X, ,X,) v 54(X,,X,)] 
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正如 上 面 所 见 ( 以 及 第 四 节 习 题 5) ， 它 等 价 于 
PE AX, 3X, 3X,[p( X,,X,)) ^ q(X,,X,)) 

PROLOG 的 执行 ， 试 图 通过 生成 PU fc 的 消解 反驳 ,来 建立 这 种 后 承 关 系 。( 在 本 章 
第 十 三 节 及 第 三 章 将 定义 谓词 演算 的 消解 反 驭 。) 该 消解 反 驱 的 证 明 过 程 生成 了 一 个 副产品 ; 
例如 在 本 例 中 ， 它 生成 了 证 据 a, ，a,，a;， 通 过 提供 一 个 从 P 出 发 的 证 明 p(a,，a,) 和 g(a,， 
a;) ， 来 表明 PU 1C} 不 可 满足 。 从 消解 定理 证 明 的 角度 来 看 ， 这 些 证 据 仅 是 证 明 过 程 的 副 产 
m 而 从 编程 的 角度 来 看 ， 它 们 就 是 本 质 结 果 。 这 些 证 据 是 程序 的 输出 ， 即 问题 的 答案 。 

PROLOG 是 通过 逻辑 表示 数据 ， 这 种 方式 使 得 其 输入 与 输出 之 间 存 在 一 种 罕见 的 对 称 。 
在 询问 问题 时 ， 我 们 可 以 把 变 元 放 到 谓词 中 的 任何 地 方 。 因 此 ， 简 单 谓 词 add(X, Y, Z)A 
IERA“? -add(a, b, Z)” HAH a b, ifii EL YES A ^? -add(a, Z, b). ”时 (至 少 在 
b >a 时 ) 给 出 5-a。 因 此 ， 对 于 那些 很 难 从 一 个 简单 数据 库 出 发 得 到 答案 的 技巧 性 问题 ， 我 
们 可 以 尝试 用 单个 的 PROLOG 程序 来 解决 。 如 果 询 问 骑 士 是 否 能 够 从 la, 6b) 三 步 移 至 《ce， 
d) ， 对 比 以 下 两 种 解决 方案 : 一 是 利用 上 述 PROLOG 程序 之 一 ,一 是 用 其 他 语言 明确 写 出 
这 个 程序 ， 即 给 出 一 个 列 有 骑士 所 有 移动 的 数据 库 。 搜 索 安 排 及 搜索 顺序 都 是 自动 完成 。 我 
们 稍 后 会 再 来 研究 上 述 的 可 道 性 和 搜索 过 程 。 
习题 
1. 验证 对 称 规则 (S1) ~ (S4) 是 合理 的 。( 提 示 : 可 以 应 用 ktmove( A0) 的 算术 定义 来 验证 。) 
2. (用 自然 语言 ) 解 释 规则 ( A1) ~ (A2) 的 含义 ， 并 解释 它们 是 如 何 准确 表示 结构 11，…，8| 上 的 加 法 的 。 
3. (用 自然 语言 ) 解 释 规则 (A3) ~ (A4) 的 含义 ， 并 解释 它们 是 如 何 准 确 表示 结构 11，…，81 上 的 绝对 差 的 。 
4. 假设 suc(X, Y) 以 某 种 方式 正确 地 定义 在 所 有 自然 数 上 ， 即 suc(n，m) 为 真 ， 当 且 仅 当 n+1 =m。 
a) FACAL) ~ (A2) 是 否 还 能 准确 定义 加 法 ? 
b) 子 句 ( A3) ~ (A4) 是 否 还 能 准确 定义 绝对 差 ? 
假设 suc(X， 妆 0) 定义 整数 上 的 “后 继 ” 。 那 么 定义 在 整数 上 的 子 句 (AL) ~ (A2) 和 子 句 (A3) ~ (A4) 的 关 
系 如 何 ? 
. 假设 某 个 语言 包含 常 元 c， 一 元 函数 符号 *(X) 以 及 三 元 谓词 符号 a(X, Y, Z) BH—* PROLOG 子 句 
的 集合 ， 使 得 “a” 在 下 述 意 义 下 定义 了 加 法 : a(s (e), s" (0, sS (ce)) 是 该 程序 的 后 承 ， 当 且 仅 当 
nmzt, (s"(c) 是 s(…(s(¢))…) 的 简写 ， 这 里 :总 共 出 现 n 次 。) 
6. WEA: 所 有 PROLOG 程序 都 是 可 满足 的 。 

下 面 所 设计 的 (以 及 以 后 的 一 些 ) 问 题 要 用 到 我 们 网 上 提供 的 数据 库 。 该 数据 库 是 由 《 旧 约 -历代 记 》 
(Chronicles, 《 希 伯 来 圣经 》( Hebrew Bible) 的 最 后 一 本 书 ) 的 前 几 章 给 出 的 家 谱 图 组 成 。 那 里 的 信息 仅 包 
4 rft. 实际 上 母亲 和 和 孩子 之 间 也 有 少量 信息 ,但 是 太 零 散 了 ， 使 得 蕴涵 关系 变 得 无 用 。) 数据库 
中 的 信息 是 通过 谓词 “fatherof(a， 86)" 来 记录 的 。 因 此 ， 全 部 由 (许多 ) 事 实 组 成 的 文件 可 以 输入 如 下 : 


fatherof( adam, seth). 


UA 


fatherof( abraham, isaac). 

fatherof( isaac, jacob). 

fatherof(isaac, esau). 

在 习题 7 和 8 中 ,假设 上 述 类 型 的 文件 是 唯一 可 用 的 (例如 ， 在 定义 祖父 时 ， 不 必 考 虑 母亲 一 方 的 
祖先 ， 因 为 这 类 信息 不 可 用 。) 

我 们 在 附录 B 中 打印 出 了 上 述 数据 库 。 如 果 读 者 无 法 在 线 连 到 该 数据 库 或 者 相似 的 数据 库 ， 那 么 在 
回答 下 列 问 题 时 只 需要 写 出 一 个 PROLOG 程序 ， 并 保证 根据 对 本 节 所 述 事实 与 规则 的 解释 ， 该 程序 是 语 
义 正确 的 。 类 似 地 ， 如 何 从 程序 中 获取 要 求 的 信息 亦 能 得 以 描述 。 

7. 祖先 : 
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a) 写 一 个 程序 来 定义 “grandfatherof”。 

b) 找 出 nimrod, lud 和 joktan 的 祖父 。 

c) 利 用 上 面 的 程序 找 出 noah 的 一 个 孙子 ; 并 找 出 其 所 有 孙子 (利用 交互 式 问 答 ， 每 收 到 一 个 回答 就 输入 
一 个 分 号 ， 直 至 没有 回答 出 现 )。 

d) 写 一 个 程序 来 定义 “ greatgrandfatherof”。 

e) 找 出 shem 和 canaan 的 曾祖 父 。 

f) 利 用 上 面 的 程序 找 出 abraham 的 一 个 曾孙 ; 并 找 出 其 十 个 曾孙 。 

g) 写 一 个 程序 来 定义 “ancestorof”。 

h) 找 出 shem 的 三 个 祖先 。 

8. RL: 

a) 写 一 个 程序 来 定义 “uneleof”。 

b) 找 出 nimrod lud 和 joktan 的 叔父 。 

c) 利 用 上 面 的 程序 找 出 shem 的 一 个 侄子 ; 并 找 出 其 所 有 侄子 (利用 交互 式 问答 ， 每 收 到 一 个 回答 就 输入 
一 个 分 号 ， 直 至 没有 回答 出 现 ) 。 

d) 写 一 个 程序 来 定义 “granduncleof” (注意 曾 叔 父 是 曾祖 父 的 兄弟 ) 。 

e) 找 出 shelah 和 canaan 的 曾 叔 父 。 

分 利用 上 面 的 程序 找 出 ham 的 曾 侄子 ;并 找 出 其 八 个 曾 侄子 。 
注意 在 本 题 中 可 以 利用 带 有 不 等 谓词 (Xz Y) B) PROLOG RA. 


BE ZA: 完全 系统 表 


现在 描述 一 个 用 于 构造 谓词 逻辑 中 语句 证 明 的 系统 。 和 命题 逻辑 一 样 ， 这 些 证 明 是 标签 
二 又 树 ， 叫 做 表 。 树 上 的 标签 是 标号 语句 (signed sentence)( 即 以 了 或 已 开始 的 语句 ， 意 思 
是 说 ， 按 照 分 析 需 要 分 别 假 定 相关 语句 为 真 或 为 假 ) 。 我 们 仍然 把 这 些 标签 叫做 表 的 表 值 。 
形式 地 ， 归 纳 定义 谓词 逻辑 中 的 表 如 下 : 首先 指定 一 些 特定 的 (标签 二 叉 ) 树 作为 表 ( 所 谓 的 
原子 表 ) ， 然 后 给 出 一 个 扩展 规则 来 定义 更 复杂 的 表 。 证 明 过 程 的 要 领 即 是 ， 从 某 个 诸如 Fa 
的 标号 语句 开始 ， 以 其 为 根 将 其 分 解 到 各 分 支 ， 如 此 继续 下 去 ， 最 终 说 明 任 何 一 个 分 解 都 导 
RAG. FRAC: 推翻 了 原先 a 为 假 的 假设 ， 从 而 得 到 a 的 一 个 证 明 。 

联结 词 的 分 解 和 在 命题 逻辑 中 一 样 。 分 解 的 要 领 是 ， 如 果 某 个 语句 被 正确 的 符号 标识 
(7 或 有 ) ， 那 么 它 的 直接 后 继 当中 至 少 有 一 个 也 被 正确 的 符号 标识 。 一 个 新 的 问题 是 如 何 处 
理 量词 。 例 如 ， 考 虚 了 3x9g(x) ， 直 观 的 分 析 是 存在 一 个 x*， 使 得 p(x) 成 立 。 要 求 p(x) 成 立 
是 为 了 给 出 这 样 一 个 %。 仪 仅 提供 这 么 一 个 *。 提 供 这 么 一 个 证 据 意 味 着 指定 一 个 基本 项 t, 
并 断言 p(t) 为 真 。 因 此 ， 首 要 的 问题 就 是 ， 要 有 足够 多 的 基本 项 以 满足 我 们 的 需要 。 如 果 
是 从 任意 语言 LC 开 始 ， 通 过 添加 未 出 现 于 £ 中 的 常 元 符号 c。，c; ，c,，…， 把 L 扩 充 成 Cc。 令 
4 是 Ce 中 的 任 一 原子 语句 ，a，B 是 Ce 中 的 任意 语句 。 对 于 用 来 分 析 语 言 C 中 语句 的 那些 表 ， 
其 归纳 定义 的 基本 情形 是 由 图 29 所 示 的 (标签 二 叉 ) 树 开始 的 。 

直观 上 ， 容 易 理解 为 何 要 求情 形 7b 和 8a 所 引入 的 常 元 必须 是 “新 "的 。 这 里 表 的 起 始 
点 是 如 下 断言 : 存在 带 有 某 种 性 质 的 x。 只 要 对 c 没有 更 优先 的 要 求 ， 则 可 以 断言 c 就 是 这 
样 的 一 个 x*。 另 一 方面 ， 如 果 已 经 有 其 他 断言 涉及 <， 那么 我 们 就 没有 权利 假设 带 有 这 些 性 
质 的 元 素 仍 能 成 为 新 断言 的 证 据 。“ 新 "的 精确 语法 含义 是 与 表 ( 以 标号 语句 为 标签 的 二 叉 
树 ) 的 归纳 定义 同时 定义 出 来 的 。 
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图 29 


定义 6.1 我 们 把 衷 归 纳 地 定义 成 以 (Li 中 的 ) 标 号 语句 (叫做 表 值 ) 为 标签 的 二 又 树 ; 

(i) 所 有 的 原子 表 都 是 表 。 情 形 7b 和 8a 要 求 c 是 新 的 ， 在 这 里 仅 指 c 是 从 [到 [4 所 添加 
的 那些 常 元 c, 之 一 (因此 它 不 出 现在 9 v), 

(ü)de X 7 是 一 个 有 穷 表 ,PP 是 7 上 一 条 路 径 ,， 忆 是 7 中 出 现在 P 上 的 一 个 表 值 ， 并 且 
7' 是 从 7 出 发 通过 将 根 为 表 值 互 的 原子 表 连 接 到 T 中 路 径 P 的 末端 得 到 的 ， 那 么 7' 也 是 一 个 
表 。 情 形 7b 和 8a 要 求 c 是 新 的 ， 在 这 里 指 c 是 不 出 现在 已 上 任何 表 值 中 的 c, 之 一 。( 在 实 
际 操作 中 ， 选 取 一 个 未 出 现 于 7 中 任何 节点 的 新 常 元 ， 要 比 书本 表述 简单 得 多 。) 

(iii) eR, 是 一 个 有 穷 表 ， 且 To，Ti，…，7T,，… 是 一 个 表 的 序列 ， 使 得 对 每 个 m20， 
T, ,1 是 由 T, 应 用 (ii) 构 造 而 来 ， 那 么 T= UT, 也 是 一 个 表 。 

提醒 ”谓词 逻辑 中 关键 的 一 点 在 于 ， 对 于 第 (ii) 条 里 的 表 值 EE， 当 其 对 应 的 原子 表 被 添 
加 到 PP 上 时 ， 表 值 E 重 复出 现 一 次 (至 少 在 7a 和 8b 的 情形 下 )。 当 我 们 分 析 这 些 情形 下 所 
需 的 行为 以 及 完成 表 的 定义 (定义 6.7) 时 ,重复 出 现 的 原因 就 比较 清楚 了 。 

接 下 来 ， 定 义 谓词 逻辑 中 语句 的 表 证 明 。 首 先 需 要 注意 的 是 ， 在 大 多 数 情 形 下 不 会 只 证 
明 一 个 单独 的 语句 ， 通 常 证 明 带 有 各 种 假设 或 公理 的 语 旬 。 此 过 程 的 语义 表述 幅 套 在 定 
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义 4.4 逻 辑 后 承 的 概念 之 中 。 为 了 描述 相应 的 证 明 论 概念 ， 需 要 定义 谓词 逻辑 中 从 前 件 出 发 
的 表 及 证 明 ， 这 与 第 一 章 第 六 节 命 题 逻 辑 的 情形 类 似 。 所 需 的 修改 也 类 似 于 第 一 章 第 六 节 命 
题 敢 辑 中 的 定义 所 进行 的 修改 。 关 键 的 变化 集中 在 从 语句 集合 S 出 发 的 表 的 定义 当中 。 基 本 
思路 是 假设 5 中 的 所 有 语句 为 真 。 因 此 ， 除 了 普通 表 的 形成 规则 ， 我 们 还 可 以 随时 断言 $ 中 
的 任 一 语句 为 真 。 在 形式 化 定义 中 ， 我 们 通过 添加 一 条 新 的 规则 来 表述 这 一 思想 。 

在 本 节 的 剩余 部 分 ， 令 5 为 语言 C 的 一 个 语句 集合 。 通 常 将 S 中 的 元 素 称 作 前 件 。 

定义 6.1( 续 ) MS 出 发 的 表 (tableau from S), A S 出 发 的 表 的 定义 比 普通 表 的 定义 多 
了 下 面 一 条 形成 规则 : 

《让 ) 如 果 T 了 是 一 个 从 3 出 发 的 有 穷 表 ， 中 是 一 个 从 3 出 发 的 语句 ，P 是 7 上 的 一 条 路 径 ， 
并 且 7' 是 从 7 出 发 通过 连接 T 到 路 径 P 的 末端 得 到 的 ， 那 么 7' 也 是 一 个 从 5 出 发 的 表 。 

现在 同时 定义 有 关 从 $ 出 发 的 表 和 普通 表 的 概念 。 如 下 面 备 注 所 示 ,“( 从 5 出 发 的 )” 
代表 从 5 出 发 的 表 的 情形 。 

备注 ”由 定义 容易 看 出 ， 每 一 个 (从 5 出 发 的 ) 表 7 都 是 (从 5 出 发 的 ) 表 的 有 穷 或 无 穷 
序列 7。，71，…，7,，… 的 并 集 ， 这 里 7。 是 一 个 原子 表 并 且 每 个 7,,, 都 是 7, 应 用 (ii) (或 
Gi’) ) 得 到 的 。 从 现在 开始 ， 始 终 假设 所 有 (从 5 出 发 的 ) 表 都 被 表示 成 这 种 并 集 的 形式 。 

定义 6.2 (从 S$ 出 发 的 ) 表 证 阴 : 令 7 是 一 个 表 , PP 是 7 中 一 条 路 径 。 

(i)P 是 了 矛 盾 的 ， 如 果 对 某 个 语句 o, Ta 和 Fa 同时 作为 P 上 节点 的 标签 出 现 。 

(ü)r AFR, wRr 中 所 有 路 径 都 是 矛盾 的 。 

(证)7 是 a 的 一 个 (从 S 出 发 和 的) 证 朋 ， 如 果 7+ 是 一 个 (从 5S 出 发 的 ) 有 穷 予 盾 表 且 根 节 
点 标签 为 Fa。 如 果 存 在 a( 从 5 出发) 的 证 明 7T， 那 么 我 们 说 a 是 (从 5 HR) Tit, Hit 
作 Fa(SH-a)。 

(iv) S 是 不 相 容 的 ， 如 果 对 某 个 语句 a, II a Aca 的 一 个 从 S 出 发 的 证 明 。 

注意 ， 如 果 存 在 一 个 以 Fa 为 根 的 (从 5 出 发 的 ) 矛 盾 表 ， 那 么 就 有 一 个 以 Fa 为 根 的 (从 
S 出 发 的 ) 有 穷 矛 盾 表 ， 即 存在 a 的 一 个 (从 5 出 发 的 ) 证 明 。 只 要 某 条 路 径 上 出 现 矛 盾 ， 就 
终止 该 路 径 。 现 在 ， 由 于 每 条 路 径 都 是 有 穷 的 ， 根 据 库 尼 西 引 理 ， 整 棵 树 就 是 有 穷 的 。 因 
此 ， 对 任何 语句 证 明 的 存在 性 ,， “证 明 必 须 是 有 穷 表 ”这 一 附加 要 求 并 未 起 到 任何 作用 。 从 
另 一 个 角度 来 看 ， 对 于 表 的 定义 (定义 6.1) 中 第 (ii) 条 提 到 的 路 径 P， 我 们 可 以 要 求 其 为 非 
了 矛盾 路 径 ， 而 且 不 会 影响 证 明 的 存在 性 。 

在 描述 完成 表 的 形式 定义 以 及 完全 系统 表 的 构造 之 前 ， 先 来 看 一 些 谓词 逻辑 中 表 证 明 的 
例子 ， 这 对 后 面 的 工作 有 很 大 的 启发 意义 。 注 意 ， 仍 然 采 用 表 的 缩写 形式 : 除非 要 处 理 原 子 
表 7a 或 8b 的 情形 ， 我 们 不 重复 列 出 将 要 分 解 的 表 值 。 

例 6.3 假定 我 们 要 验证 公式 (( Vx)gp(x) 一 ( 3x)g(x)) 的 永 真 性 。 形 成 的 表 如 图 30 
所 示 。 

对 于 最 后 一 个 表 值 ， 为 了 导出 了 矛盾， 选择 使 用 前 面 已 经 出 现 过 的 常 元 c。 之 所 以 能 够 这 
样 做 ， 是 因为 Yxp(x) 的 原子 表 允 许 使 用 任意 常 元 。 

下 面 的 例子 同样 生成 一 个 矛盾 表 。 

例 6.4 如 图 31 所 示 。 

在 实际 应 用 中 ， 我 们 通常 首先 扩展 需要 引入 新 的 项 的 原子 表 ， 然 后 再 转向 那些 任何 基本 
项 都 能 用 得 上 的 原子 表 ， 这 样 做 更 为 高 效 。 

例 6.5 如 图 32 所 示 。 
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FIAP = OR) (v 3)PQ9)7 (WOO) 


FI(¥x) p(x) (3x)960] 








Tx P@)* QG)) 





F((N x)PG)-* (V3)0Q0) 


T(vx)PQ) 


F(vx)Q() 


FQ)  —T "Ng" c 





T(v)ee) T(vx)P(x) 
F(3x)9(x) TP(c) 
Fc) NY x P(x) QG)) 
Tx) e(%) TUXc)y-* Ac) 
To(c) FP(c) TQ(c) 
四 e | 
图 30 图 31 
FAMAE = (v x)eG) ACC YR) 
T(VxXo AWE) F((vxXo Q)^wQG)) 
F(vx)eQ)^( )v) TY x) eG) ^C X)Y(X) 
F(vx)o(x) FUWX)W(x) T(vx)e(x) 
新 的 c Fe) Fy(q) 新 的 d T(x)wG) 
T(VxXeo)^v o) see v(x)) F(g(e) ^v) 新 的 e 
Tow) Awo) n doe) l Fee) F 下 
T 9(c) T o(d) T(Wx) eG) Nyx) v (x) 
Twv(c) du Te (e) TV(e) 
i i l 
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T( Vx) e(x) AFC jx)g(x) 的 原子 表 说 明 ， 对 任何 基本 项 :， 都 能 宜 布 p(i) 分 别 为 真 或 
AB. MT 3x)gp(x) 的 原子 表 说 明 ， 只 有 对 某 个 尚 末 在 表 中 出 现 过 的 常 元 ， 才 能 宣布 p(t) 
为 真 。 下 面 的 例子 表明 : 如 果 不 遵守 上 述 规定 ， 就 会 引 来 麻烦 。 

例 6.6 将 例 6.3 的 蕴涵 关系 颠倒 过 来 ， 得 到 语句 (( da)e(x) —CVx)e(x)), CFA 
AK. 然而， 如 果 违 背 了 上 面 提 到 的 规则 ， 我 们 就 能 生成 该 语句 的 一 个 “证 明 ”， 如 图 33 
所 示 。 


F390 (We) 


T(3x)e(x) 
F(Vx)o(x) 


Toc) 


这 里 我 们 在 约 化 表 值 F(Y )90) 
Fo) ”时 ， 违 规 使 用 了 在 上 面 一 个 
表 值 里 已 经 出 现 的 常 元 c。 


e 
图 33 


BAGH, MRRAF RHR, TB ISI SE IP ORAE CK EAE IE S ARAKI 
RE. 何 时 才能 说 一 个 表 值 已 约 化 ， 何 时 才能 说 一 个 表 已 完成 。 为 了 澄清 这 些 定 义 ， HUE 
带 有 量词 的 原子 表 并 且 考 虑 如 何在 构造 表 时 利用 它们 。 在 处 理 T( 3x) e (x) (或 F( Vx) (x) 
时 ， 对 它 作 如 下 分 解 : 对 某 个 尚未 出 现在 分 解 路 径 上 的 常 元 c， 列 出 Tp(c) (或 rp(c))。 原 
来 的 语句 ( 3x)g(x) 并 不 比 pg(c) 包 含 的 信息 多 ， 因 此 ， 此 时 宣布 原子 表 已 完成 是 合理 的 。 
男 一 方面 ， 在 处 理 T( Vx)gp(x)( 或 (3x)g(x)) 时 情况 就 完全 不 同 了 。 此 时 对 任何 基本 项 
t， 都 能 添加 Tp(i) (或 fp(t) ) 到 表 中 ,但 这 远 不 足以 穷 举 原来 语句 所 包含 的 信息 。 它 仅仅 
ERT T Yx)g(%) 断 言 下 的 全 称 事实 的 一 个 例子 。 因 此 ， 不 能 说 原子 表 7T( Yx)gp(x) 已 完 
成 。 认 清 了 这 一 区 别 ， 就 能 定义 “ 表 值 已 约 化 ， 表 是 完成 的 ”等 概念 。 和 命题 逻辑 的 情形 一 
样 ， 我 们 的 目标 是 描述 一 个 系统 的 程序 来 生成 给 定语 名 p 的 一 个 (从 5 出 发 的 ) 表 证 明 。 如 
果 g 永 真 ( 即 % 是 5 的 一 个 逻辑 后 承 )， 则 该 系统 程序 总 能 成 功 。 这 就 是 完全 性 定理 (定理 
7.7) 要 表述 的 内 容 。 

令 ti，…，i，…… 是 由 语言 Cc 中 所 有 基本 项 组 成 的 一 个 列表 ， 这 里 Lc 包 含 新 的 常 元 c,。 

定义 6.7 令 7= U7, 为 一 个 (从 5 出 发 的 ) 表 , PT P-R, EXP ES—A 
表 值 ， 并 且 忆 是 忆 在 P 上 的 第 i 个 出 现 ( 即 PP 上 第 i 个 标签 为 羽 的 节点 )。 

(i)w 在 PP 上 已 约 化 ， 如 果 

(1)EE 不 具备 T( Vx)gp(x) 和 FF( 3a) p(x) BABA, LIED, 7,207, 出 发 ， 对 
和 7; 上 P 的 一 段 初始 路 径 应 用 定义 6.1 中 的 规则 (ii) 得 到 的 。( 在 此 情形 下 我 们 说 ,已 作 
为 一 个 原子 表 的 根 表 值 出 现在 已 上 。) 

或 者 

(2) E B40 T( Vx) e(x) & FC 3x)ge(x), To(t) & Felt) FMA P L-AREA, RP 
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上 存在 五 的 第 ;+1 次 出 现 。 

(ii)7 是 完成 的 ， 如 果 7 上 所 有 表 值 的 每 一 次 出 现在 包含 它 的 所 有 非 了 矛盾 路 径 上 都 已 约 
化 (并 且 对 S 中 的 每 一 个 p，Tg 出 现在 7 的 所 有 非 矛 盾 路 径 上 ) 。 否 则 7 就 是 未 完成 的 。 

这 里 的 意思 是 说 ， 涉 及 带 有 量词 的 标号 语句 ， 比 如 T( Yx)p(x)， 只 有 对 我 们 语言 中 的 
每 一 个 项 所 实例 化 才 算是 完成 。 现 在 可 以 证 明 : 以 任意 给 定 的 表 值 为 根 节 点 ， 通 过 构造 适当 
的 (从 5 出 发 的 ) 完 全 系统 表 ， 总 可 以 得 到 一 个 (从 5 出 发 的 ) 完 成 表 。 我 们 的 计划 是 通过 有 
序 的 步骤 一 步 步 约 化 每 一 个 表 值 ， 从 而 生成 完成 表 。 下 面 借 助 节点 上 的 字典 序 来 实现 这 一 
计划 。 

定义 6.8 假设 树 了 每 层 上 的 叶 节 点 按照 左右 序 排列 。 我 们 ( 由 第 一 章 第 一 节 ) 回忆 ， 如 
采 了 是 一 棵 二 元 序列 树 ， 那 么 左右 序 就 是 通常 的 字典 序 。 在 了 的 节点 z,， 人 上 定义 层 字 典 序 
(level-lexicographic ordering) <,, 3 F : 

VS, eh, S BAS Tv v HARK poe, Aven A- hnv hype, 

定义 6.9 对 任意 给 定 的 标号 语句 ， 我 们 以 其 为 根 节点 标签 ， 归 纳 构造 CST， 即 完全 系 
统 表 。 

〈 记 从 以 标号 语句 为 根 的 原子 表 ro 开始 。 该 原子 表 是 唯一 确定 的 ， 如 果 在 7a 和 8b 情形 
FRA Rt, HAT 和 8a 情 形 下 使 用 cj, i 是 符合 条 件 的 最 小 数 。 

根据 归纳 ， 在 第 见 步 有 一 个 表 7,， 它 可 以 扩展 到 7,,1。 由 于 7, 是 一 棵 (有 穷 标 签 ) 二 又 
树 ， 因 此 可 以 如 上 所 述 为 其 节点 定义 层 字 典 序 。 如 果 人 中 所 有 表 值 的 每 一 次 出 现 都 已 约 化 ， 
就 终止 构造 过 程 。 否 则 ， 对 于 7, 中 某 条 非 矛 盾 路 径 尸 上 的 某 个 表 值 殖 的 未 约 化 出 现 ， 令 妈 
At, 中 包含 上 述 未 约 化 出 现 的 节点 当中 按照 层 字典 序 排列 最 小 的 那个 节点 。 现 在 根据 下 列 
情形 之 一 进行 归纳 ， 

( 放 ) 如 果 巨 不 具备 形式 T( Yx)g(x) 或 F( 3x)gp(x)， 那 么 将 以 为 顶点 的 原子 表 连 接 
S] c dq 4 —4 6,4 w Y AET ABER, wR EHT jx)e(x) & F( Vx)g(x), RA 
使 用 尚未 出 现在 表 中 的 最 小 常 元 cj。 

(iii) de XX E Be T( Vx) g(x) & F( 3x)g(x), 并 且 w 是 忆 在 P 上 的 第 i 个 出 现 ， 那 么 
分 别 将 

E 
或 
Telt) Fo(t;) 
连接 到 7 中 每 一 条 包含 w 的 非 矛 盾 路 径 的 末端 。 

对 于 带 有 给 定 根 节点 的 从 前 件 集合 S 出 发 的 CST， 其 定义 与 上 面 普通 CST 的 定义 相似 ,不 
同 之 处 在 于 前 者 引入 了 S 中 的 元 素 。 在 偶数 步 (n =2k) ， 按 照 上 述 的 (i) GD, (iii) = RRA 
成 表 。 在 奇数 步 (n =2k +1) ， 将 To, 连接 到 v, 中 的 每 一 条 非 蔬 盾 路 径 ， 从 而 得 到 r,,,。 这 里 
a, 是 指 S 中 的 第 个 元 素 。 我 们 一 直 继 续 从 5 出 发 的 CST 的 构造 ， 直 至 $ 中 所 有 元 素 都 已 放 
到 每 一 条 非 矛 盾 路 径 之 上 ， 并 且 所 有 表 值 的 每 一 次 出 现在 包含 它 的 所 有 路 径 上 都 已 约 化 。 

注意 ， 一 般 来 说 CST 是 无 穷 表 (即使 S$ 有 穷 ) 。 不 过 重要 的 是 ，CST 总 是 完成 表 。 

命题 6.10 所 有 CST 都 是 完成 的 。、 

证 明 £g CST, rn Cc, PRs, 中 表 值 的 出 现在 7 中 非 矛 盾 路 径 P 上 的 任意 未 约 
化 出 现 w。( 如 果 不 存 在 这 样 的 w， 则 由 定义 知 7 是 完成 的 。) 假 设 7 了 中 有 个 节点 在 层 字典 
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序 中 小 于 w。 由 CST 的 定义 知 ， 在 构造 ry, BLU EP EB] w Bt, r 中 所 有 非 了 矛盾 
路 径 上 每 一 个 表 值 的 每 一 次 出 现 都 已 约 化 ， 得 证 。 

对 于 从 5 出 发 的 CST， 可 以 应 用 相同 的 思路 来 证 明 : 每 一 条 路 径 上 的 每 一 个 表 值 都 已 约 
化 。( 为 达 此 目的 所 花费 的 步 数 是 普通 CST 情形 的 两 倍 。) 在 第 2k+1 步 添 加 5S 中 的 第 个 元 
素 ， 这 一 步骤 保证 了 S 中 的 每 一 个 元 素 都 会 被 放 到 从 5 出 发 的 CST 的 每 一 条 路 径 上 。 由 此 得 
到 了 一 个 从 5S 出 发 的 完成 表 。 口 

例 6.11 图 34 给 出 了 表 中 只 有 一 个 未 约 化 表 值 的 例子 。 习 题 15 问 到 了 这 个 未 约 化 
表 值 。 

T(ay)C RO, y) V POYA VARE) 


T(3y CRGO») V POY) 
Tx) RO x) 
TOR(€o,£0)V P(co.co)) 
Tx) RGax) 
GR to=co) TR(co,co) 
TOR(co,c0)} TP(co.co) 
FR(co,Co) T(y x)RG,x) 
e TR) 
TYR, x) 


TRCp.P) 


习题 

在 习题 1 ~ 11 P, 令 公 式 g 和 要 人 么 不 含 自由 变 元 ， 要 人 么 仅 含 x 这 一 个 自由 变 元 。 给 出 下 列 公式 的 表 证 明 : 
1. C33) Ce(x) v yx)) oC 3309 (3) v (Hx)y(x)o 

2. (Vx) Co(x) ^ (x) ) GC Vx)e(x)^ CVx)u(x). 

3. (e v CVx)p 0) 5 (3) (e v (x2) , Æp 中 非 自 由 。 
4. (g^ C33)p(x)) C33) (p ^ (x)) , x 在 g 中 非 自 由 。 
5. ( 34) (e (x) ) —5Co-(3x)u(x)) , x IE PHH, 
6. C33)(e ^ (0) (e ^ C33)u(3)), x 在 gq 中 非 自由 。 
7. AC 3x)g(x) —9( Vx) Ag(x), 

8. (Vx) 2g(x) -(3x)o(x). 

9. (dx) 3g(x) 5 5(Vx)e(x)« 

10. ( 3x) (e(x) ) —CCVx)g(x) 4) ,x 在 业 中 非 自 由 。 
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-CC330e G0 990 (Vx) (el) 9) , Ep HAH, 
Sop RA AR Bix, y, 的 任意 公式 ，w 是 不 出 现在 ep Ry 中 的 任意 变 元 。 给 出 下 列 公式 的 表 
证 明 : 
a) Vx dy ^5Vz elx, y, z) Vx dy dz gx, y, z)« 
b) dxVy( Vze v ý) ixNyVw(o(z/w)v V). 
c) Vxdy(o v dz) Vx3ydw(o v i(z/w)), 
d) Vx 3y( g— Vzi(z)) 5 Vx 3yVw(e—w(z/w)). 
13. 常 元 定理 令 p(x!，…，%,) 为 语言 C 中 的 一 个 公式 ，x, ，…， x, 是 其 中 所 有 的 自由 变 元 。 又 令 c， 
c, 是 不 在 LC 中 的 常 元 符号 。 证 明 : Vx,… Yenglar, e, n ARIER, MHN olea, =, c) EE 
可 证 的 。 从 语法 角度 证 明 ， 如 果 给 定 其 中 一 个 公式 的 证 明 ， 那 么 即 可 构造 另 一 个 公式 的 证 明 。( 不 妨 假 
设 公 式 的 证 明 是 由 CST 形式 给 出 。) 
14. 如 果 了 的 每 一 层 上 的 左右 序 都 是 良 序 ( 即 该 序 的 所 有 子 集 都 有 最 小 元 ) RAR «ETT AER) 
个 良 序 。 
15. 在 图 34 中 寻找 一 个 未 约 化 的 表 值 ， 然 后 给 出 一 个 与 图 34 具有 相同 根 的 完成 表 。 


第 七 闻 ” 表 证 明 的 可 靠 性 和 完全 性 


现在 可 以 利用 完全 系统 表 来 证 明 谓 词 逻 辑 和 可 证 明 性 中 的 一 些 基 本 定理 : 可 靠 性 、 完 全 
性 和 紧 致 性 。 首 先 研究 谓词 逻辑 中 表 证 明 的 可 靠 性 。 在 本 节 中 ，C 表 示 谓 词 演 算 中 的 一 个 固 
定语 言 ，$ 表示 C 中 的 一 个 语句 集合 。 普 通 表 的 情形 ， 即 不 带 前 件 集合 S， 仅 是 S = Om 
形 。 由 于 该 注释 对 本 节 的 所 有 结论 都 有 效 ， 所 以 只 需 处 理 从 S 出 发 的 表 和 证 明 。 我 们 所 提 到 
的 表 的 根 节点 也 取 自 C。 

引 理 7.1 4 r2 Ur, 9I — ^A Fa 为 根 从 语句 集合 S 出 发 的 表 。 对 任何 [结构 A， 如 果 
它 是 SU | -ai 的 模型 ， 那 么 它 可 以 扩展 成 一 个 与 r 中 某 条 路 径 P 上 的 所 有 表 值 相 一 致 的 结 
构 。( 注 意 ，.4 与 Ta(Fa) 相 一 致 ， 如 果 a 在 4 中 为 真 ( 假 ) 。) 

证 明 对 出 现在 7 中 的 所 有 语句 而 言 ， 要 将 A 扩展 为 它们 的 一 个 结构 ， 唯 一 要 做 的 就 是 
为 Ce - C 中 出 现在 已 上 的 常 元 c 定义 of 。( 注 意 ， 这 些 常 元 在 实例 化 时 被 当 作 “新 的 " 常 元 使 
用 。) 

我 们 通过 对 序列 r, HAREM Piet, RP, 给 出 了 7 的 构造 。 在 每 一 步 n， 
都 有 c, 中 的 一 条 路 径 P, 以 及 A 的 一 个 扩张 4,( 定 义 域 不 变 ) ， 使 得 .4, 解 释 P, 上 所 有 的 c; 而 
且 .4, 与 已 , 相 一 致 。 这 足以 证 明 本 引 理 。 如 果 r,,; 是 由 r, 通过 扩展 已 , 之 外 的 其 他 路 径 得 到 
的 ,那么 只 需要 保持 P, MAA. Bits, oP, 的 末端 添加 一 个 以 P, 上 某 根 表 值 为 E 
的 原子 表 或 者 添加 S 中 的 一 个 元 素 o, 得 到 的 。 对 于 后 一 种 情形 ， 只 能 通过 连接 a, 到 P, 的 
末端 来 扩展 已 。 此 时 .4, 不 必 扩 展 ， 根 据 假 设 ， 它 与 ws( 因 而 与 P,,,) 相 一 致 。 接 下 来 ， 考 虑 
通过 添加 以 为 根 的 原子 表 7' 来 扩展 7, 的 情形 。 由 归纳 ,假设 A, 与 5 相 一 致 。 我 们 希望 将 
A, 扩 展 到 A,,, 并 寻找 P, 在 7,,! 中 的 一 条 扩展 路 径 P,,, ， 使 其 与 4,,, 相 一 致 。( 这 个 归纳 的 
基本 情形 是 原子 表 re， 假 设 其 根 节点 Fa 与 4 相 一 致 。 对 于 基本 情形 的 分 析 与 归纳 步 的 情形 
完全 相同 : 将 .4 扩展 到 .4。 并 寻找 re 中 的 一 条 路 径 Pu ， 使 其 与 4。 相 一 致 。) 我 们 考虑 原子 表 r 
的 每 一 种 类 型 。 

(i 命 题 联结 词 的 情形 与 命题 逻辑 可 靠 性 (第 一 章 引 理 5.4) 的 证 明 完 全 相同 。 特 别 地 ， 
4, 不 必 扩 展 。 例 如 ， 如 果 添 加 


- 
t2 
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那么 由 归纳 知 A,Fav B， 因 此 A4,Fa 或 者 A,F 6。 选取 其 中 一 个 ， 相 应 地 扩展 P,。 对 于 其 
余 命 题 联结 词 的 分 析 ， 留 作 习 题 7。 
(ii) 如 果 添 加 
T(x) (x) F(ax)g(x) 
ak 
Tot F(t) 
仍然 容易 处 理 。A,F Vxp(x) (或 4, F5 dxg(x)), Kie, A,Fe(t)(A,Foe(t)). GER, 
如 果 c* 在 归纳 过 程 中 尚未 定义 ， 那么 现在 可 任意 地 定义 它 并 保持 归纳 假设 A,F Vxp(x) (或 
A, Fadxp(x)) RE.) 
(证 ) 最 后 ， 对 某 个 新 的 常 元 c( 即 尚未 出 现在 SRP, 的 表 值 中 ) ， 如 果 添 加 
T(3x)o(x) F(vx)e(x) 
或 
TOC) Fe(c) 
那么 必须 定义 o 。 由 妇 纳 知 ，4,F dxp(x) CA, FS Vxp(x)), 因此， 可 以 选取 一 个 元 素 ae 
4( =4,) ， 使 得 如 果 通 过 定义 o =a 将 4A, 扩展 到 A,,,， WABA, Fep(c)(4. a Panele), 
得 证 。 口 
定理 7.2( 可 靠 性 ) 如 果 存 在 wa 的 一 个 从 5 出 发 的 表 证 明 7T， 那 么 SF 上 Fa。 

证 明 ”如果 S Fa 不成立， 那么 存在 一 个 结构 A， 使 得 A4F-a 且 S$S 中 每 一 个 @ EAP 
都 为 真 。 引 理 7. 1 说 明 ， 存 在 7 中 的 一 条 路 径 P 以 及 .4 的 扩张 4'， 使 得 .4' 与 已 上 的 所 有 节 
点 相 一 致 。 根 据 假设 ，P 是 矛盾 路 径 ， 由 此 导出 了 了 矛盾 。 口 

现在 开始 研究 谓词 逻辑 中 表 证 明 方法 的 完全 性 。 和 命题 逻辑 的 情形 (第 一 章 定理 5.3， 
尤其 是 引 理 5.4) 一 样 ， 计 划 利 用 CST 中 的 一 条 非 予 盾 路 径 来 构造 Lc 的 一 个 结构 ， 使 其 与 P 
上 的 所 有 表 值 相 一 致 。 这 里 的 基本 思想 是 从 唯一 可 用 的 素材 一 一 语法 对 象 ， 尤 其 是 出 现在 路 
径 上 的 基本 项 出 发 ， 构 造 要 求 的 结构 。 这 一 思想 及 其 在 完全 性 定理 证 明 中 的 应 用 对 其 他 许多 
重要 结论 的 证 明 有 着 很 强 的 借鉴 意义 ， 这 其 中 包括 厄 布朗 定理 (定理 10.4) 和 斯 科 遍 - 勤 文 海 
姆 定理 (定理 7.7)。 

定理 7.3 假设 7 是 以 Fa 为 根 的 从 8 出 发 的 一 个 完全 系统 表 ， 书 是 了 中 一 条 非 矛 盾 路 
径 。 于 是 存在 一 个 结构 4， 使 得 w 在 其 中 为 假 而 3$ 中 的 所 有 语句 在 其 中 为 真 。 

WA 令 扩 展 语 言 Ce 的 基本 项 的 主 列表 (master list) 上 的 那些 基本 项 1; 构成 的 集合 4 为 
该 结构 的 定义 域 。 根 据 Ce 的 语法 ， 将 产 5 n -元 函数 符号 自然 地 联系 起 来 ， 从 而 定义 . 产 如 
F: 

Fatum) = f(t ,tb ) 
注意 ， 我 们 结构 中 的 元 素 都 是 基本 项 ， 因 此 ， 出 现在 上 面 等 式 左边 的 1 可 以 看 作 是 结构 中 被 
函数 7 作用 的 元 素 。 等 式 的 右边 也 是 一 个 项 ， 它 同样 可 以 看 作 是 结构 中 的 元 素 ， 将 其 称 作 
函数 值 。 若 R 是 一 个 = -元 谓词 字母 ， 则 通过 路 径 PEM R WT: 
R^ (t, ,… ,bi ) 4B DOR TRG, 7,6) 是 已 上 的 一 个 表 值 。 
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下 面 首 先 通过 归纳 法 给 出 一 个 更 强 的 断言 ， 然 后 利用 该 断言 推出 本 定理 。 口 

引 理 7.4 令 符 号 标记 如 上 所 示 。 

() € FB 出 现在 已 上 ， 则 B 在 4 中 为 假 。 

(ü)X 78 出 现在 PP 上 ， 则 BB 在 A 中 为 真 。 

证 明 首先 回忆 命题 6.10, P 上 所 有 表 值 的 每 一 次 出 现在 P 上 都 已 约 化 。 现 在 对 B 的 
深度 ( 准确 地 说 是 8. 所 对 应 的 辅助 形成 树 的 深度 ， 见 定义 3.8) 作 归纳 。 

(由) 车 Bp 是 一 个 原子 语句 ， 则 BB 形 如 R(t ，…, tt)。 车 TB 出 现在 PP 上 ， 则 R^ 关于 
too, (AR. FB 出 现在 已 上 ， 则 由 于 PREP, TË 78 不 出 现在 P 上 县 R^ X 
Ft... GNI. 

GU) 假设 B 是 通过 联结 词 构造 得 来 ， 例 如 ,，B Æ v B,)。 由 于 7 是 完成 表 ， 因 此 ， 如 
JR TB 出 现在 PP 上 ， 那 么 76,，78, 之 一 出 现在 P 上。 根据 归纳 假设 ， 如 果 TB, 出 现在 P 上， 
那么 B, 在 4 中 为 真 (B, 的 情况 与 此 相似 )。 因 此 ，B,，B, 之 一 为 真 ， 于 是 (B, v B,) 在 A 中 为 
真 (根据 真 值 的 归纳 定义 ) 。 另 一 方面 ， 如 果 F(B, v B,) 出 现在 已 上 , 那么 Fg, 和 FB, 同时 
出 现在 已 上 。 由 归纳 假设 知 ，B, 和 pB, 在 A 中 均 为 假 ， 于 是 (B, v B,) 在 4 中 为 假 。 其 余 联结 
词 的 情形 与 此 相似 ， 留 作 习 题 8 。 

(iii) BR BBM Vv)gp(v)。 如 果 w 是 T(( Ygl) EP EWBi KEM, BAT E(t) 
出 现在 P 上 且 PP 上 存在 7T(( Vx)e x) BB Le KR. A, WE TCCVv)e(v) ) 出 现在 
P p, SEA S — AER 1, o(t) HRP ES AF eG HRERF( Yoo), HHA 
假设 知 ， 对 每 一 个 基本 项 :，gp(t) 在 A 中 为 真 。 由 于 这 些 项 构成 了 结构 A 的 域 ， 故 ( Vv)e(v») 
在 4 中 为 真 。 

WMR F Vv)g(v) 出 现在 P 上， 那么 由 于 7 是 完成 表 ， 所 以 对 某 个 上 ，Fep( 昌 出 现在 P 
上 。 由 归纳 假设 知 p(t) 在 4A 中 为 假 ， 因 此 ( Voe) YEAH BL, 

(iv) 3op(2) 的 情形 与 ( Yv)p(v) 相 似 ， 留 作 习 题 9。 口 

至 此 完成 了 定理 7.3 的 证 明 。 N 

现在 将 关于 证 明 有 穷 性 的 通用 注释 应 用 到 完全 系统 表 上 来 。 

命题 7.5 如果 一 个 完全 系统 表 的 所 有 路 径 都 是 矛盾 的 ， 那 么 它 是 一 个 有 穷 表 。 

WEBB 根据 构造 过 程 ， 如 果 某 条 路 径 上 出 现 矛 盾 ， 便 不 再 扩展 该 路 径 。 因 此 ，CST 上 的 
所 有 矛盾 路 径 都 是 有 穷 的 。 由 库 尼 西 引 理 (第 一 章 定理 1.4) ， 本 命题 得 证 。 口 

事实 上 现在 已 经 证 明了 完全 性 定理 的 一 个 能 行 版 本 。 对 任意 给 定 的 语句 a 以 及 任意 诸 句 
集合 S， 要 么 可 以 生成 一 个 证 明 : a 是 5 的 一 个 逻辑 后 承 ， 要 么 可 以 生成 5 的 一 个 模型 ，a 
在 其 中 失败 。 

推论 7.6 对 C 中 的 每 一 个 语句 a 以 及 每 一 个 语句 集合 S， 要 么 

(1) Fa 为 根 的 从 S 出 发 的 CST 是 a 的 一 个 从 5 出 发 的 表 证 明 

要 么 

(过) 完全 系统 表 中 存在 一 个 非 耶 盾 分 支 ， 它 生成 一 个 结构 ， 使 得 a 在 其 中 为 假 而 5S 的 所 
有 元 素 在 其 中 为 真 。 

由 于 推论 7.6(ii) 中 的 路 径 是 可 数 的 ( 即 该 路 径 的 符号 (因而 它 的 项 和 公式 ) 与 自然 数 的 
一 个 子 集 之 间 存 在 一 一 对 应 ) ， 因 此 与 之 相应 的 结构 也 是 可 数 的 。 实 际 上 我 们 已 经 证 明了 斯 
科 朗 - 勒 文海 姆 定理 。 
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定理 7.7( 斯 科 朗 - 勒 文海 姆 (Skolem-Liwenheim)) ”如果 一 个 可 数 的 语句 集合 S 可 满足 
( 即 有 一 个 模型 )， 那 么 它 有 一 个 可 数 的 模型 。 

证 明 考虑 以 矛盾 式 a 和 -a 为 根 的 从 5 出 发 的 CST。 根 据 可 靠 性 定理 (定理 7.2) ， 它 不 
可 能 是 a Ama 的 一 个 从 5 出 发 的 表 证 明 。 因 此 ， 它 必 有 一 条 非 矛 盾 路 径 P。 由 于 Ce 中 只 有 可 
数 多 个 基本 项 ， 因 此 定理 7.4 的 证 明 中 所 定义 的 结构 即 是 我 们 要 求 的 5 的 可 数 模型 。 口 

对 任意 序数 也 有 类 似 的 结论 。 同 时 注意 ， 我 们 所 讲 的 可 数 是 指 至 多 可 数 ， 因 此 ， 模 型 也 
可 能 是 有 穷 的 。 不 过 在 我 们 的 假设 条 件 下 ， 模 型 总 是 无 穷 的 ( 见习 题 3) 。 我 们 在 第 三 章 第 五 
节 会 提 到 等 号 的 一 种 特殊 应 用 ， 在 此 情形 下 语句 集合 只 有 有 穷 模 型 。 如 果 和 忽略 有 关 PROLOG 
的 注释 ， 读 者 可 以 直接 跳 到 该 节 了 解 这 种 特殊 情形 。 

与 命题 逻辑 中 的 完全 性 和 可 靠 性 定理 类 似 ， 我 们 也 可 以 从 可 证 明 性 与 逻辑 后 承 的 等 价 关 
系 出 发 ， 重 新 表述 推论 7.6。 需 要 注意 的 是 ， 若 a 在 5 的 某 个 模型 中 为 假 ， 则 其 不 可 能 是 S 
的 一 个 逻辑 后 承 。 

定理 7. 8( 完 全 性 和 可 靠 性 ) 

(i)a 是 从 5 出 发 表 可 证 的 ， 当 上 且 仅 当 a 是 5 的 一 个 还 辑 后 承 。 

(i) 如 果 取 o AEEFRRK, 例如 (i) 中 的 BA~mB， 那 么 5S 是 不 相 客 的 ， 当 且 仅 当 S 不 
可 满足 。 

谓词 逻辑 的 紧 致 性 定理 也 是 上 述 结果 的 一 个 推论 。 

定理 7.9( 紧 致 性 ) 令 S=|a,，a,，…| 为 谓词 还 辑 中 的 一 个 语句 集合 。5 可 满足 ， 当 
且 仅 当 5 的 所 有 有 穷 子 集 可 满足 。 . 

证 明 必要 性 容易 证 明 。 对 于 充分 性 ， 考 虑 带 有 根 表 值 F(a ^A-a) 的 从 S 出 发 的 CST。 
如 果 该 CST 是 矛盾 的 ， 由 命题 7.5 知 它 是 有 穷 的 。 如 果 它 是 无 穷 的 ， 那 么 它 有 一 条 非 矛盾 路 
径 ， 根 据 推论 7.6， 存 在 一 个 结构 ， 使 得 所 有 a, 在 其 中 为 真 。 如 果 它 是 矛盾 的 并 且 有 穷 ， 那 
么 wa^ma 就 是 3 的 某 个 有 穷 子 集 的 一 个 逻辑 后 承 ， 该 有 穷 子 集 的 元 素 都 出 现在 表 中 。 由 于 
anra 没有 模型 ， 因 此 ， 该 有 穷 子 集 也 没有 模型 。 口 

我 们 应 当 指 出 谓词 逻辑 与 命题 逻辑 中 完全 性 证 明 的 一 个 主要 差别 。 命 题 逻辑 中 的 完成 表 
总 是 有 穷 的 ， 因 此 ， 对 每 一 个 命题 我 们 都 能 能 行 地 判定 它 是 否 永 真 或 者 生成 一 个 反例 。 对 
于 谓词 逻辑 ， 如 果 给 定 的 语句 g 是 永 真 的 ， 我 们 最 终 能 够 找到 一 个 证 明 。 另 一 方面 ， 如 果 
它 不 是 永 真 的 ， 那 么 完成 表 以 及 提供 反例 的 路 径 都 将 是 无 穷 的 。 因 此 ， 在 这 样 的 构造 中 我 们 
永远 无 法 知道 p 不 是 永 真 的 。 这 一 现象 是 不 可 避免 的 。 丘 奇 定理 告诉 我 们 ， 没 有 能 行 的 方 
法 能 够 判定 一 个 给 定 的 语句 是 否 在 谓词 演算 中 永 真 。 作 为 PROLOG. 程序 终止 的 相关 结论 的 
一 个 推论 ， 我 们 将 在 第 三 章 推论 8. 10 中 证 明 。 然 而 ， 基 于 第 三 章 第 八 节 习题 3 所 表述 的 语 
义 方法 ， 现 在 即 可 证 明 这 一 推论 。 
习题 
1. 给 出 习题 6. 13( 常 元 定理 ) 的 一 个 语义 证 明 : 令 p(x,,.…，x,) 是 语言 中 的 公式 ， 所 有 自由 变 元 都 列 了 
出 来 。 令 c, ，…，c, 是 不 在 £ 中 的 常 元 符号 。 证 明 : 语句 Vx,… VYx,p (x;，…，zx,) 是 表 可 证 的 ， 当 且 仅 
当 pg(c,，…，c,) 是 表 可 证 的 。( 提 示 : 首先 证 明 g(x,，…, x, KH, SAMY ole, e, e) KA 
然后 再 应 用 完全 性 定理 。) 

. 寻找 一 个 有 穷 语言 以 及 L 中 一 个 有 穷 的 语句 集合 S， 使 得 $ 有 一 个 论 域 无 穷 的 模型 ， 但 没有 论 域 有 穷 的 
模型 。 


t2 
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3. SLERWPR PHBA, SECHERDHRA. TH: 5 可 满足 ， 当 且 仅 当 它 有 一 个 无 穷 模型 。 

4. 令 [ 是 自然 数 集 N 上 的 算术 语言 HO, 1, +, -, »&& HP. NCRS 10, 1,，2,…|)。 令 Th( 人 是 L 
中 所 有 在 N 上 为 真 的 那些 语句 的 集合 。 证 明 : 存在 Th(N) 的 一 个 非 标准 模型 ， 即 存在 CL 上 的 一 个 结构 
M ,使 得 Th(N) 的 所 有 语句 在 其 中 为 真 ， 然 而 其 中 存在 一 个 元 素 。 大 于 所 有 的 neN。 

5. 再次 考虑 命题 逻辑 习题 中 紧 致 福 的 应 用 。 利 用 谓词 九 辑 给 出 第 一 章 第 六 节 习 题 7， 习题 8 的 简化 证 明 。 
CER, AG 在 谓词 逻辑 中 可 以 表示 成 平面 图 ， 因 为 根据 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 的 一 个 定理 ， 该 结论 
等 价 于 某 两 个 指定 的 不 是 6 的 子 图 的 有 穷 图 。) 

6. 演绎 定理 ” 令 拉 是 语言 上 一 个 有 穷 的 语句 集合 ，^ 3 是 该 集合 所 有 元 素 的 合 取 。 证 明 : 对 C 上 的 任何 语 
^o, 下列 各 式 等 价 ; 

()0XFgo 
(i) Fa Eo 
(ili) $ Fe 
Civ)FA LT @ 

7. 通过 描述 P, 在 其 他 联结 词 下 的 扩张 ， 完 成 引 理 7.1 中 情形 (i) 的 证 明 。 

8. 通过 处 理 其 他 联结 词 ， 完 成 引 理 7.4 中 情形 (ii) 的 证 明 。 

9. 通过 考虑 B = jvp(v) 的 情形 ， 完 成 引 理 7. 4 中 情形 (iv) 的 证 明 。 

10. 令 L 是 不 食油 数 符号 的 语言 。 任 给 一 个 形 如 Vx,… Vx, dy Jy, o(o 中 不 含量 词 ) KBI y, HE YE 
AKA. (ER: 首先 利用 第 六 节 习 题 13 H y 的 永 真性 归 约 成 3y.… Syne le, s Crs Yis s 288 
永 真性 ， 其 中 c, 6, c, 是 新 的 常 元 。 如 果 问 题 仍然 困难 ， 那 么 等 到 第 十 节 习 题 6 再 考虑 它 。) 

li. 令 RR 是 二 元 关系 符号 ，R* 是 尺 在 结构 .4 下 的 解释 。R4 的 传递 闭 包 (transitive closure) 是 指 所 有 序 对 (c，b) 
组 成 的 集合 ， 并 且 对 任意 的 (a, 5) ， 存 在 从 a I b 的 一 条 有 穷 R* 路 径 ， 即 A 中 元 察 构成 的 一 个 序列 
qo，41，…， Ga, (n1), 其 中 a, =a, a, b RH R^(a,, a), OSi<n, 证 明 ; 传递 闭 包 不 是 一 阶 可 定 
义 的 ， 即 证 明 :; 不 存在 谓词 逻辑 中 的 公式 TC(x，y) ， 使 得 对 所 有 结构 .4 以 及 a, be A, AFTC(a, b), 
当 且 仅 当 (a, b) E R^ 的 传递 闭 包 之 中 。( 提 示 : 归纳 定义 公式 p, (x, y) MF, 

piG,y) = R(x,y) 

Pari y) = 3z(R(x,z) ^p, y). 
证 明 ， 在 任何 结构 A 中 ， 序 对 (a, bE R 的 传递 闭 包 之 中 ， 当 且 仅 当 对 某 个 n， 有 .4Fp.(e，b) 。 假 
设 存在 这 样 一 个 公式 TC(*，y) 来 表示 民 的 传递 闭 包 。 考 虑 下 述 无 穷 的 语句 集合 

{TC(a,b)} U |o, (a,b) I n m ils 
利用 谓词 逻辑 的 紧 致 性 导出 矛盾 。) 


* 第 八 节 ”分 理化 方法 


和 对 命题 远 辑 一 样 ， 我 们 通过 公理 和 规则 简要 介绍 一 种 研究 谓词 晕 辑 的 经 典 方法 。 为 简 
洁 起 见 ， 像 第 一 章 第 七 节 那 样 仅 用 -和 一 两 个 命题 联结 词 。 同 理 我 们 也 把 存在 量词 3 看 作 已 
被 定义 的 符号 : 即 用 -Yx -p(x) 来 替换 3xg(x)。( 由 第 四 节 习 题 5 知 它们 等 价 。) 此 外 固定 
一 些 常 元 、 函 数 符 号 以 及 谓词 符号 来 构造 语言 C。 这 里 所 研究 的 公理 仍 包括 命题 远 辑 (第 一 
章 公理 7.1) 中 的 那些 模式 ,不 过 现在 变 元 a, B, y 可 以 是 C 中 的 任何 公式 。 在 此 基础 上 我 们 
增加 了 两 条 模式 来 表达 全 称 量词 的 含义 。 注 意 ， 现 在 考虑 的 是 所 有 公式 而 不 只 是 语句 ， 含 有 
自由 变 元 的 公式 的 永 真性 与 其 全 称 闭 包 的 永 真 性 相同 。 

公理 8.1 令 a，B 和 ?分 别 为 C 中 的 任意 公式 。 系 统 中 的 公理 为 如 下 公式 : 

(i)(a—(82a)). 

(ii) (a (82 y)) 5 (Ca58) 5(a20)). 

(iii) ((2a)—(a8)). 
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(iv) ( Vx) a(x)-oa(t), SEER, tha Ps THR, 

(v) (Vx) a8) 59(a— (Vx)B) , de a PRO x FE d XE, 

容易 验证 以 上 公理 模式 的 所 有 实例 都 是 永 真 的 。 正 如 我 们 在 定义 可 替换 性 (定义 2.8) 时 
解释 的 那样 ，(iv) 中 的 限制 是 必要 的 。 回 顾 在 例 2. 9 Ci) 中 考虑 的 结构 2Z: 带 有 常 元 0 和 1 的 
整数 、 后 继 函 数 * URE x +y =z 的 谓词 4(*，y，z) 。 特 别 地 ， 考 虑 真 语 句 p= Vx 3yA 
(xz，yY，0) 。 作 为 一 个 真 的 全 称 语 名，e 应 该 对 任何 个 体 为 真 。 事 实 上 (iv) 断 言 任 何 合理 替 
换 都 致使 公式 在 结构 Z 下 永 真 。 另 一 方面 ， 如 果 用 sy) Ear, WAHR Ve 3y4(s(y) v, 
0), 它 在 结构 Z 下 为 假 。 至 于 (v) 中 的 限制 ， SEC ZH) ARA o= Vx(VyAG, y, y) 
4(x，1，1))。 如 果 忽 略 (v) 中 的 限制 ， 可 以 从 p 出 发 (通过 下 面 的 演绎 规则 ) 推 出 Vy4(x， 
7，7Y) 一 Vx4(x，1，1)。 该 公式 在 Z 中 并 非 永 真 ,将 x 的 自由 出 现 设 为 0 即 可 看 出 这 一 点 。 
(这 个 替换 仅仅 影响 蕴涵 式 的 左边 一 一 使 之 变 为 真 语句 Yy4(0，y，y) ， 然 而 蕴涵 式 的 右边 
为 假 。) 

我 们 的 系统 有 两 条 推理 规则 。 第 一 条 是 应 用 于 C 中 公式 的 假 言 推 理 ， 第 二 条 是 证 明了 下 
述 等 价 性 一 个 方面 的 一 般 化 推理 ; 带 有 自由 变 元 的 公式 的 永 真性 与 其 全 称 闭 包 的 永 真性 
等 价 。 

(该 等 价 性 的 另 一 方面 由 公理 模式 (iv) 推 出 。 用 i 替换 % 即 可 。) 

规则 8. 2 

(i) RBBB: 对 任何 公式 Ga 和 有 B， 从 aa 和 op 出 发 ， 可 以 推出 B。 

(ii) 一 般 化 推理 (generalization ) : 从 a 出 发 推出 Vras 

和 在 命题 逻辑 中 一 样 ， 一 般 把 这 些 基 于 公理 与 规则 的 系统 叫做 希 尔 伯 特 式 证 明 系 统 。 对 
于 从 公式 集合 出 发 的 证 明 ， 其 定义 与 命题 逻辑 的 情形 基本 相同 ， 只 不 过 现在 多 了 几 条 公 
理 和 规则 。 

定义 8.3 邻 五 为 [中 公式 的 一 个 集合 。 

(0A X 出 发 的 证 上 明 是 指 L 中 公式 的 有 穷 序 列 al ，a,，…，a,， 并 且 对 每 个 ij<n， 下 列 
表述 之 一 为 真 : 

(Da, X XE PHAR, 

(2)a; 是 一 条 公理 。 

(3)a, 可 由 其 前 的 某 个 a 出 发 应 用 推理 规则 推出 。 

(Gija 是 从 了 出 发 可 证 的 (定理 )， 如 果 存 在 一 个 从 王 出 发 的 证 明 a, s, ou, È 
ffa, = a。 

(iii)ya 的 证 明 就 是 从 她 出 发 的 证 明 。aw 是 可 证 的 ， 如 果 它 是 从 人 2 出 发 可 证 的 。 

对 于 这 里 所 述 的 系统 ， 标 准 的 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 定理 均 可 证 明 。 参 阅 Elliot 
Mendelson fj (Introduction to Mathematical Logic) [1979, 3.2], ， 这 本 书 还 发 展 了 谓词 逻辑 。 在 
第 十 三 节 ， 把 消解 的 基于 规则 的 系统 扩展 到 谓词 逻辑 ， 并 证 明 相 应 的 结果 。 


第 九 节 前 束 范式 和 斯 科 朗 化 


我 们 希望 说 明 ， 在 某 种 意义 下 ， 谓 词 逻辑 几乎 可 以 妇 约 到 命题 逻辑 。 粗 略 地 讲 ， 希 望 通 
过 引入 新 的 函数 符号 和 项 来 消去 量词 。 基 本 思想 如 下 : 把 公式 
p= Vy Wax, Ay Dy Ray ct ee ) 
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替换 成 
y = Yare Wa R(x En A En ) 

CH EA f, 都 是 一 个 新 的 函数 符号 。 关 于 /的 解释 如 下 : 对 任意 给 定 的 x, ，…，x,， 选 择 一 
个 使 得 上 述 公 式 为 真 的 y,， 如 果 存在 的 话 。 这 样 的 函数 叫做 斯 科 朗 函数 。 显 然 p 与 是 可 
满足 等 价 的 (equisatisfiable) ( BJ 可 满足 当 且 仅 当 光 可 满足 )， 因 此 ， 如 果 找 到 了 的 一 个 
表 ( 或 其 他 ) 反 了 驶 ， 也 就 找到 了 o 的 一 个 反 驶 。 为 了 充分 利用 上 述 过程 ， 首 先 把 g 替换 成 其 
前 来 范式 (prenex normal form)9'*， 在 前 束 范式 中 所 有 量词 都 出 现在 开头 。 然 后 通过 引入 适当 
的 斯 科 朗 函数 来 消去 形 如 Vx37 的 量词 块 。 最终 目 标 是 得 到 一 个 与 原 公式 p 可 满足 等 价 (我 
Nike Sb TRL, 如 果 它 们 同时 可 满足 或 者 同时 不 可 满足 。) 的 全 称 公式 (universal 
formula) y( 即 仅 含 全 称 量词 且 全 部 出 现在 少 的 开头 ) 。 至 此 我 们 只 需 考虑 任意 反驳 证 明 模式 
中 的 那些 全 称 公式 。( 当然 ， 我 们 心里 要 想到 消解 。) 

我 们 已 经 知道 如 何 用 -与 v 来 表示 联结 词 ( -与 v 构成 了 联结 词 的 一 个 充分 集 ， 见 第 一 章 
推论 2. 11) ， 下 面 不 妨 假设 给 出 的 公式 o 不 含 其 他 联结 词 。 现 在 来 说 明 如 何 寻 找 o 的 前 束 范 
式 。 首 先 需要 处 理 的 是 -与 v 。 

引 理 9.1 对 任意 的 量词 囊 Ox 20, 0x, Quy CRI QE V XE ) 以 及 任意 公式 o, 
万 ， 有 下 列 可 证 的 等 价 关 系 ， 

(la)F Qx- Vye o Ox 3y 5g 

(1b)t- Qx-3ye o Oe Vy ~ne 

(2a)F Qx( Vyo v d) e Qx Yzlply/z)v y) 

(2a')F Qx(o v Vy) e Qx Vz(o v i (y/2)) 

(2b)F Ox( Iye v y) Qz 3a(p(y/z) v y) 

(2b')F Qs(e v 3yy) Qx Izle v (72) « 

这 里 变 元 > 不 出 现在 p 和 由 中 ， 且 :不 在 4; 中 。 

证 明 这些 等 价 关系 的 表 证 明 相当 简单 ， 留 作 习 题 。( (1a) (2a), ，(2b') 的 证 明 分 别 
为 第 六 节 习 题 12(a) ，(b) ，(e) 。) 另 外 也 可 以 先 从 语义 角度 考虑 等 价 性 ， 然 后 再 应 用 完全 
性 定理 。( 第 四 节 习题 5 实际 上 给 出 了 (1a) 和 (1b) 。) 习 题 1 ~ 3 将 会 给 出 这 些 等 价 关系 证 明 
的 一 般 方法 。 口 

备注 “在 消解 证 明 中 ， 像 (2a) 和 (2b) 那 样 重新 命名 变 元 以 避免 可 能 的 冲突 ， 这 种 办 法 
通常 叫做 标准 化 变 元 分 离 。 

现在 可 以 证 明 所 有 公式 o BA ROR. 

定理 9.2( 前 东 范 式 ) ”对 每 一 个 公式 p， 存 在 一 个 含有 相同 自由 变 元 的 等 价 公式 g'， 在 
其 中 所 有 的 量词 都 出 现在 开头 。g 的 这 个 等 价 式 叫做 p 的 前 束 范式 (PNF) 。 

证 明 对 e 的 深度 作 归 纳 。 注 意 ， 由 第 一 章 推论 2. 11 知 ， 可 以 假设 e Peay 两 
个 联结 词 。 如 果 p 是 原子 公式 ， 则 不 证 自明 。 如 果 p 是 Vyy Ray, yÈ y k PNF, RA 
VRI 9 的 PNF。( 这 是 习题 1 中 归纳 的 基本 情形 )。 如 果 p = -小 ， 且 w' 是 由 的 
PNF， 那 么 反复 应 用 引 理 的 (1a) 和 (lb) 即 可 生成 的 PNF, WR p =yv 09， 那么 反复 应 用 
引 理 的 (2a) ，(2a’) ，(2b) 和 (2b') 即 可 生成 p 的 PNF, 口 

备注 ”我们 也 可 以 引入 相关 的 前 束 规则 来 直接 处 理 其 他 联结 词 。 利 用 下 列 等 价 关系 把 公 
式 转化 成 PNF 时 ， 我 们 只 需 处 理 ** 这 一 个 联结 词 ， 
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(3a)F Qx( Vyp ^) > Ox Vz(o(y/2) ^ p) 
(3a)F Qe (gr Vy) Qs Vz(p ^ (72) 
(3b) Qx( Aye ^ y) > Ox 3s(p(y/2) ^ p) 
(3b')F Qx(p^ Jyp) Ox Izle ^ (y/2)) 
(4a)F Ox( Vyp—>y) > Ox 3z(g(y/2) >) 
(4a) Qx(g— Vb) > Qa Vz( gp (y/2)) 
(4b)- Qx( Aye) > Qs Vz( o2) p) 
(4b) Qx( o 3yy) e Qr Izl eb (72) ) o 
AEG z 不 出 现在 各 个 等 价 关 系 的 左边 。 
例 9.3 寻找 下 面 两 个 公式 的 PNE: 
(i) Vx JyP(x, y)v 3x VyO(x, y): 
Vu[ 3yP(u, y)v 53x VyQ(x, y)] 
Vu3s[ Plu, v) v Ada VyQ(x, y)] 
Vudv[P(u, v) v Vx -VyQ(x, y)] 
Vudv( P(u, v) v Vx dy -Q(x, y)] 
Vu3vVwlP(u, v) v 3y -0(w, y)] 
VudoVw3z[ P(u, v) v 4Q(w, 2], 
(ii) Vx Vy[ A32 (P(x, 2) 4 Ply, 2))5 3u0(x, y, u)): 
VxVyVw[P(x, w)a Ply, w) d3uQ(x, y, u)] 
Vx VyVw 3z[ P(x, w)^ Ply, w)—Q(x, y, z)]. 
(证) 通过 如 下 过 程 可 以 得 到 公式 (i) 的 另 一 个 PNF: 
Vu[ 3yP(u, y) v ~3x VyO(x, »)] 
Vul 3yP(u, y)v Vx ^VyQ(x, y)] 
VuVw|[ 3yP(u, y)v ^VyQGw, y)] 
VuVw3v[P(u, v) v V yQCw, y)] 
VuNw3v[P(u, v) v dy ~w, y)] 
VuNXw3e3z[P(u, v)v 5Q(w, z)]. 
现在 可 以 把 谓词 演算 中 任意 语句 的 反 驶 证 明 问 题 归 约 成 该 语句 全 称 公 式 的 反 驶 证 明 
间 题 。 
定理 9.4( 斯 科 朗 化 ) 对 给 定语 言 C 中 的 所 有 语句 p， 在 通过 添加 新 的 函数 符号 得 到 的 
扩展 语言 C 中 ， 存 在 一 个 全 称 公式 o, 使 得 gp 与 p' 是 可 满足 等 价 的 。 
(注意 ， 我 们 没有 断言 公式 是 等 价 的 。 该 过 程 总 能 生成 一 个 pg'， 使 得 w' 一 p KK, 但 
eoo TX. PAPIS 4 给 出 了 一 个 例子 。) 
证 明 ”根据 定理 9.2， 假 设 o 已 是 前 东 范 式 。 令 y,，…， 7, 是 gp 中 存在 量词 约束 的 变 
元 ,它们 在 p 中 从 左 往 右 依 次 出 现 。 对 每 个 imn, m +,，…，x,, 为 全 称 量词 约束 的 变 元 ， 
且 其 出 现在 y, 之 前 。 对 每 个 im， 添 加 新 的 n, -元 函数 符号 f， 从 而 把 语言 LC 扩展 成 L'。 
现在 通过 如 下 过 程 生成 p: 首先 删 去 每 个 37, ， 然 后 用 Os, ，…，x。) 替换 y, 的 每 个 剩余 
出 现 。 我 们 断言 p' 即 是 要 找 的 与 o 可 满足 等 价 的 语句 。 验 证 该 断言 需要 多 次 用 到 下 面 的 
引 理 。 口 
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3[H 9.5 对 语言 L 中 的 任意 语句 = Vx, Ve, dy. o e = Vx Vxb(yfin, v, 
ATHAFNA, ARR BERE FR&ECT. 

证 明 令 C 是 通过 对 C 添 加 函数 符号 了 得 到 的 新 语言 。 显 然 ， 如 果 .4' 是 C 的 一 个 结构 ， 
.4 是 .4' 省 去 函数 符号 对 应 的 解释 而 得 到 的 结构 ， 且 .4'Fep'， 那 么 4Fp。 另 一 方面 ， 如 果 .4 
是 C 的 一 个 结构 ， 且 4Fep， 我 们 可 以 把 结构 .4 扩展 成 4， 方法 如 下 : 定义 六 ， 使 得 对 每 一 
个 a ，… ,aseEA=4'，AFy(y/A(a,，…，a,))。 显 然 ，A'Fp'。 注 意 , 可 能 为 0， 即 / 
可 能 是 一 个 常 元 符号 。 口 

推论 9.6 对 语言 C 中 语句 的 任意 集合 $5， 我 们 可 以 构造 语言 C' 中 全 称 语句 的 一 个 集合 
S'， 使 得 S$ 与 5S' 是 可 满足 等 价 的 。 这 里 L' 是 通过 对 [添加 新 的 函数 符号 得 到 的 扩展 语言 。 

证 明 对 5 中 的 每 个 语句 pg， 分 别 应 用 定理 9.4 提供 的 构造 方法 引入 新 的 函数 符号 f, 
并 生成 相应 的 全 称 语句 po $ 5' 是 所 有 这 些 语句 gp ' 的 集合 ，L' 是 LC 对 应 的 扩展 。 和 定理 9. 4 
的 证 明 一 样 ， 易 知 ， 如 果 £L' 的 某 结构 A' 是 S 的 一 个 模型 ， 那么 它 也 是 5 的 模型 。 如 何 将 S 
的 模型 扩展 成 8 的 模型 ， 定 理 9. 4 的 证 明 给 出 了 方法 : 每 次 定义 一 个 新 的 函数 符号 f,， 使 其 
与 已 经 定义 的 函数 符号 相互 独立 。 口 

例 9.7 与 例 9.3 中 前 东 范 式 相 对 应 的 斯 科 朗 化 结果 如 下 : 

(i) VuVw[P(u, fi(Qu)) v -0(w, hu, w))]o 

(ii) Vx Vy Vw[ P(x, w)^ Ply, w)—5Q(x, y, f(x, y, w))]. 

(iii) VuVw[P(u, fi(u, w)) v 5Q(w, flu, w)) lo 

例 9.8 对 于 标准 数学 结构 (比如 群 和 环 ) 的 公理 系统 ， 它 们 的 构造 过 程 中 就 有 很 多 常见 
的 斯 科 遍 化 的 例子 。 通 过 引 和 人 适当 的 斯 科 朗 函数 ， 形 如 VYx dyp(x, YY) 的 公理 可 以 替换 成 开 
AR ola, f(x)). 

作为 一 个 特例 ， 我 们 再 来 考虑 例 2.9 中 的 结构 ， BZ, ISI Vx dyA(x, y, 0) d E 
个 整数 都 有 一 个 相反 数 。 该 语句 的 斯 科 朗 化 结果 为 VxA(x, f(x)，0)。 PRES TRE 
映射 到 其 相反 数 -x 的 单元 函数 ， 于 是 斯 科 朗 化 的 语句 即 是 指 ， 对 所 有 x, x +( -x) = 

从 第 五 节 介绍 的 谓词 逻辑 的 子 句 形式 来 看 ， 每 一 个 语句 集合 都 有 一 A SESS 
子 句 形式 。 

推论 9.9 对 C 的 任意 语句 集合 S$， 存 在 (采用 第 五 节 中 的 术语 ) 一 个 公式 ， 即 语言 C' 中 
的 子 句 集合 T， 使 得 S 和 了 是 可 满足 等 价 的 。 这 里 L' 是 对 [添加 新 的 函数 符号 得 到 的 。 

证 明 考虑 推论 9.6 给 出 的 由 全 称 语句 Yxgp'(*) 构 成 的 集合 $'， 它 与 $ 可 满足 等 价 。 将 
S' 中 元 素 省 去 开头 的 全 称 量词 ， 得 到 的 开 公式 pg' G) 的 集合 记 作 7'。( 由 第 四 节 习 题 8 或 第 
六 节 习 题 03 4, o 与 9' 等 价 。) 如 果 将 L' 中 的 每 个 原子 公式 视 作 一 个 命题 字母 ， 且 对 每 个 公 
Hyp eT’, WH CNF FARA p, =p WALERIA CF 公式 的 集合 T, REARS 
7' 中 公式 对 应 等 价 : WEP OES, AU, Y momo. (HERAA, HHT e, v, 
于 wp'。) 于 是 ， 要 找 的 子 句 集合 了 就 由 基于 7 中 公式 o 的 所 有 合 取 式 构成 : 了 = (iy, 
GES}. 口 
习题 
L 令 p 和 由 为 任意 公式 ( 带 有 自由 变 元 )， 令 CC 表示 任意 的 量词 申 0,x,0,x,… 0,x,。 证 明 : WME o My Ss 


ffr, 则 Oxg 与 xy 等 价 。 GER: WORK BE n 作 归纳 。) 因 此 ， 在 证 明 (1a) ~ (4b ) 时 ， 假设 那些 公式 带 
有 自由 变 元 ， 而 初始 的 量词 中 02 为 空 。 
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Dd 


利用 常 元 定理 (第 四 节 习 题 8) 说 明 : 在 (1a) ~ (4b) m, 同样 可 以 假设 公式 中 不 带 自由 变 元 。 
从 语义 或 者 表 证 明 角 度 讨 论 (1a) ~ (4b') 的 永 真 性 。( 利 用 习题 1 和 2， 假 设 0x 为 空 ， 且 公式 中 不 带 自由 
变 元 。) 
. 令 p(x，7) 为 原子 公式 ，j 为 不 出 现在 p 中 的 函数 符号 。 证 明 : 语句 Yxp(x, f(x)) 一 Vxjyp(x，y) 永 
真 ， 但 它 的 道 Yx Jye(x, y) Vxo(x, f(x) EKA. 
. 找 出 下 列 语句 的 前 束 范式 并 斯 科 朗 化 : 
(a) VyC3xP(x, y)-Q(y, z))a 3y( VxR(x, y)v Q(x, y). 
(b) 3xR(x, y) o VyP(x, y). 
(e) Vx3yQ(x, y)v dx VyP(x, y) n33dx3yP(x, y). 
(d) AC Vx 3yP(x, y) o 3x dyR(x, y)) ^ Vx 53yQ(x, y). 
第 十 节 MAARA 
对 于 不 可 满足 性 的 二 分 法 以 及 表 证 明 的 完全 性 定理 所 蕴涵 的 模型 构造 ， 从 语句 集合 到 全 
称 公 式 集合 的 归 约 以 及 斯 科 朗 函数 的 引入 为 它们 提供 了 更 具体 的 方法 。 对 已 经 包含 各 种 斯 科 
朗 函 数 的 语言 C， 考 虑 其 中 任意 全 称 语句 构成 的 集合 S。 假 设 C 中 至 少 包含 一 个 常 元 c。 我 们 
断言 ， 要 么 $ 是 不 相 容 的 ( 即 不 可 满足 的 ) ， 要 么 存在 $ 的 一 个 模型 4， 其 元 素 是 语言 C 的 基 
本 项 。 由 于 在 L 的 每 一 个 结构 中 这 些 基本 项 都 有 相应 的 解释 ， 因 此 ， 在 菜 种 意义 上 可 以 说 ， 
这 就 是 的 一 个 极 小 结构 。 
定义 10.1 语言 LC 中 基本 ( 变 元 自由 ) 项 的 集合 叫做 [的 厄 布朗 域 (Herbrand universe), L 
的 结构 A 叫做 厄 布朗 结构 (Herbrand structure) ， 如 果 A 的 域 4 是 [的 厄 布朗 域 ， 且 对 [中 每 一 
个 函数 符号 /以 及 A PLE, oo, ns 
Fs) = fuut) 
(这 里 要 求 对 [中 的 每 个 常 元 符号 c，c* =c) 
厄 布 朗 域 让 我 们 联想 到 完全 性 定理 (定理 7.3) 证 明 中 生成 的 结构 。 正 如 我 们 所 见 ， 它 们 
的 确 密切 相关 。 同 时 注意 ， 我 们 对 LC 中 谓词 的 解释 没有 限制 ， 因 此 对 给 定 的 语言 C 可 以 有 很 
多 毛布 朗 结构 。 
定义 10.2 如 果 5S 是 语言 L 语 句 的 一 个 集合 ， 那 么 5 的 厄 布朗 模型 (Herbrand model) M 
是 S 的 模型 ， 且 是 上 的 厄 布朗 结 构 ， 即 S 的 所 有 语句 在 M 中 为 真 。 
例 10.3 如果 语 言 C 包 含 常 元 co，c， 一 元 函数 符号 /， 二 元 函数 符号 g， 谓 词 P，0，R， 
BBA CH Je ti BAR H W: 
{a,c f(a) fc) ,g(a,c) Ha) JfCe) f(g(a,c)) ,eCa.fCa)) g(a,f(e)), 
+ ,g(a,e(a,c)),-,e(f(a) flc)) Co) 
断言 : 对 由 全 称 语句 (或 开 公 式 ) 组 成 的 任何 相 容 集合 S， 存 在 一 个 厄 布朗 模型 。 如 果 S 
是 不 相 容 的 ， 则 其 不 可 满足 性 取决 于 基于 公式 基本 实例 ( 即 用 厄 布朗 结构 中 的 项 替换 S 中 由 
全 称 量 词 约束 的 那些 (自由 ) 变 元 得 到 的 实例 ) 的 真 值 函 数 。 
定理 10.4( 厄 布朗 定理 ) 令 S=j1pi(z，…，xu)| 为 语言 C 中 开 公 式 的 一 个 集合 。 以 下 
两 条 结论 之 一 成 立 ， 
(0S 4d —^ 6d Poem, 
(Gi)S 是 不 可 满足 的 ， 特 别 地 ， 存 在 8 中 元 素 的 有 穷 多 个 基本 实例 ， 其 合 取 式 是 不 可 满 
A. 
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PS 


CA 
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后 一 条 结论 等 价 于 

GAES 中 公式 的 否定 的 有 穷 多 个 基本 实例 ， 其 析 取 式 永 真 。( 由 于 我 们 可 以 将 这 些 
基本 实例 看 作 从 命题 字母 出 发 构造 而 来 的 ， 所 以 析 取 式 永 真 等 价 于 它 是 一 个 真 值 函 数 重 
言 式 。) 

证 明 令 S' 是 由 从 L 出 发 的 S 中 公式 的 所 有 基本 实例 组 成 。 对 任意 语句 a， 考虑 由 
Fianna) FM 5'( 仅 在 语言 中， 即 不 添加 任何 常 元 符号 ) 出 发 的 CST。 此 时 有 两 种 可 能 
的 结果 。 其 一 ， 该 表 中 有 一 条 (可 能 无 穷 的 ) 非 矛 盾 路 径 。 在 此 情形 下 ， 定 理 7.3 的 证 明 给 
出 了 $' 的 一 个 模型 4，.4 中 元 素 就 是 C 中 的 基本 项 ， 即 .4 是 8' 的 一 个 厄 布朗 模型 。 根 据 5' 的 定 
义 以 及 从 5' 出 发 表 证 明 的 定义 ， 对 每 一 个 ge5 以 及 厄 布朗 域 中 每 一 组 4 ，…，, t,, (th, …， 
!,) 在 A 中 为 真 。 因 此 ， 由 路 径 定 义 出 来 的 厄 布朗 域 上 的 结构 A 是 5 的 一 个 模型 。 

其 二 ,该 表 有 穷 且 矛盾 。 在 此 情形 下 ， 根 据 定义 ,对 5' 的 出 现在 该 表 中 的 那些 元 素 构 
成 的 集合 ， 该 表 是 其 不 可 满足 性 的 一 个 证 明 。 因 此 ， 得 到 如 (ii) 所 要 求 的 不 可 满足 的 合 取 
式 。 此 外 ，5 不 可 满足 : 在 5 的 任意 模型 中 ， 对 每 一 个 pes, pr, e, n DKA, Mo, 
(x1，…，%,) 对 自由 变 元 x,，…，%,, 的 每 一 个 实例 为 真 。 然 而 (六 ) 中 的 任何 例子 都 能 直接 给 
出 上 述 实例 的 一 个 集合 ， 使 得 该 集合 中 的 例子 在 任何 模型 中 都 不 能 同时 被 满足 。 

最 后 ， 根 据 定理 4.8， 将 变 元 自由 的 公式 视 作 命题 字母 。 于 是 根据 命题 规则 知 ，( 站 ) 中 
所 要 求 的 合 取 式 的 不 可 满足 性 等 价 于 各 成 员 之 否定 的 析 取 式 的 永 真性 或 重 言 式 。 因 此 ，(ii) 
与 (证 ) 等 价 。 口 

注意 ， 如 果 5 不 可 满足 (因而 (i) 不 成 立 ) ， 那 么 (ii) 直接 给 出 了 S 的 不 可 满足 性 。 因 此 ， 
我 们 要 么 能 够 生成 5 的 一 个 厄 布 朗 模型 ， 要 么 能 够 生成 一 个 特殊 的 有 穷 反 例 来 说 明 5 没有 
模型 。 

现在 对 厄 布朗 定理 作 一 些 变 化 ， 这 对 进一步 研究 消解 定理 证 明 以 及 PROLOG 将 会 特别 
有 有 用。 我们 也 可 以 应 用 该 结果 ， 将 谓词 还 辑 的 可 证 明 性 或 永 真性 直接 归 约 到 命题 逻辑 上 来 。 
下 面 首先 考虑 一 个 特殊 的 存在 公式 : 

推论 10.5 如 果 pg(%) 是 语言 L 中 的 一 个 无 量词 约束 的 公式 ， 且 至 少 使 一 个 常 元 符号 ， 
那么 了 zep(2) 永 真 ， 当 且 仅 当 存 在 人 的 基本 项 ?,， 使 得 p(Ti)v …v yg(?,) 是 重 言 式 。 

证 明 HEX, JxeGO AHS Vino) ADRES -9(z) 不 可 满足 。 根 据 定 理 
10.4(i) ，-p(*) 不 可 满足 ， 当 且 仅 当 存 在 LC 的 有 穷 多 的 基本 项 ?, ,使 得 p(T.)) v …v p(T,) 
是 重 言 式 。 口 

把 这 些 结果 转 化 成 第 五 节 的 子 句 术语 ， 就 能 得 到 下 面 的 结论 ， 它 将 对 谓词 演算 中 的 消解 
定理 证 明 起 到 关键 作用 。 

定理 10.6 子 句 集合 5 不 可 满足 ， 当 且 仅 当 5 中 子 句 的 厄 布朗 域 上 的 所 有 基本 实 鲍 的 
集合 S' 不 可 满足 。 

EA ”如果 S 中 元 素 的 一 些 实例 ( 厄 布朗 域 中 的 项 构成 的 实例 ) 组 成 的 某 个 集合 不 可 满 
足 ， 则 维护 其 成 员 子 名 永 真性 的 公式 S 肯定 不 可 满足 。 对 于 充分 性 ， 如 果 5 不 可 满足 ， 则 由 
厄 布 朗 定理 (ii) 知 ， 存 在 $ 中 子 句 的 实例 组 成 的 一 个 有 穷 集合 ， 它 是 不 可 满足 的 。 口 

对 于 前 面 的 厄 布朗 定理 ， 作 如 下 限制 ,5 仅 包 含 全 称 公式 。( 或 者 等 价 地 ， 只 考虑 子 句 
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的 集合 。) 习题 1 中 的 例子 说 明 我 们 所 作 的 限制 是 必要 的 。 另 一 方面 ， 如 果 进 一 步 限制 $ 仅 包 
含 程 序 子 句 ， 则 可 以 证 实 极 小 (事实 上 是 最 小 ) 厄 布朗 模型 的 存在 。( 见习 题 3。) 此 外 ， 考 虑 
PROLOG 感 兴趣 的 一 种 情形 ， 对 一 个 从 某 个 程序 子 句 集合 出 发 的 演绎 ， 我 们 可 以 像 推 论 10.5 
那样 仅 使 用 一 个 单独 的 永 真实 例 ， 从 而 消去 析 取 式 ， 也 即 是 说 ， 如 果 己 是 一 个 程序 子 句 集合 ， 
6(7Z) 是 一 个 原子 公式 ， 那 么 已 F 376(2Z) 纪 存在 厄 布朗 项 7， 使 得 忆 Fb(7)( 习 题 5)。 

最 后 ， 尽 管 与 消解 定理 证 明 没有 直接 关联 ， 我 们 还 是 可 以 通过 斯 科 朗 化 将 推论 10. 5 推 
广 到 任意 语句 的 情形 。 该 结果 给 出 了 谓词 逻辑 中 的 永 真性 在 命题 逻辑 中 的 等 价 形式 。 

定理 10.7 4 p ABELE- ARREADA, p AFN Tp HHREA, OZ)AVE 
语言 L' 中 的 开 斯 科 朗 化 ，L' 如 定理 9.4 FR. (GE X, 峭 中 的 自由 变 元 恰好 是 9 中 的 那些 被 存 
在 量词 约束 的 变 元 。) 则 gp 永 真 ， 当 且 仅 当 存 在 L' 中 项 Ff, o, T, EHE SO()v sv -0(7,) 
是 重 言 式 。 

证 明 根据 推论 10.5， 需 要 证 明 wp 永 真 ， 当 且 仅 当 3x-0(*) 永 真 。 现 在 我 们 知道 ok 
真 ， 当 且 仅 当 -e 不 可 满足 。 另 一 方面 ， 定 理 9.4 UE HH - o 可 满足 ， 当 且 仅 当 0(#) 可 满足 。 
Ki, 永 真 ， 当 且 仅 当 96(*) 不 可 满足 。 最 后 注意 ，0(3*) (或 者 等 价 地 ，VY #0) 不 可 满足 ， 
A BAM 3x50(X )K K C 
习题 
1. SCH BI ce 和 一 元 谓词 R 组成。 

(a)£ 的 厄 布朗 域 是 什么 ? 
(b)Z 可 能 的 龙 布朗 结构 是 什么 ? 
(c) 令 S$S=|R(e)，3x 一 R(x)}。 注 意 ，5 不 完全 由 全 称 公式 组 成 ， 所 以 5 不 是 子 句 形式。 证 明 : MRS 

"WE, HUC d BRE, 

. 令 L 由 常 元 c<、 函 数 f 和 一 元 谓词 R 组 成 。 

(a)£ 的 厄 布朗 域 是 什么 ? 

(b) 列 举 出 C 的 无 穷 多 可 能 的 挡 布朗 结构 。 

ER: 每 一 个 程序 子 句 的 集合 已 有 一 个 极 小 (事实 上 在 集合 包含 的 意义 下 是 最 小 ) 厄 布朗 模型 。( 提示: 
证 明 P 的 所 有 厄 布朗 模型 的 交 仍 是 P 的 厄 布朗 模型 。) 

4 M, 为 语 育 CL 中 程序 于 名 的 集合 PP 的 极 小 厄 布朗 模型 。 证 明 : 对 £ 的 每 一 个 原子 语句 pgp，MM,。 Fo, 4H 
(L3 o 是 P 的 一 个 逻辑 后 承 。 

令 P 是 程序 子 句 的 集合 ，G6 = 一 90(*) 是 一 个 目标 子 句 。 证 明 : WR PEI RARE, PUIG) 
是 不 可 满足 的 ) ， 那 么 存在 厄 布朗 项 , EPFO), (7R: WR P eI), 观察 极 小 模型 和， 并 
应 用 习题 4。) 

令 [ 为 不 含 鲨 数 符号 的 语言 。 描 述 一 个 程序 ， 使 得 对 给 定 的 任何 形 如 Vx,… Ya jy,… yp e 不 含 任何 
量词 ) 的 语句 光 ， 判 定 小 是 否 永 真 。 上 述 形 式 的 语句 叫做 语言 LC 的 V3 一 语句 。( 提 示 : 首先 应 用 第 六 节 习 
题 13 将 少 的 永 真 性 归 约 到 Jye 3y.g(cy，…，c,， Jis ons Y DK AE, XX Hn, oe, c, 为 新 的 常 
元 。 然 后 应 用 推论 10. 5。) 


te 
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条 十 一 节 & 一 
如 我 们 在 定理 9.4 所 见 ， 对 谓词 逻辑 中 的 每 一 个 公式 pp， 存 在 另外 一 个 开 公式 少 ， 使 得 


它 是 合 取 范式 并 且 其 可 满足 性 等 价 于 pg。 因此 ， 如 果 我 们 要 考虑 谓词 逻辑 中 公式 (的 集合 ) 的 
可 满足 性 ， 就 要 考虑 子 名 形式 的 开 公 式 。 它 与 命题 逻辑 的 情形 唯一 的 差别 在 于 ， 这 里 的 文字 
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是 原子 公式 (可 能 含有 自由 变 元 或 新 加 进来 的 斯 科 朗 函数 符号 ) 而 不 仅仅 是 命题 字母 。 当 然 ， 
含有 自由 变 元 的 子 句 与 其 全 称 闭 包 等 价 。 从 消解 定理 证 明 的 观点 来 看 ， 要 从 S 出 发 演绎 出 
口 ,谓词 逻辑 与 命题 逻辑 之 间 唯 一 的 差别 在 于 ， 如 何在 可 用 子 句 里 将 自由 变 元 实例 化 ( 即 作 替 
换 ) 才 能 应 用 归 约 规则 。 

当然 我们 可 以 像 厄 布朗 定理 的 表 证 明 那 样 ， 只 列 出 厄 布朗 结构 中 的 所 有 基本 项 替 
换 ， 并 以 此 为 输入 运行 我 们 的 消解 机 器 。 很 明显 这 不 是 一 个 高 效 的 程序 。 我 们 需要 更 好 
的 想法 。 

例如 ， 如 果 有 两 个 子 句 C, = {P(f(x), y), -Q(a, b, x)}, C,= IS POR COD, 
e(d))} ,我 们 应 当 能 够 直接 将 x. y 分 别 蔡 换 成 g(c), g(d)， 从 而 消解 C, 与 C, 得 到 
{1-0(a, b, g(c))}. GER C, 与 其 全 称 闭 包 Yx Vy(PCf(x), y)v 5Q(a, b, x) ) 等 价 ， 
从 全 称 闭 包 出 发 可 以 演绎 出 任何 替换 实例 。) 消解 证 明 中 作 替 换 的 一 般 方法 叫做 合 一 
(unification) (或 者 匹配 (matching) )。 在 给 出 谓词 演算 的 消解 算法 之 前 ， 首 先 描述 合 一 法 。 
要 描述 合 一 法 ， 我 们 需要 一 些 与 替换 相关 的 概念 。 

定义 11.1 i&0ddeix/n, x/h, «c, x, 7L] 的 有 穷 集合 ， 这 里 4x, 是 互 不 相同 
的 变 元 ,每 个 1 是 一 个 不 同 于 %, HR, WR 都 是 基本 项 ,， 我 们 就 把 8 叫做 基本 替换 
(ground substitution), w R t 是 互 不 相同 的 变 元 ,我 们 就 把 0 叫做 改名 替换 (renaming 
substitution ) 。 

由 于 要 考虑 子 句 中 的 替换 ， 必 须 定 义 9 在 子 句 C 上 的 操作 。 为 了 定义 不 同 蔡 换 的 结合 
(连续 运用 ) ， 先 来 定义 替换 0 在 项 上 的 操作 。 

定义 1L2 表达 式 (expression ) 是 指 项 或 文字 。 给 定 替换 与 表达 式 巨 (或 者 表达 式 的 集 
4 S), SU in, Mt, FRx, 在 巨 (S 的 所 有 元 素 ) 中 的 每 一 次 出 现 ， 将 得 到 的 结果 记 作 
E96( S96) 。 如 果 结 果 表 达 式 E60( 表 达 式 的 集合 99) 是 基本 项 ， 即 没有 变 元 ， 那 么 该 替换 叫做 
E(S) 的 一 个 基本 实例 。 

备注 ”把 替换 9 写成 由 形 如 x,/i; 的 一 些 元 素 构成 的 集合 ， 而 非 这 些 项 的 序列 。 这 是 因 
At $84 x, 是 同时 进行 的 ， 没 有 先后 顺序 。 因 此 ,在 Efx,/t;，xs/ts1 H, n SE x, 不 会 对 
t, P x, 的 任何 出 现 造成 影响 。 

例 11.3 

(i) 令 S={f(x, g(y)), Pla, x), Q(y, z, b), APly, x)}, 0S {x/h(a), y/g(b), 
z/c|。 那 么 SO= {f(h(a), g(g(5))), Pla, h(a)), QCg(b), c, b), aP(g(b), h(a))l]. 
这 里 8 是 一 个 基本 替换 ，59 是 S 的 一 个 基本 实例 。 

(六 ) 令 5 如 上 所 述 , o = 1x/h(y)，y/g(z)，z/cl。 那 么 

Se = {f(h(y),e(g(z))),Pla,h(y)), 0(g(z),c,b), S PCg C) ,h())] o 

替换 结合 是 关于 蔡 换 的 一 种 自然 操作 ， 即 定义 替换 00 如 下 : 对 任意 表达 式 E 应 用 替换 
0c 得 到 的 (90)， 与 对 E0 MJH o 得 到 的 (E90)o 完全 相同 。 

例 11.4 SE=P(x, y, w, u), BBB 8 = {x/f(y), y/g(z), w/v 与 o = |x/a, 
y/b, z/f(y), v/w, u/c}, 那么 E06=P(f(y), g(2, v, u), (E0)o =P(f(b), e(f(y)), 
w, c). Oo 是 什么 呢 ? BAS) ER x. AAR y, BB x/f(5)。 接 下 来 用 g(z) 替 
换 y， 然 后 用 Ay) 替 换 z， 如 此 得 到 yeg(CAy) )。 先 用 "替换 ww， 再 用 w Po, HERE w 
2， 它 不 会 引起 任何 变换 ， 故 而 可 以 略 去 。 对 o 的 替换 x/a 同样 不 影响 最 终结 果 ， 因 为 在 应 
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用 0 之 后 og 中 已 经 没有 x。 最 后 ， 对 o 的 替换 u/c 可 以 顺利 进行 ， 因 为 对 zx 的 任何 替换 都 与 
9 无关。 因此 , 0m ={x/flb), y/aCf(y)) , u/c, s/f(y), v/w}o 
根据 上 面 这 个 例子 ， 我 们 可 以 给 出 替换 结合 的 形式 定义 。 


$E X, 11. 5 

(G) X02 [x7t, +, xl. oiy/s,cco, ¥,/8, +, BA Oo HARRIT, sn, 
X,/,,0, VS 0n, Yu Snl APRM x, to 所 对 应 的 替换 x/tig Ay ex, cns, x, tb 
那些 替换 yi《si。 


(ii) S $$ ( empty substitution)e( 对 任何 表达 式 都 不 做 任何 变动 ) 是 恒 等 操 作 ， 即 be = 
eg =0 对 所 有 替换 0 都 成 立 。 

现在 验证 上 面 所 定义 的 将 换 结合 是 正确 的 并 且 满 足 结合 律 。 

命题 11.6 AREE RGRA EVA, V, o: 

(1) (Eg)o =E( 60), 

(ii) ($8)o 2 (00). 

证 明 令 6 与 o 如 替换 结合 的 定义 所 述 ， 峭 = |zaym ，…，zavre 。 由 于 替换 只 是 将 表达 
式 中 的 每 个 变 元 替换 成 某 个 项 ， 所 以 在 (i) 中 需要 考虑 为 变 元 的 情形 ， 比 如 =v。 在 (i) 
中 对 4b 分 别 应 用 (yw9)o，y(9o)， 验 证 结果 是 否 相同 。 


(让) 我 们 分 两 种 情形 进行 讨论 : 

情形 1: veir, e, alo EERE TF v8 =v，(wv9)o =v, Wve jiy ，…，7 | ， 那 
Avela c, x. Jio s Ynis AM vo =v=v(bo)， 因 此 4v 没 有 任何 变动 。 另 一 方面 ， 
如 果 对 某 个 j<n, vay, 那么 yg {x ，…，x,|， (v0) 0 zvo =s; 2v(00), 


情形 2， 对 某 个 i<n, v=x ÆRE F v6 =t;,，(w9)o =t.o， 而 根据 定义 ， 这 恰好 
是 v( 00) 。 
(ii) RSAC) T: 
v((960)o) = (o( $8) )o 
= ((w)80)o 
= (vp) (00) 
= o0(¢(0c)). 口 
因此 ， 在 书写 多 个 替换 相 结合 时 可 以 略 去 括号 ， 但 替换 上 的 结合 操作 不 是 可 交换 的 。 
(习题 3 要 求 读者 寻找 一 个 反例 。) 
对 于 替换 ， 我 们 最 感 兴趣 的 是 将 不 同 子 句 里 的 某 些 元 素 化 为 相同 表达 式 以 便 我 们 应 用 消 
解 规则 。 这 个 兰 换 过 程 叫 做 合 一 。 


定义 11.7 令 S= 1E，…，,E,| 为 一 个 表达 式 集合 ， 我们 说 替换 98 是 5 的 合 一 子 
(unifier)， 如 果 E10=E,0=… =E0， 即 S0 是 单元 素 集 。5S 是 可 合 一 的 (unifiable) ， 如 果 它 
有 一 个 合 一 子 。 

例 11.8 


(i) |P(x, a), P(b, c)INSIPQ(), z), Pla, w) | 都 是 不 可 合 一 的 (见习 题 2)。 

(Gi)S, = {1 P(x, e), Pb, e)) SS, 2 1P(f(x),y)，P(f(a)，w)| 都 是 可 合 一 的 。5,， 
可 由 1x/6| 合 一 ,并且 仅 需 这 一 个 替换 。5; 的 情形 就 不 大 相同 了 。6 = 1x/a，y/w| 可 以 合 一 
S,, 但 是 go = x/a,y/a,， w/al, im ix/a, y/b, w/b 以 及 其 他 很 多 替换 同样 能 够 合 一 5,。 
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这 里 ， 与 其 他 替换 相 比 ，9 的 优势 在 于 它 给 以 后 的 替换 提供 了 更 多 选择 。 如 果 首 先 应 用 9 来 
合 一 5,， 那 么 得 到 的 表达 式 P(f(a), c) RII we KE. MERENAH o Ry, F 
面 就 无 法 进行 。 男 一 方面 ， 可 以 对 9 分别 应 用 替换 1w/a} ，f 7/ 寻 得 到 ,水 。 我 们 在 下 面 的 
定义 中 表述 了 6 的 这 个 性 质 。 

定义 11.9 5 的 合 一 子 0 是 它 的 一 个 最 一 般 合 一 子 (most general unifier，mgu) ， 如 果 对 
SHEER- o, BERRA, EAO =O 

在 重 命 名 变 元 时 应 用 mgu， 结 果 是 唯一 的 : 

定理 11.10 如 果 6,， 乡 都 是 SS 的 mgu， 那 么 存在 改名 替换 o 与 A( 政 名 替换 只 是 将 一 些 
互 不 相同 的 变 元 替换 成 另外 一 些 互 不 相同 的 变 元 ) ， 使 得 S00 = Sj B. S0 = SA, 

WEBB 由 mgu 的 定义 知 ， 存 在 o 与 A, 使 得 Soo = Sy H SpA = S9。 不 妨 设 o 与 和 分别 
只 对 出 现在 Se 5 Sy 中 的 变 元 作 替 换 。( 由 于 0 与 少 都 能 合 一 S， 所 以 59 与 Sp 分 别 由 单个 
项 Eo 与 Ep AR.) Bi o ER a/t, RE 不 是 变 元 或 常 元 。 在 此 情形 下 ，Sbo = | E60 | 
中 表达 式 Boo 的 复杂 度 (比如 长 度 ) 严 格 大 于 50 中 Eo 的 复杂 度 。 由 于 用 项 来 替换 变 元 ( 比如 
A) 不 能 缩短 表达 式 的 长 度 ， 因 此 我 们 无 法 得 到 要 求 的 结果 : SUA = S00A = S0, Ro 中 有 
替换 r/e, 是 某 个 常 元 ， 那 么 没有 替换 ( 比如 A) REE Soo PRIA Ebo 的 c 回 到 Eo e So 
中 变 元 x, 的 实例 。 因 此 对 任何 A， 都 无 法 得 到 SoA = S96。 现在 我 们 知道 o 可 以 包含 如 下 车 
SR: 仅 将 一 个 变 元 替换 成 另外 一 个 变 元 。 如 果 o 对 互 不 相同 的 一 些 变 元 应 用 上 述 替 换 ， 那 
4 A 就 不 再 能 够 区 分 它们 了 。 因 此 o( 同 样 地 入 ) 仅 是 改名 替换 。 口 
习题 
1, 寻找 替换 来 合 一 下 列表 达 式 的 集合 ， 

(a) {P(x, fly), 2), Ple(a), Kw), u), P(v, f(b), e). 

(b) f Q(h(x, y), w), Q(h(g(v), a), f(v)), Q(h(g(v), a), f(b))}. 
. 解释 为 什么 例 8(i) 中 的 表达 式 都 不 可 合 一 。 
TA: 替换 的 结合 不 是 可 交换 的 ， 即 寻找 两 个 替换 o, A, E4 oA Ac. 
我 们 说 表达 式 EA FEAREN EP (variant) (或 者 已 是 严 的 另 一 种 形式 ) ， 如 果 存 在 替换 96， 峭 ， 使 得 
E0-FH Fy =。 注意 改名 替换 是 指 形 如 x,/y, ，…，zx,/y,1 的 替换 ， 这 里 x,，…， x, RE PRR 
WEG, ys s 是 下 中 互 不 相同 的 变 元 ， 并且 对 任何 i< n，y,zx;。 证 明 ; WR EA FEHU 
变形 ， 那 么 存在 的 一 个 改名 替换 o， 使 得 Eo =F, 


rat 会 一 算法 

本 节 给 出 一 个 算法 来 寻找 表达 式 的 有 穷 集 合 5 的 一 个 mgu。 先 来 看 两 个 例子 ，5, = 
(f(x, g(x)) Shy), ]&(56G200) 1, S S UO QG), g(x)), Kela), h(x))|,. PHAR S, 
和 S, 的 mgu， 注 意 两 种 情形 中 要 合 一 的 项 都 是 以 f 为 开始 。 显 然 ， 如 果 是 以 不 同 的 函数 或 谓 
词 符号 为 开始 ， 那 么 下 面 就 无 法 进行 ， 因 为 合 一 操作 仅仅 蔡 换 变 元 。 下 一 步 就 是 验证 $1( 5,) 
各 项 中 /的 第 一 项 和 第 二 项 。 如 果 可 以 用 一 个 替换 同时 合 一 它们 ， 那 么 就 可 以 合 一 51(5,)。 
X 5,, 分别 有 7 = ix, h(y)}, T, lg(x), e(h(z)) |}. OT &— T,, BoRRIBUINESUE 
Fi AC y) ERR x. BEBE T, 也 必须 作 相应 的 替换 ，7 中 两 项 分 别 变 为 e(h(y))，g(h(z))。 这 
两 项 的 第 一 处 差别 出 现在 y 处 。 现 在 可 以 应 用 1y《zl 合 一 它们 。 注 意 ， 所 有 替换 都 必须 应 用 
到 整个 表达 式 当 中 。 至 此 ,分 别 得 到 f(h(z),，g(h(z))), hlz), g(h(z))). At, 


REO 
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Ix/h(y)] iy/z] = {x/h(z)，y/z| 即 是 我 们 要 求 的 合 一 子 。 对 5,, ， 当 我 们 尝试 合 一 了 的 变 元 
时 ， 寻 找 合 一 子 的 过 程 就 终止 了 。 这 里 ， 对 于 S 各 项 中 f 的 第 一 项 {1h(x)，g(x)| ， 函 数 符 
号 而 非 变 元 出 现 了 差别 ， 因 而 没有 希望 合 一 它们 S 是 不 可 合 一 的 。 

通常 的 合 一 算法 是 沿 着 给 定 集合 中 的 每 个 表达 式 ， 确 定 第 一 处 出 现 不 一 致 符号 的 位 置 。 
如 果 在 所 有 表达 式 中 该 位 置 都 不 是 变 元 ， 则 给 定 的 集合 不 可 合 一 。 如 果 某 个 表达 式 在 该 位 置 
上 出 现 变 元 ， 则 可 以 用 另外 一 个 表达 式 中 相对 应 的 项 来 替换 它 。 只 要 被 替换 的 变 元 不 出 现在 
要 替换 它 的 项 当中 ， 该 替换 就 向 着 合 一 的 方向 前 进 了 。 反 复 执 行 这 一 过 程 ， 直 至 表达 式 集合 
被 合 一 。 下 面 我 们 形式 化 表述 该 过 程 。 

定义 12.1 令 5 是 一 个 有 穷 的 非 空 表达 式 集合 。 为 了 定义 5 的 不 一 致 集合 ( disagreement 
set), TAS 中 所 有 元 素 忆 出 现 不 完全 相同 符号 的 第 一 处 ( 即 最 左边 ) 位 置 。 对 每 个 Ee5， 
由 此 位 置 开始 的 那些 子 表 达 式 的 集合 叫做 5 的 不 一 致 集合 ， 记 作 DD(S)。( 从 形成 树 的 角度 
看 ， 是 寻找 每 个 表达 式 所 对 应 的 形成 树 上 按 字典 序 排列 最 小 的 那个 节点 ， 使 得 所 有 这 些 节点 
的 标签 不 是 由 相同 的 符号 开始 。D(S) 就 是 这 些 节点 标签 的 集合 。) 

ER, 的 任何 合 一 子 都 必须 能 够 合 一 DS). 

例 12.2 对 前 面 考虑 过 的 表达 式 集合 5S, = f(x, g(x)), Ahly), e(h(z))) | MS, = 
UChGD ,g(x))，f(g(x)， h(x))}， 不一致 集合 分 别 为 D(S1) = |x, h(y)}, DCS) = 
(h(x) ,g(x) Lo MT, 2S {x/h(y)} = (OQ, gE(h(y))), Ahly), e(h(z)))}, 不 一 臻 
集合 为 {y, zl. 

算法 12.3(5 的 合 一 算法 ) 令 5S 是 一 个 表达 式 集合 。 合 一 5 的 过 程 如 下 : 

RO: ASES, =E 

8 kel: wRS, 是 单元 素 集合 ， 终 止 算法 并 宣布 ooo, o, 即 是 S 的 一 个 mgu。 
车 不 然 ， 观 察 是 否 存 在 变 元 ov 以 及 不 包含 HR, 使 得 两 者 都 在 D(S,) 中。 如 果 不 存在 ， 
终止 算法 并 宣布 5 没有 mgu。( 注 意 ， 在 此 情形 下 我 们 至 少 清楚 S, 是 不 可 合 一 的 。) 如果 存 
在 ， 令 5 和 上 是 满足 条 件 的 (在 项 的 任何 国定 序 中 ) 最 小 的 。( 事 实 上 ， 可 以 非 确 定 地 选取 这 
样 的 和 上 让 算法 继续 进行 ， 这 在 本 节 最 后 一 个 定理 证 明 中 会 有 更 清楚 的 阐述 。) 令 ol,， = 
[vt], S,,,=S,0,,,, KERIB k2 H, 

B 12.4 考虑 表达 式 的 集合 

S = [PC yg (2) ) ,h(b)) ,PCCRQ») ,g Ca) ) D ,PUf(h(b) ,g(z)) x) | 

58 13b: S=Se=S.o, 不 是 单元 素 集合 。D(So) = |y, h(w), h(5)] 。 根 据 项 的 不 同 排 
F, o, 有 两 种 可 能 ，|y/h(w)| 和 {yAh(5)}。 事 实 上 选择 后 者 更 优 ( 见 第 2 步 ) ， 但 是 假设 
我 们 并 不 知道 ， 仍 令 o, = |y/h(w)1。 则 得 到 S, S,o, WF: 

{P(A(h(w),g8(z)),h(b)), PAAR(w),e(a)),t) ,PO(QR(G) ,gz)),h(w) ) | 
第 2 步 : D(5,) iw, bl, o; = {w/b1 (结合 第 1 步 ， 我 们 其 实 作 了 替换 | y/h(5)|)。 
Ry S, 是 
{P(ACh(Bb) ,g(z)) ,h() ) PFC hb) ,g(a)),t) ,POQRQG) ,g (2) ,h(O))] 
第 3 步 : D(S,) = jz， al, o, = {2/a}, M S, 是 
[PORC ,g(a)),h(b)), PCARCD) ,g(a)) DPCORCDD) ,gCa) ) CDD))1 
第 4 步 : D(S,) ={h(b), t}, o, 2 oO) 。 则 S, 是 
{PCARRCDD ,g(Ca)) ,RD)) ,PCfCA(b) ,g (a) ) RS)) ,PCICACD) ,g(a) ) ,A(b) ) | 
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第 5 步 : S 是 单元 素 集合 ， 于 是 $ mp 

ty/h(w) E {w/b} {z/a} {t/h(b)} = {y/h(6) ,w/b,z/a,t/h(b) } 

定理 12.5 对 任何 $， 合 一 算法 在 某 下 +1 步 终止 ， 且 给 出 一 个 正确 解 ， 即 要 么 宣布 $ 
是 不 可 合 一 的 ， 要 么 给 出 5 的 一 个 mgu， 即 由 =ooal…aol。 此 外 ,， 峭 有 一 个 特殊 性 质 ， 即 对 
S $6 4£ € & TO, 0-6, 

WEBB 首先 ， 算 法 总 会 终止 ， 因 为 $ 中 变 元 的 数目 有 穷 ， 而 算法 的 每 一 非 终止 步 都 会 消 
BRS 中 某 个 变 元 的 所 有 出 现 。 显 然 ， 如 果 算 法 终止 时 宣布 不 存在 合 一 子 ， 那 么 S 就 是 不 可 合 
一 的 。 另 一 方面 ， 如 果 算 法 终止 时 宣布 几 =uo…co, 是 5 的 一 个 mgu， 那 么 至 少 y 是 5 的 一 个 
合 一 子 。 假 设 8 是 5 的 任意 合 一 子 , 我 们 断言 6 = yp。 下 面 归 纳 证 明 对 每 一 个 ji， 0 = 
0,'0,0, 

Mi=0, 断言 显然 成 立 。 假 设 0 =0,0, 0,0 Ho,,,={0/t], RE ABER o0 
与 9 相同 。 为 此 证 明 它 们 对 所 有 变 元 的 操作 都 是 相同 的 。 对 xv, xo,,,0 显然 与 zg 相同 。 
XE v ARE, vo,,,0-10. Hi 04&— Soo, JER v 和 上 属于 D(Si…a,)， 因 此 6 也 必然 合 
— vH t, Bl :0 = v0, o 

这 里 给 出 的 合 一 算法 简单 但 是 低 效 。 搜 索 " 和 +#， 使 得 "不 出 现 于 上 中 这 一 过 程 可 能 会 花 
费 大 量 时 间 ， 因 为 我 们 很 可 能 要 检查 不 一 致 集合 中 的 每 一 对 条 目 ， 而 不 是 简单 地 取 我 们 磁 到 
的 第 一 个 变 元 和 项 。 例 如 ， 考 处 合 一 S= 1P(zm，…， x), PCC to), =, FO, 
3, 4))]: 

D(S$,) = 1%, f(x ,x,)15om = {x(x 5%) bs 

S, = {P(f(xo 5%) x, x) POS x.) , 

JUR 9) fno 29) ) LC 9 9) fua xu) bo 

D(S,) = ix, ff om) fo 2a) ) E504 = ffo os) fU x) ) | ;等 等 
注意 ， 在 宣布 o, 之 前 必须 验证 ,x, 不 是 f(x。，%。) 中 变 元 的 两 个 出 现 中 的 任何 一 个 。 对 o, 
有 四 个 出 现 要 验证 。 一 般 来 说 ，D(5,,,) 中 变 元 的 出 现 数目 是 D(5,) 的 两 倍 ， 因 此 “验证 出 
现 " 需 要 花费 指数 时 间 。 

事实 上 ， 现 在 已 有 一 些 更 为 高 效 的 (甚至 是 线性 时 间 的 ) 合 一 算法 ( 见 Martelli, 
Montannari [1982, 5.4]) 。 不 幸 的 是 ， 当 前 所 有 的 PROLOG 执行 程序 都 只 是 简单 地 略 去 “ 验 
证 出 现 ” 的 过 程 。 它 们 仅仅 选取 D(S,) 中 第 一 个 变 元 x， 并 在 贡献 x 到 D(S,) 中 的 那些 表达 式 
中 选取 第 一 个 不 同 于 % 的 项 :来 替换 x。 因 此， 执行 程序 相信 5 = {x, f(x)|] 是 可 合 一 的 。 
(实际 上 它们 无 法 进行 替换 操作 。 它 们 尝试 用 f(x) 替换 +*， 然 后 返回 x， 之 后 再 用 f(x) 替换 
x%， 如 此 反复 进行 。) 显 然 ， 这 种 合 一 方式 损坏 了 消解 方法 的 可 靠 性 。 因 此 ， 我 们 考虑 将 一 些 
针对 这 种 不 正确 演绎 的 保护 措施 添加 到 程序 当中 。 当 然 ， 只 有 对 PROLOG 的 演绎 机 制 有 了 
更 充分 的 认识 ， 我 们 才能 讨论 这 一 问题 ， 见 第 三 章 第 二 节 。 不 幸 的 是 ， 程 序 员 所 能 做 的 几乎 
所 有 努力 都 无 法 完全 补偿 略 去 “验证 出 现 ” 所 带 来 的 损失 。 不 过 在 本 章 推论 8.7 证 明了 ， 有 
一 些 程序 在 不 验证 出 现 的 情况 下 仍然 能 够 正确 运行 ， 并 且 这 些 程序 足以 演算 所 有 能 行 函 数 。 
习题 
1. 对 下 列 集合 应 用 合 一 算法 ， 找 出 其 mgu 或 者 说 明 其 mgu 不 存在 。 

(a) {P(x, y), Ply, f(z))! 
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(b) IP(a, y, fly)), Plz, z, u)} 
(e) | P(x, g(x)), Ply, y)1 
(d){ P(x, g(x), y), Plz, u, g(a)), Pla, g(a), v)I 
(e){Plg(x), y), Ply, y), Ply, flu) ) i. 

2. 对 下 列 集合 应 用 合 一 算法 ， 找 出 它们 的 mgu 或 者 说 明 它 们 是 不 可 合 一 的 。 
(a) IP(A(y), a, z), P(hCf(w)), a, w), P(h(f(e)), a, u)} —- 
(b) IP(h(y) , a, z), P(hCQQo)) , a, w), P(A(f(a)), a, b). 


第 十 三 节 if 解 


现在 描述 如 何 将 合 一 算法 和 命题 逻辑 中 的 消解 方法 结合 起 来 ， 从 而 给 出 消解 方法 在 完全 
谓词 逻辑 中 的 证 明 模 式 。 和 前 面 一 样 ， 我 们 考虑 子 句 形式 的 公式 。 值 得 注意 的 是 ， 这 里 的 文 
字 是 指 带 有 适当 自由 变 元 的 原子 公式 或 其 否定 。 第 九 节 和 第 十 节 的 结果 表明 ， 只 要 添加 函数 
符号 到 语言 当中 ， 每 一 个 语句 都 会 有 一 个 可 满足 等 价 的 子 句 形式 。 注 意 ， 一 个 语句 5 中 的 所 
有 变 元 都 是 局 部 的 ， 即 将 每 个 子 旬 视 为 其 全 称 闭 包 ， 于 是 5 就 成 了 全 称 量词 子 句 的 合 取 式 。 
Auk, 不同 子 名 的 变 元 之 间 没 有 任何 关联 。 为 了 从 语法 角度 描述 这 一 点 ， 我 们 在 同时 使 用 两 
个 子 句 时 通常 会 重 命名 变 元 ， 使 得 它们 不 含 公 共 变 元 。( 这 个 过 程 叫 做 标准 化 变 元 分 离 。) 

和 在 命题 逻辑 中 一 样 ， 至 多 含有 一 个 正文 字 的 子 名 叫做 Hom 子 句 。 其 余 术语 ， 比 如 程 
序 子 句 、 规 则 、 事 实 和 目标 ( 见 第 一 章 定义 10.4， 或 第 二 章 定义 5.1) 也 都 和 命题 逻辑 中 的 定 
义 相 同 。 因 此 ， 例 如 ，(PROLOG ) 程序 ， 就 是 仅 含 程序 子 名 的 公式 ， 程 序 子 句 是 指 恰好 含有 
一 个 正文 字 的 子 句 。 下 面 继续 使 用 PROLOG 符号 。 

例 13.1 考虑 下 面子 句 的 列表 





parent( X, Y):- mother(X, Y). (1) 
parent( X, Y):- father(X, Y). (2) 
daughter( X, Y):- mother(Y, X), female(X). (3) 
son(X, Y):- mother(Y, X), male( X). (4) 
child( X, Y):- son(X, Y). (5) 
child(X, Y):- daughter(X, Y). (6) 
daughter( X, Y):- father(Y, X), female( X). (7) 
son(X, Y):- father(Y, X), male( X). (8) 
male( jim). (9) 
male( tim). (10) 
female( jane). (11) 
female( pam). (12) 
father(jim, tim). (13) 
father(jim, pam). (14) 
mother(jane, tim). (15) 
mother(jane, pam). (16) 


这 些 子 句 的 PROLOG 版 本 如 下 ， 
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{ {parent(x, y), -mother(z, y)], 
[parent(x, y), —father(x, y)}, 


| mother( jane, pam) | |. 

也 可 以 写成 下 面 的 子 句 形式 : 

V x V y[ mother(x,y) — parent(x,y)] ^ 
V x V y[father(x,y)  parent(x,y)] ^ 
eA 

eA 

ern 

mother( jane, pam) , 

定义 13.2 假设 可 以 重 命名 C, 与 C, 中 的 变 元 ， 使 得 它们 不 含 相同 变 元 且 分 别 形 如 
CUP E+, PE}, CUUISP S, os, aPS,}. dX APT, S PE, PS, 
Ps,| 的 一 个 mgu， 那 么 Cig UC;o X C, 5 C, 的 消解 式 。(CG U Cio 也 叫做 父子 名 C, 和 C, 
的 儿子 句 。) 

C 的 从 5 出 发 的 消解 证 明 以 及 5 的 消解 反驳 ， 不论 是 线性 还 是 树 形 ， 都 和 命题 逻辑 的 定 
义 (第 一 章 定义 8.4 和 定义 8.6) 类 似 。 不 同 之 处 在 于 我 们 采用 的 消解 规则 是 上 述 给 定 的 版 
本 ， 而 且 对 任意 改名 替换 og 以 及 任意 CsS$， 人 允许 取 自 S 的 前 件 (或 等 价 地 证 明 树 的 叶子 ) 为 
Co, RUM, MEAS 中 元 素 的 所 有 重 命名 构成 的 集合 ， 定 义 丸 (3) 为 该 集合 下 的 消解 
闭 包 。 

在 上 述 消解 式 的 定义 中 ， 有 两 点 应 当 注 意 。 第 一 ， 变 元 的 重 命名 是 必要 的 。 例 如 ， 语 句 
(PC), POUC) (不 可 满足 并 且 ) 消 解 可 反 驶 ， 但是， 如果 不 重 命 名 变 元 ， 子 名 就 
无 法 合 一 。 第 二 ， 在 上 述 定义 中 不 能 像 命题 逻辑 中 那样 假设 4 或 m 为 1。 必 须 一 次 消除 若干 
文字 。( 这 一 过 程 通常 叫做 因子 分 解 (factoring)。) 例 如 ,5S = {P(x), P(y)}, ES PO), 
aP(y)} | (不 可 满足 并 且 ) 消 解 可 反驳 ,但 是 任何 从 5 出 发 且 一 次 仅 消除 一 个 文字 的 消解 证 
明 都 无 法 演绎 出 。 

例 13.3 (i 让) 通过 消解 

C, = (Q(x) ,= R(yY), P(x,7),P(f(z) f(2)) | 
与 
C, = [5 N(u) ,5 R(w) ,P(f(a) ,fla)), =-P(f(w) f(w))1 
来 得 到 | 
C, = {0(f(a)),— ROf(a)) = N(u), =~ R(Ca)] 
为 达 此 目的 ， 首先 通 过 mgu |x/f(a)，y/f(a)，z/a，w/a| 来 合 一 {P(x, y), P(f(z)， 
f(z)),P(f(a), f(a))，P(f(w)，f(w))}， 然 后 对 C, 和 C, 作 适当 的 替换 和 并 进行 消解 。 

(二 ) 从 与 例 13.1(3) 和 (16) 相 对 应 的 子 名 出 发 ， 可 以 通过 替换 |X/pam，Y/jane| 得 到 消 
解 式 | daughter( pam, jane), —female( pam) | . 

例 13.4 〈i) 从 下 面 的 (a) 和 (b) 出 发 ， 我 们 希望 得 到 (e) : 

(a) Vx VyVz[P(x, y) A PCy, 2) P(x, 2) ] (传递 性 ) 

(b) VaVy[P(x, y) PCGy, x) ] (对称 性 ) 
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(c) Vx Vy VzLP(x, y) ^ P(z, y)-9P(x, z)]. 
FEF RABAT, RATESGASIC, CH 出 发 推出 C; XR 
€, = {P(x,y) ,一 P(y,z) ,POGz) |， 
C, = |SP(u,v) ,P(v,u)], 
C, = |5P(x,y) ,-P(z,y) ,P(%,z)} 
(注意 ， 我 们 已 经 对 $ 中 的 子 句 作 了 标准 化 分 离 。) 
下 面 给 出 一 个 消解 树 证 明 ， 树 枝 上 标 出 了 消解 用 到 的 替换 。 为 明确 起 见 ， 我 们 还 用 下 划 


线 标 出 了 要 消解 的 文字 。 ` 
CERPEN) POP) {Plsv), Pu) =C 
E {ulx,v/z} 
io Pixy), = PC y.2),P0)} HPlu,v), P(w, u)} =C 


{u/z,vix} 


Cy- (P(u,v),P(v,u)} P(x, y), 2P09,2), P(x,2)} 
{ulz,vly} 
(PRY), PY) PE =C 


图 35 


4i) 用 下 面 的 消解 证 明 来 说 明 : son( tim，jim) 是 由 例 13. 1 中 的 子 句 消解 得 到 的 。 
(8)- (son(X, Y), —^father(Y, X), 5 male(X)} {father(jim,tim)}=(13) 





{son(tim,jim),7male(tim)} {male(tim)}=(10) 


{son(tim, jim)}. 


图 36 


在 上 面 提 到 的 这 些 例子 中 ， 我 们 可 以 利用 PROLOG 来 询问 消解 得 到 的 结果 。 如 果 数 据 
库 中 存 有 例 13. 1 中 的 子 句 ， 可 以 在 “? - ”提示 符 处 输入 要 问 的 子 句 “? - son(tim，jim).”， 
并 且 得 到 回答 “yes”。PROLOG 将 该 问题 解释 成 一 个 请 求 : 从 数据 库 出 发 证 明 son (tim, 
jim) 。 更 准确 地 说 ， 如 果 在 “?” 提 示 符 处 输入 正文 字 C, C, e, C, PROLOG 就 尝试 从 数 
据 库 5 和 目标 子 句 C = |-C,，…， 一 C,| 出 发 演绎 出 口 。 这 里 目标 子 句 G 也 可 以 写成 
:~ C1，C,，…，C,。( 注 意 ， 目 标 子 句 是 指 不 含 正 文字 的 子 句 ， 即 形 如 : - A, ，…，4,， 这 里 
A, 都 是 正文 字 。 由 上 述 这 些 例子 容易 体会 出 目标 子 句 等 术语 叫 法 的 由 来 。) 

WRC 是 基本 项 ， 那么 我们 期 望 得 到 口 的 一 个 从 SU | nC, e, nC 出 发 的 成 功 演 
绎 ,并 据 此 推出 所 有 C, 都 是 $ 的 后 承 。( 推 理 过 程 可 以 借助 谓词 逻辑 中 的 消解 可 靠 性 ， 即 下 
面 的 定理 13.6. fr C, 都 是 基本 项 的 情形 下 ， 我 们 也 可 认为 该 推理 过 程 是 由 命题 逻辑 中 的 消解 
可 靠 性 得 到 ,) 不 过 如 果 在 “?” 提 示 符 处 输入 一 个 含有 自由 变 元 的 原子 公式 ， 比 如 “male(X)， 
female( Y)", PROLOG 仍然 将 其 视 作 一 个 从 S 和 目标 子 句 | male( X), ~female( Y) | 出 发 证 明 
口 的 请 求 。 这 里 的 成 功 仅 指 从 S 出 发 得 出 结论 -VXVYY[ -male(X)v -female(Y) ] ， 因 为 子 句 
[2male( XY), —female( Y) | 76 VX VY[ 5 male( X) v —female( Y) ]。 也 就 是 说 ， 得 出 结论 dx 
3Y[ male( X) ^ female( Y) ] 。 而 实际 上 PROLOG 所 作 的 是 返回 一 个 替换 ， 比 如 说 =jim, Y= 
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jane， 这 也 验证 了 结论 AX IY[ male (X) ^ female (Y) ] 的 真 假 取 决 于 5 中 的 信息 ， 即 
| ^male(jim) ，~female(jane)| 与 $ 不 相 容 。 当 然 ， 在 实际 应 用 中 我 们 真正 需要 的 就 是 这 个 
正确 的 回答 替换 ， 而 非 一 般 性 的 断言 3X3jY[ male( X) ^ female(Y) |. 

定义 13.5 如 果 P 是 一 个 程序 ，G = 1 一 A1，…， 一 A,| 是 一 个 目标 子 句 ， 我们 说 (对 于 GG 
v E85) 4 4& 0 是 一 个 正确 的 回答 替换 (correct answer substitution)， 如 果 (Al A A, 入 … 人 入 4,)0 
是 PP 的 一 个 区 辑 后 承 (也 即 是 PP 的 全 称 闭 包 的 逻辑 后 承 )。 

注意 ， 根 据 第 十 节 习 题 5 中 万 布朗 定理 的 一 个 应 用 ， 如 果 PU 1C} 是 不 可 满足 的 ， 那 么 
存在 一 个 基本 替换 是 正确 的 回答 替换 。 .我 们 总 能 通过 消解 找到 这 样 一 个 替换 ， 这 就 是 完全 性 
定理 要 表述 的 思想 。 我 们 在 证 完 可 靠 性 定理 之 后 再 回来 考虑 消解 的 完全 性 。 在 本 节 及 下 一 节 
讨论 一 般 的 消解 方法 ， 关 于 PROLOG 中 要 用 的 特殊 搜索 程序 的 讨论 放 在 第 三 章 。 

定理 13.6( 消解 的 可 靠 性 ) ”如 果 口 ER(5)， 那 么 5 是 不 可 满足 的 。 

证 明 为 了 导出 矛盾 ,假设 AFS。 消 解 的 记 法 依照 定义 13.2。 我 们 要 证 明 的 是 : 如 果 
AFC, C, RC & C,, C, 的 消解 式 ， 那 么 4FC， 即 4FCr 对 每 一 个 基本 替换 7 都 成 立 。 
(车 如 此 ， 则 可 以 归纳 证 明 AFC 对 每 一 个 Ce 及 (S) 成 立 。 又 由 于 丸 (S) 包 含 口 ， 所 以 导出 矛 
盾 。) 这 里 唯一 需要 注意 的 是 : 若 4FC:， 则 .4FCic; 对 任意 o, 成 立 ， 因 为 C, 是 开 公 式 。 对 
T C-2CjaUC;o 中 变 元 的 每 一 个 基本 替换 r， 我 们 可 以 按照 命题 逻辑 的 情形 来 讨论 。( 见 第 
一 章 引 理 8.12 及 定理 8. 11,) 由 于 对 每 个 基本 替换 n, Clot 或 Cor 在 A 中 为 真 (哪个 为 真 取 
决 于 要 消解 的 文字 在 A 中 的 真 假 以 及 该 文字 在 哪个 Cir 中 作为 正文 字 出现 ) ， 所 以 它们 的 并 
集 Cr 在 A 中 为 真 。 口 

现在 将 谓词 逻辑 中 消解 方法 的 完全 性 证 明 归 约 到 命题 逻辑 的 情形 。 首 先 给 出 两 个 引 理 。 
第 一 个 引 理 ( 引 理 13.7) 是 将 命题 逻辑 和 谓词 逻辑 中 的 单 步 消解 联系 起 来 ， 而 第 二 个 引 理 ( 引 
38 13.8) 则 将 相应 的 结果 从 单 步 消解 推广 到 了 整个 消解 证 明 。 引 理 13.8( 经 常 被 称 作 提升 引 
理 ， 因 为 它 将 命题 逻辑 中 的 证 明 “ 提升" 到 了 谓词 远 辑 ) 对 于 分 析 消 解 的 各 种 限制 版 本 非常 有 
用 ， 这 在 第 十 四 节 以 及 第 三 章 第 一 节 都 有 体现 。 由 于 口 的 消解 证 明 用 处 尤其 广泛 ， 所 以 我 们 
将 其 作为 推论 13. 9 单独 列 出 。 

引 理 13.7 HC, Ci 分 别 为 C,，C:( 通 过 替换 8，6, 得 到 ) 的 基本 实例 ，C' 是 C1 与 
C; 的 消解 式 ， 那 么 存在 Ci 与 C, 的 消解 式 C， 使 得 C' 是 C 的 一 个 基本 实例 (如 果 Cl，C, KS 
公共 变 元 ， 那 么 该 实例 可 以 通过 0,0, 得 到 )。 

证 明 ”由 于 消解 规则 允许 重 命名 C,，C: 中 的 变 元 ， 所 以 不 妨 设 C,，C,( 因 而 9,，9, 也 ) 
不 含 公 共 变 元 。 由 于 C! = 0,0, 与 C; = C,0, 可 消解 ， 例 如 对 基本 文字 P(t, ocn, 上 与) 可 消解 ， 
那么 存在 文字 集合 

A, = {P(S,.).5PCS,,,,) | € C, 

和 

A, = {>P(S21) 7, 5PG,,DI € C, . 
通过 替换 0,, 6, PIESA LP, +, LATP, +, t) lo HFS Bi 0, AO, 中 
变 元 构成 的 集合 不 相交 ， 所 以 0,0, 同时 合 一 文字 集合 4, 和 4。 因此， 根据 谓词 演算 中 的 消 
解 定义 (定义 13.2)，C=((C -4)U(C -4,))a ÆC, 与 C, 的 消解 式 ， 这 里 o 是 

[SP(GG,u) 7 SPG,u)I U | SP(G) ss ,SPG,U)I 

的 mgu， 由 合 一 算法 给 出 。 接 下 来 只 需要 验证 C' 是 C 的 一 个 实例 。 我 们 断言 C' C0,0,. it 
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意 ， 由 于 0 合 一 了 -4 U4,， 合 一 算法 (定理 12.5) 给 出 的 mgu 所 具有 的 特殊 性 质保 证 了 
76,0, 20,0,, Aik 
C6,0, = ((C, - AQ) U (C, - A,)) 6,8, 
= ((C, ~A,) U (€, - A,)) 0,8, 
= (C,8, - A,6,) U (C,0, - 4,9,)( 根 据 变 元 的 分 离 性 ) 
(C'i {P(t )1) U (CC, ESPCO v6) D) 
= C'( 根 据 定义 ) 口 
引 理 13. 8( 提 升 引 理 ) 令 5 为 语言 LC 中 的 一 个 公式 ，5' 为 5 中 的 子 句 在 L 的 毛布 庆 域 中 
的 所 有 基本 实例 构成 的 集合 。 如 果 T' 是 C' 的 一 个 从 5’ 出 发 的 消解 树 证 明 ， 那 么 存在 [的 一 个 
FAC, C 的 一 个 从 5 出 发 的 消解 树 证 明了 以 及 一 个 蔡 搁 0, BH TO - T'CFp T Ho THREE 
一 棵 树 且 C0 = C;:，C,，C! 是 同一 裸 树 上 的 每 个 节点 分 别 在 T 了 和 7T' 下 的 标签 。 因 此 ，C'= 
CO). Hb, HORT Meh SMEAR, 并 且 每 个 R, 都 是 S 中 的 菜 个 S; 的 一 个 实例 ， 那 么 我 
们 可 以 将 了 中 相应 的 叶 节 点 标识 为 适当 的 3; 的 改名 。 
证 有明 对 从 S' 出 发 的 消解 树 证 明 的 深度 做 归纳 。 对 于 基本 情形 ，R, 是 5' 中 的 元 素 ， 由 
于 每 个 R, 都 是 $ 中 某 个 元 素 的 一 个 替换 实例 ， 引 理 得 证 。 现 在 考虑 C' 的 一 个 从 5' 出 发 深度 
为 n+1 的 证 明 。 该 证 明 由 两 部 分 组 成 : 首先 是 基本 子 句 C! ，C; 的 从 5’ 出 发 (深度 <n) 的 消解 
树 证明 Ti, T1, RAWE C, GA C'。 BUR P( os, t) EC, aP(t,, s, t) ECX} 
该 文字 进行 消解 得 到 
C’ = CU Ch- PC) 一己 (人 
由 归纳 假设 ， 我 们 有 谓词 子 句 C, CGAC, C, 的 证 明 树 T, T, 以 及 替换 9 0, E18 
T9, 2 Ti。(T, 的 叶 节 点 同样 已 由 归纳 假设 标识 出 来 。) 由 于 可 以 对 T,, T, 中 的 变 元 进行 改名 
替换 ， 所 以 不 妨 设 6, 0, 不 含 公共 变 元 。( 因为 消解 规则 允许 对 父子 句 作 任意 改名 替换 ， 所 
以 7 能够 保持 消解 证 明 。 由 于 引 理 只 要 求 叶 节点 标签 被 5 中 子 句 的 某 个 改名 所 标识 ， 所 以 
这 个 改名 并 不 影响 叶 节 点 被 适当 标识 。) 应 用 引 理 13.7 得 到 C, 与 C, 的 消解 式 C， 并 且 C = 
C919;。 现 在 通过 结合 T,, T,, WC, 与 C, 进行 消解 得 到 C 的 一 个 从 5 出 发 的 消解 树 证 明 7。 
由 于 9; 和 9, 不 相交 ， 所 以 T0,0, RAET, T, 上 分 别 为 716, ，7 6。 显然 ， 对 于 了 的 剩余 
WAC, A Cb0 =C'。 因 此 7 了 是 C 的 从 5' 出 发 的 谓词 逻辑 消解 证 明 ， 正 如 所 求 ， 而 0,0, 即 
是 这 个 引 理 要 找 的 替换 。 口 
推论 13.9 如 果 T' 是 口 的 一 个 消解 树 证 明 ， 并 且 树 上 每 个 叶子 L, 被 子 名 S, 的 一 个 基本 
实例 R, 所 标识 ， 那 么 存在 口 的 一 个 消解 树 证 明 T, Ch 7T' 树 形 相同 并 且 每 个 叶 节 点 工 被 5， 
(的 一 个 改名 ) 所 标识 。 
证 明 这 只 是 引 理 13.8 的 一 种 特殊 情形 ， 即 C' = 口 。 唯 一 需要 注意 的 是 ， 只 有 口子 名 
本 身 才 具有 替换 实例 口 。 口 
定理 13.10 消解 的 完全 性 ) ”如果 5 是 不 可 满足 的 ， 则 口 E RR(5)。 
证 明 令 5' 为 5 中 的 子 旬 在 £ 的 厄 布朗 域 中 的 所 有 基本 实例 构成 的 集合 。 根 据 厄 布 朗 定 
理 的 一 个 推论 (定理 10.6),，5 与 5S' 是 可 满足 等 价 的 。 因 上 此， 如果 假设 S 是 不 可 满足 的 ， 那 
4 $ 亦 是 不 可 满足 的 。 由 命题 逻辑 中 的 消解 完全 性 (第 一 章 定理 8. 15 或 定理 8.22) 知 , Ole 
R,CS') ， 这 里 用 R, 来 表示 命题 逻辑 中 的 消解 程序 。( 在 此 情形 下 通常 将 原子 公式 视 作 命题 字 
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母 。) 现 在 利用 推论 13.9， WAS SA eh B9 1 f SHE ARS 是 不 可 满足 的 ， 则 
Oe R(S)). Li 
习题 
1. 寻找 消解 式 : 
a) [P(x, y), Ply, 21, 1aAPCu, flu))} 
b)iP(x, x), aR(x, f(x))1, {R(x, y), QGy, z)} 
c) IP(x, y), aP(x, x), Q(x, f(x), 21, [500G), x, 2), Pla, 2)]. 
2. 把 下 列 语 句 转换 成 谓词 逻辑 ， 然 后 用 子 句 形式 表示 出 来 并 利用 消解 方法 证 明 结论 
a) 假 设 所 有 理发 师 都 给 那些 不 自己 理发 的 人 理发 。 此 外 ， 没 有 理发 师 给 那些 自己 理发 的 人 理发 。 推 出 结 
论 : 不 存在 理发 师 。 
b) 假设 John 喜欢 那些 自我 厌恶 的 人 。 推 出 结论 : 这 与 “John 不 喜欢 任何 自我 欣赏 的 人 ”不 是 同一 种 情形 。 
3. 假设 我 相信 下 列 所 有 四 个 表述 : 
(让 世上 有 龙 。 
(ii) 龙 要 么 在 洞穴 睡觉 ， 要 么 在 森林 猎 食 。 
(ii) 如 果 龙 饿 了 ， 它 就 不 能 睡觉 。 
(iv) 如 果 龙 累 了 ， 它 就 不 能 猎 食 。 
将 以 上 四 个 表述 转化 成 谓词 逻辑 。 利 用 消解 回答 下 列 问题 ， 
(a) SURJEAR T, ERR BUT AT 
(b) 如 果 龙 累 了 ， 它 会 做 什么 ? 
(假设 如 果 了 不能 做 了 Y， 那么 就 不 会 去 做 了 。) 
4. 〈a) 用 子 名 形式 表示 下 列 三 个 表述 ， 
CAA. 
(ii) 失 败 者 仰慕 所 有 人 。 
(说 ) 非 英雄 即 是 失败 者 。 
(b) FIRIAR SiR X, Y, CBRNE. 
S. I IU PAF ORAM RR. RSF RU RS RSs 
(i) PCa, x, fly)), Pla, z, f(h(b))), AQ(y, 2)1 
(ii) | 2QCh(5), w), H(w, a)} 
(iii) | 2P(a, w, f(h(5))), H(x, a)} 
(iv) {Pla, u, f(h(u))), H(u, a), Q(h(5b), b)] 
(v) i 5B(v, a)]. 
6. 考虑 下 面 七 个 语句 。 
(让) 即将 拥有 房地产 合伙 人 的 那些 股东 会 投票 反对 提案 ， 而 其 他 人 不 会 。 
(ii) john 和 jim( 同样 地 mary 和 jane) 将 会 建立 房地产 合伙 人 关系 ， 如 果 某 家 银行 愿意 为 他 们 提供 贷款 ， 
并 且 有 律师 能 帮助 他 们 拿 到 所 需 的 区 域 许可 证 。 
( 道 ) 如 果 没 有 律师 能 够 为 他 们 拿 到 所 需 的 区 域 许 可 证 ， 那 么 就 没有 银行 不 意 为 其 提供 贷款 来 建立 房地产 
合伙 人 关系 。 如 果 有 了 区 域 许可 证 ， 那么 再 有 一 个 良好 的 资产 评估 银行 就 同意 贷款 。 
( iv) john 和 jane 都 是 股东 。 
(v)joyee 是 一 名 律师 ， 只 要 你 有 足够 多 的 资金 ， 他 就 能 够 为 你 拿 到 区 域 许可 证 。 
(vi)john 拥有 巨额 资金 ， 他 和 jim 的 土地 已 经 获得 良好 的 资产 评估 。 
(vii 有 一 家 银行 。 
“将 以 上 语句 转化 成 谓词 逻辑 ， 用 子 句 形式 表示 出 来 ， 并 利用 消解 方法 推出 : 某 人 将 会 投票 反对 提案 。 
他 是 谁 ? 
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rae ”加 细 消 解 : 线性 消解 


在 生成 消解 证 明 的 过 程 中 ， 系 统 尝试 常常 会 显得 宛 赣 低 效 。 和 命题 情形 一 样 ， 我 们 可 以 
”对 消解 做 各 种 限制 ,使 其 更 加 高 效 。( 与 第 一 章 第 九 节 情况 类 似 的 ) 各 种 加 细 消 解 在 习题 中 
都 有 所 体现 。 第 一 章 第 十 节 对 于 命题 Hom 子 句 的 消解 作 了 加 细 ， 即 线性 消解 。 现 在 我 们 希 
望 在 完全 谓词 逻辑 中 分 析 线 性 消解 。 基 本 思路 是 通过 消解 的 一 个 线性 序列 而 非 分 叉 树 来 进行 
演绎 。 我 们 挑选 这 样 一 列 消 解 ， 使 得 (在 第 一 步 之 后 ) 每 一 步 消解 有 一 个 父 节点 是 前 一 步 消 
解 的 儿 节 点 。 

定义 14.1 CFI, SARS 

(1) C 的 一 个 从 5 出 发 的 线性 演绎 是 指 子 句 序 对 的 一 个 序列 (Co。， By), oos, (C,, B), 
满足 C。 和 每 个 B, 要 么 是 5S 中 元 素 的 改名 替换 ， 要 么 是 某 个 Ci，j < & C, (izn) X C, 
与 B, 的 消解 式 ; B.C, = C。 

GDC RMS 出 发 线性 可 演绎 的 ， 记 作 SF.C， 如 果 存 在 C 的 一 个 从 S 出 发 的 线性 演绎 。 
存在 的 一 个 线性 消解 反 驶 ， 如 果 口 是 从 $ 出 发 线性 可 演绎 的 。L(S) 是 由 那些 从 5 出 发 线性 
可 演绎 的 所 有 子 句 组 构成 的 集合 

我 们 画 出 了 一 个 线性 消解 ， 如 图 37 所 示 。 

下 面 的 这 个 例子 曾 在 第 一 章 例 10.2 出 现 ， 它 的 线性 消解 如 图 38 所 示 。 

S = lA,A,A,ALLA = dp(x),q(x) ],A, = {p(*),-79(x)}, 
= [-p(x),qG) LA, = Eop( x) ,9q(xz)1。 





{p(X),9(7)} {p(x),—9(7)} 
Co Pa Lo 
| {p(x)} (60.4001 
Ci B 4 
C, B, ta) Epe) 746) 
D (^P) po) 
C 口 
37 图 38 


定义 14.2 在 线性 消解 中 ，5 中 的 元 素 通常 称 作 插入 子 句 ， 而 C, 和 B, 分 别 被 称 作 中 间 
子 铝 和 边 子 句 。 

下 面 扩展 “ 父 ~ 儿 ”术语 系统 ; 在 C 的 从 5 出 发 的 消解 证 明 中 ， 将 子 句 C 的 祖先 定义 为 证 
明 树 中 在 C 之 上 的 所 有 子 句 。 这 样 一 来 我 们 就 能 重 述 线性 演绎 的 定义 如 下 : 每 个 C, 都 是 与 
其 祖先 或 某 个 插入 子 名 进行 消解 ， 得 到 C,,, 。 

我 们 希望 证 明 线性 消解 是 完全 的 。( 由 于 线性 消解 是 一 般 消解 的 限制 版 本 ， 因 此 其 可 靠 
性 不 证 自明 。) 为 了 最 后 的 妇 纳 推理 ， 也 为 了 将 线性 消解 应 用 到 PROLOG 当中 ， 我 们 实际 上 
证 明了 一 个 更 强 的 结果 : 它 对 线性 证 明 的 起 始点 ( 即 是 上 面 提 到 的 C。) 作 了 一 些 限制 。 

定义 14.3 UC S 是 3 的 一 个 支 集 (set of support), 如 果 S-U 是 可 满足 的 。 在 此 情形 下 
我 们 说 C 的 从 5 出 发 的 线性 消解 证 明 (C,，B,) (in) A ERU, SX C eU, 
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该 定义 的 直观 意义 如 下 : 对 于 公式 Se UNSAT， 导 致 $ 是 不 可 满足 的 “因素 "全 部 包含 在 
U (U XE Se UNSAT iE B" SE TE" IERI), 

现在 可 以 表述 完全 性 定理 的 一 个 加 强 版 本 。 

定理 14.4 如 果 SeUNSAT,， 避 是 3 的 一 个 支 集 ， 那 么 存在 3 的 一 个 带 有 支 集 U 的 线性 
BR. 

首先 要 做 的 是 将 定理 14.4 的 证 明 归 约 到 下 述 情 形 ，S 的 所 有 非 空子 集 都 是 其 支 集 。 

定义 14.5 5 是 极 小 不 可 满足 的 (minimally unsatisfiable ) ， 如 果 它 是 不 可 满足 的 而 其 所 
有 真子 集 是 可 满足 的 ， 即 对 每 一 个 CeS，1C1 是 的 一 个 支 集 。 

引 理 14.6 如 果 SeUNSAT， 那 么 存在 一 个 极 小 不 可 满足 的 S'C5。 此 外 ， 如果 U 是 5S 
的 一 个 支 集 ， 那 么 UN S' 是 S$' 的 一 个 支 集 。 

证 明 ”由 紧 致 性 知 ，5S 的 某 个 有 穷 子 集 是 不 可 满足 的 。 如 果 5' 是 5 的 包含 最 少子 句 的 一 
个 不 可 满足 子 集 ， 那 么 $ 肯定 是 8 的 一 个 极 小 不 可 满足 子 集 。 令 0 为 5 的 任 一 支 集 。 如 果 
UNS’'= 儿 ， 那 么 5' 就 包含 在 可 满足 集合 5 -U 当中， 导出 矛盾 。 因 此 ，5’'-(S'NU) 是 5' 的 
一 个 真子 集 ， 再 根据 $’ 的 极 小 性 可 以 得 到 ，5S' ~ (S'NU) 是 可 满足 的 。 口 

证 明 ( 定 理 14.4) 我 们 这 里 的 计划 仍然 是 将 证 明 归 约 到 命题 逻辑 的 情形 。( 至 于 命题 逻 
辑 的 情形 ， 在 后 面 会 给 出 证 明 。) 和 处 理 一 般 消解 的 手法 相同 ， 利 用 厄 布 遍 定 理 。 如 果 $ 不 
可 满足 且 有 支 集 U， 则 由 S 中 元 素 的 所 有 基本 实例 构成 的 集合 5' 也 不 可 满足 。5' 有 支 集 UV'， 
L 是 由 忌 中 元 素 的 所 有 基本 实例 构成 的 集合 。 我 们 希望 证 明 ， 口 的 从 5' 出 发 带 有 支 集 U' 的 
任何 线性 消解 证 明 T', pn] LL BETTE SICIBS A S 出 发 带 有 支 集 U 的 线性 消解 证 明 。 这 可 由 提升 
引 理 的 推论 13.9 直接 得 到 。 提 升 引 理 能 够 保持 消解 树 的 形状 ， 所 以 它 将 线性 证 明 提 升 到 线 
性 证 明 。 对 于 树叶 上 的 子 句 5,， 提 升 引 理 将 其 实例 R 提升 到 S (HAA). Al, MRT 
的 子 句 C'E Up, RC RU PREPS A C 的 一 个 实例 ， 从 而 Co' 被 提升 到 子 名 C( 的 一 个 
BUE). L1 

现在 来 证 明 命 题 演算 中 线性 消解 完全 性 定理 的 加 强 版 本 。 这 里 的 证 明 要 比 语义 或 序 消 解 
复杂 得 多 ， 但 它 与 支 集 以 及 第 一 章 第 九 节 习 题 3 提 到 的 锁定 消解 相关 联 。 

证 阴 ( 定 理 14.4 的 命题 版 本 ) 根据 引 理 14.6， 只 需 考 虑 那些 极 小 不 可 满足 的 S。( 根 
据 定义 ， 对 于 SSS，S8' 的 任何 带 有 支 集 Un S' 的 线性 消解 反 驭 都 是 S WHA RSE UWA 
消解 反 驶 。) 对 E(S) 作 归纳 ，E(5) 代 表 5 溢出 文字 数目 (excess literal number), BI S 中 文字 
出 现 的 数目 减 去 5 中 子 句 的 数目 。( 注 意 ， 在 定义 溢出 文字 数目 时 和 需要 S08 23.) 事实 上 我 们 
要 归纳 证 明 : 对 任何 CeS， 存 在 $ 的 一 个 由 C 开始 的 线性 反驳 ， 即 在 证 明 树 中 C = Ce。 对 
于 基本 情形 ， 如 果 E(S)-2-1, Des, AAA, WERK E(S)2 0. 

情形 1: C 是 单元 子 句 ， 即 其 恰好 包含 一 个 文字 4。 我 们 断言 必定 存在 一 个 子 句 Ces, 
使 得 t e C'。 若 不 然 ， 则 任何 满足 $ - C 的 指派 (根据 S 的 极 小 性 易 知 ，S - C 是 可 满足 的 ) 加 
上 《之 后 都 满足 S$。 注 意 《#C'。 因 为 如 果 《eC'， 那么 C' 是 重 言 式 ，5 就 不 是 极 小 不 可 满足 
式 ， 与 假设 矛盾 。 因 此 ， 由 S' 的 定义 (第 一 章 定义 8.16) 知 ，C'- 11 在 5' P. WEC = 
1 《1 ， 则 证 明 完成 ， 因 为 我 们 可 以 对 C 与 C' 消 解 得 到 口 。 下 面 假设 C' = 14 ，… 包含 不 止 一 个 
文字 。 由 于 SeUNSAT， 381225 — 3€8|388.19, S eUNSAT, JA S 出 发 构造 S! 的 过 程 中 所 消去 
的 每 个 子 句 都 至 少 包含 一 个 文字 (《) (又 是 由 定义 得 知 )。 因 此 ， 这 些 子 句 的 消去 并 不 能 增加 溢 
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出 文字 数目 。 另 一 方面 ， 至 少 C' 在 此 过 程 中 损失 了 一 个 文字 (t ) Alt, ECS) <E(S). 

下 面 断 言 : So 也 是 极 小 不 可 满足 的 。 假 设 De3S: 而 8$: -|D 是 不 可 满足 的 。 现 在 根据 
S 的 定义 ，De 5 或 者 DU 1{ 1 eS， 在 这 两 种 情形 下 都 有 f #D。 令 D' 表 示 S 中 的 任 一 子 句 。 
根据 S 的 极 小 不 可 满足 性 知 ，5 - 1D' 是 可 满足 的 ， 令 A 为 满足 它 的 一 个 指派 。 由 于 C= 
[£i e S- [D'|, 所 以 AFf。 现 在 考虑 任意 子 名 eS -1D| 以 及 相对 应 的 F'es-1D'|。 
HFA, AFF’, UE FF' 定 义 的 各 种 情形 下 都 有 AFF。( 和 从 了 D 出 发 定义 D' 一 样 ，F' 
EH FEX. JAE, AES - {Di ， 与 我 们 的 假设 矛盾 。 


我 们 的 归纳 假设 给 出 了 口 的 一 个 从 S 出 发 由 C' -14 开始 的 线性 消解 演绎 : (C, B), e, 
(C,, B,), AP C=C -itl BRB BARS 中 的 元 素 ， 要 么 是 某 个 C,(j <i)。C, 与 
B, 消解 得 到 口 。 分 段 构造 一 个 新 的 证 明 (D,，4,》， 使 得 第 i 段 以 及 = C, 结尾 。 首 先 令 D = 
Ie} =C 且 4=C'。 很 明显 它们 可 以 消解 得 到 D, = Cu。 现 在 采用 归纳 法 。 假 设 已 经 有 A, 
G«k)JER D, =C WRAHA <i, 有 Bi =C, HA ALS Ci( 由 归纳 假设 知 ， 它 是 之 前 
的 一 个 D。) 并 且 消解 得 到 D,,, = Ci,,。 否 则 ，B, e S$5， 我 们 要 考虑 两 种 情形 。 如 果 Bes, 
WA A, =B, 并 且 消解 得 到 D,,, = C. WEB €S, BABUlC} ES, SA,=B,U le] 
并 且 消 解 得 到 D,.=C,.,U10}. ERREF, & AL = 《1 并 且 消 解 得 到 D,,, = C,,,， 然 
后 继续 归纳 过 程 。 由 于 1t} = D,， 所 以 就 得 到 了 S 的 一 个 要 求 的 线性 消解 。 

WHE 2: C = 1f，…| 多 于 一 个 文字 的 情形 。 现 在 考虑 $: 。 由 情形 1 知 ， 它 是 极 小 不 可 
满足 的 并 且 其 溢出 文字 数目 少 于 $。 因 此 ， 根 据 归纳 ， 有 口 的 一 个 从 S 出 发 由 C - 1f| 开始 
的 线性 消解 演绎 。 如 果 对 每 一 个 中 间 子 名 以 及 那些 在 S^ 中 但 不 在 S 中 的 边 子 句 添加 24， 那么 
就 得 到 了 《1 的 一 个 从 $ 出 发 由 C 开始 的 线性 证 明 。 现 在 考虑 5’=S -1C| U11《|1， 它 也 是 
不 可 满足 的 。( 任何 满足 它 的 指派 都 满足 5。) 由 于 C 中 不 止 一 个 文字 ， 所 以 E(S') <E(5S)。 
现在 由 于 口 闪 8'， 对 任 一 SG S', E(S") < E(S'), MRM S"CS' 为 极 小 不 可 满足 子 句 ， 那 
么 由 归纳 知 ， 存 在 口 的 一 个 从 S"CSU {1f1 1 出 发 由 |1《1 开 始 的 线性 消解 证 明 。( 注 意 ， 根 据 
S 的 极 小 不 可 满足 性 ，S' - {| =S - {C1 是 可 满足 的 。 因 此 ，S' 的 任何 不 可 满足 的 子 集 5" 都 
必然 包含 | 《| ) 。 将 此 证 明 连 接 到 {1 的 某 个 从 5 出 发 的 证 明 的 末端 ， 我 们 就 得 到 所 要 求 的 5 
的 由 C 开始 的 线性 消解 。 口 

对 于 一 般 消解 的 加 细 还 有 很 多 ， 其 中 一 些 ( 比 如 序 线性 消解 ) 将 在 习题 中 给 出 。 后 面 我 
们 不 再 宽泛 地 考虑 一 般 性 的 问题 ， 而 是 将 重点 放 在 消解 在 Hom 子 句 中 的 特殊 应 用 ， 即 
PROLOG 的 演绎 机 制 上 。 
习题 
1. 根据 第 一 章 第 九 节 给 出 的 命题 逻辑 中 序 消解 的 模型 ， 完 整定 义 谓词 演算 中 的 序 消解 和 序 消解 反 驶 。 注 

意 ， 首 先 要 对 语言 中 的 谓词 符号 排序 。 
2. 表述 并 证 明 ; 谓词 逻辑 中 序 消解 的 可 靠 性 定理 。 
3. 表述 并 证 明 : 谓词 逻辑 中 序 消 解 的 完全 性 定理 。 
4. 定义 并 证 明 : 谓词 逻辑 中 下 一 消解 (第 一 章 第 九 节 习题 4) 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 。 
S. 定义 并 证 明 ; 18 8 3E rp sg AR CÓ — 3€ 58 7L75 23 BE 1) 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 。 
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进一步 阅读 建议 

要 搞 清 谓词 逻辑 的 起 源 ， 参 阅 van Heijenoort[ 1967, 2.1] 中 关于 Frege[ 1879 ] 的 部 分 。 

要 想 更 多 了 解 表 、 公 理 与 推理 规则 、 消 解 、 自 然 演 绎 和 矢 列 式 ( sequent) 的 谓词 逻辑 版 
本 ， 参 阅 第 一 章 结尾 处 所 列 参 考 书目 中 的 相关 主题 。 

有 关 ( 超 出 本 书 范畴 的 ) 模型 论 的 葛 基 性 工作 ， 可 以 参阅 Chang, Keisler[ 1990，3.4] 或 
者 参考 文献 列表 3.4 列 出 的 任何 一 本 教材 。Hodges[ 1993, 3.4] 涵盖 了 当前 该 学 科 的 很 多 
WA. 

要 搞 清 厄 布朗 域 和 合 一 的 来 源 ， 参阅 van Heijenoort[ 1967, 2. 1] 中 关于 Herbrand[ 1930] 
的 前 几 页 ， 或 者 参阅 Herbrand[1971, 2.3], 

Chang，Lee[1973，5.7] 以 厄 布 朗 定理 为 基础 ， 阐 述 了 数理 逻辑 的 基本 内 容 ， 这 本 书 还 
介绍 了 多 种 类 型 的 消解 。 关 于 厄 布朗 定理 ， 也 可 以 参阅 Loveland[1978, 5.7] Bibel[ 1987, 
5.7]。 

Lloyd[ 1987, 5.4] ÆX F PROLOG 理论 的 标准 教材 ， 它 也 给 出 了 一 个 广泛 的 参考 文献 列 
表 。 在 第 三 章 的 结尾 会 给 出 更 多 有 关 PROLOG 的 阅读 建议 。 
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第 一 节 SLD - 


本 章 考虑 用 于 谓词 逻辑 式 编程 的 PROLOG 语言 。 许 多 基本 术语 不 过 是 第 一 章 第 十 节 所 
介绍 的 基本 术语 的 谓词 逻辑 版 本 。 尽 管 如 此 ， 为 了 在 谓词 演算 中 证 明 消 解 定理 ， 我 们 仍 以 适 
当 的 形式 重 述 这 些 基本 定义 。 虽 然 PROLOG 采用 加 细 的 线性 消解 ， 但 是 我 们 对 它 所 做 的 论 
述 都 独立 于 线性 消解 (相当 困难 ) 的 完全 性 定理 (第 二 章 定理 14.4) 。 不 过 ， 我 们 假设 读者 熟 
悉 第 二 章 中 线性 消解 的 相关 定义 14. 1 ~ 14.3。 因 此 我 们 的 证 明 是 以 第 一 章 第 十 节 所 探讨 的 
命题 版 本 的 PROLOG 为 基础 ， 同 时 应 用 厄 布 朗 定理 (第 二 章 定理 10.4) 和 该 定理 所 给 出 的 谓 
词 逻 辑 向 命题 逻辑 的 归 约 。 如 果 能 用 第 二 章 第 十 四 节 的 知识 说 明 某 些 观点 或 者 简化 某 些 证 
8j, ， 我 们 就 用 * 标 出 这 个 替代 的 结果 或 证 明 。 

回顾 第 二 章 定义 5.1， 一 个 PROLOG 程序 PP 就 是 一 个 程序 子 句 的 集合 ， 所 谓 程序 子 句 就 
是 有 且 只 有 一 个 正文 字 的 子 句 。 我 们 在 提示 符 “?- "下 输入 一 串 正 文字 4 ，…，4, 进行 提 
fa], PROLOG 编译 器 把 输入 转换 成 一 个 目标 子 句 C = | -4 ，…，-4,}| ， 然 后 通过 检验 PU 
[C 是否 是 不 可 满足 的 来 回答 问题 。 下 面 我 们 来 描述 PROLOG 如 何 检验 PU LC) 是否 是 不 可 
满足 的 。 从 第 一 章 第 十 节 中 为 命题 逻辑 引入 的 线性 消解 方法 开始 ， 第 二 章 第 十 四 节 已 经 证 明 
该 方法 对 谓词 逻辑 是 完全 的 。 下 面 仅 考 虚线 性 消解 的 插入 版 本 。 一 般 来 说 这 种 版 本 的 消解 不 
是 完全 的 (由 第 二 章 定义 14. 1 之 后 的 例子 即 可 看 出 )， 但 它 在 PROLOG 环境 中 被 证 明 是 完全 
的 。 在 本 节 的 剩余 部 分 ， 设 已 是 一 个 PROLOG 程序 ，C 是 一 个 目标 子 句 。 

定义 1.1 线性 消解 证 明 (Co，Co，…，〈(C，C)，C 是 PU1CI 的 一 个 线性 播 入 
(消解 ) 反 驶 或 LI( 消解) 反 驶 ， 如 果 G =C, 6,, = 口 ，G; 是 目标 子 句 且 C, 是 已 中 子 句 (的 
政 名 )。 

“定理 1.2 4X PUIC| eUNSAT, 那么 PU1GC|l 有 一 个 线性 插入 消解 反驳 。 

“证 明 因为 每 一 个 PROLOG 程序 都 是 可 满足 的 (第 二 章 第 五 节 习 题 6)， 所 以 {C1 是 
PU |G| 的 支 集 。 根 据 线 性 消解 完全 性 定理 (第 二 章 定理 14.4)， 存 在 一 个 线性 反 了 驶 (6,， 
Co) ，…,《G,，C,) ， 其 中 Co = 6G。 我 们 断言 每 个 C; 是 一 个 目标 子 句 ， 并 且 如 果 不 考 碟 命 名 
方面 的 差异 ， 则 每 个 C, e P。 在 归纳 证 明 的 过 程 中 唯一 需要 注意 的 是 ， 两 个 目标 子 句 无 法 进行 
消解 ， 而 目标 子 句 与 程序 子 句 消解 的 结果 要 么 是 目标 子 句 ， 要么 是 口 ， 因 此 下 一 个 C, 必然 来 
H Po 口 

我 们 现在 知道 PROLOG 消解 证 明 的 一 般 模 式 : 线性 插入 消解 。 在 继续 考察 其 他 通过 
PROLOG 执行 的 加 细 消 解 之 前 ， 我 们 应 当 注 意 到 (所 有 消解 方法 的 执行 通常 都 是 如 此 )， 比 
如 说 ， 当 G= 和 -46，…，4,| 与 C= 18，-B。,，…，--B,| 在 4;=B 上 通过 mgu 0 进行 消解 
时 ， 编 译 器 不 会 检查 结果 中 是 否 有 要 消除 的 重复 (例如 ，4,06 =4A,0 $ A0 =B, 3R B0 =B). 
它 只 是 用 -B，…，-B, 取代 -4,， 然 后 把 0 作用 到 其 中 各 项 ， 不 做 进一步 的 简化 。 为 理解 
这 些 执行 ， 我 们 应 当 ( 像 机 器 那样 ) 把 子 句 看 成 有 序 子 句 (ordered clause) ， 即 文字 序列 ， 而 
非 文字 集合 。 如 此 一 来 ， 上 面 所 说 的 消解 就 是 用 =B, oo, BL, 替换 -4, 并 把 8 作用 到 序 
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列 的 每 个 文字 上 ， 从 而 得 到 下 一 个 (有 序 ) 目标 子 句 。 子 句 的 顺序 不 会 对 消解 结果 造成 严重 
的 影响 。 下 面 的 定义 和 引 理 将 说 明 这 一 点 。 

定义 1.3 

G)X Gz2|—5A, +, aA, Fe CE |B, AB, +, =B, AKETA O RA fo BH 
个 mgu， 那 么 可 以 在 文字 4; 上 对 G 和 C 做 有 序 消解 。 这 个 消解 的 (有 序 ) 消解 式 ((ordered ) 
resolvent) AFFA | 一 4。，…， SÅ; oB, co, Bas SAL, ALIA 

(ii) 如果 PU 1G| 是 给 定 的 有 序 子 句 集合 ， 那 么 PU |C| 的 线性 确定 反驳 (linear definite 
refutation) 或 者 LD -RRAARF A C, C, WARING, Co), +, (6,, €), PGG, 
GC, 7D, ACG 是 一 个 有 了 序 目 标 子 和 句 ， 每 个 C; 是 已 的 某 个 子 句 的 改名 ， 且 该 子 句 不 含 
GUSIA C,(k «i) P6 5, MEAG, (0sisn) 是 Ci 与 Ci 的 一 个 有 序 消解 式 。 如 果 
C, 不 为 口 ， 我 们 就 称 该 序列 是 一 个 LD -消解 证 明 。 

注意 ， 这 个 方法 没有 采用 合并 文字 的 策略 。 我 们 从 每 个 子 名 中选 出 一 个 文字 进行 消解 ， 
并 在 消解 式 中 删除 且 仅 删除 这 两 个 文字 。 

引 理 1. 4(LD -消解 的 完全 性 ) 如 果 PU 1G| 是 有 序 子 句 构成 的 不 可 满足 集合 ， 那 么 存 
在 PUI1G} 的 一 个 由 GC 开始 的 LD-RE, 

证 明 考虑 PU ci 在 适当 的 厄 布朗 域 中 的 (有 序 ) 子 句 的 所 有 基本 实例 P'UG', mdi 
朗 定理 (第 二 章 定 理 10.6) 知 P'UC' 是 不 可 满足 的 ， 再 由 紧 致 性 定理 (第 二 章 定理 7.9) ,存在 
P'UC 的 某 个 有 穷 子 集 是 不 可 满足 的 。 因 为 所 有 程序 子 句 集合 均 是 可 满足 的 (第 二 章 第 五 节 
习题 6) ， 所 以 任何 这 样 的 子 集 都 必 包 含 6' 的 元 素 ， 即 6 的 实例 。 令 P'U CX P'UC' 的 一 个 
极 小 不 可 满足 子 集 。 根 据 极 小 性 ， 存 在 C e 6"， 使 得 P'UG" - 16” | 是 可 满足 的 。 根 据 第 
一 章 引 理 10. 11， 存 在 PPUG” 的 一 个 由 6” 开始 的 LD -消解 反驳 。 利 用 下 面 的 引 理 1.5， 可 
以 将 该 LD - 反 驶 提升 为 PU CH LD - RR, 口 

“证 明 令 P' 和 16'| 分 别 为 对 应 于 P 和 {G1 的 无 序 子 句 集合， MP UIC TM LI-RR 
的 长 度 作 归纳 。 值 得 注意 的 是 ， 可 以 用 一 个 LD -消解 序列 来 替换 一 个 Li -消解 ， 这 样 也 可 
以 实现 LI 消解 中 所 进行 的 文字 合并 。 证 明细 节 留 作 习 题 1 ~2。 口 

引 理 1.5 提升 引 理 对 LD -消解 证 明成 立 。 更 确切 地 说 ， 第 二 章 引 理 13.7 对 有 序 消解 
成 立 ， 第 二 章 引 理 13. 8 对 LD 一 消解 证 明成 立 ， 第 二 章 推 论 13.9 对 LD -消解 反驳 成 立 。 

WA 该 证 明 本 质 上 与 第 二 章 第 十 三 节 的 证 明 相同 。 不 过 单个 消解 (第 二 章 引 理 13.7) 
的 提升 要 简单 一 些 ， 因 为 这 里 不 涉及 文字 合并 (所 以 那个 证 明 中 的 参数 mm An, 都 等 于 1). 
在 那个 提升 引 理 本 身 的 证 明 中 ， 我 们 注意 到 ， 对 线性 消解 来 说 ， 对 树 的 深度 作 归 纳 等 同 于 对 
证 明 长 度 作 归纳 。 树 叶 是 起 始 子 句 和 边 子 句 。 所 有 与 第 二 章 第 十 三 节 曙 同 的 证 明细 节 留 作 习 
题 3 ~5。 口 

下 面 描述 在 LD 一 消解 证 明 中 ， 应 当 如 何 从 GC, 中 选取 用 于 消解 的 文字 。 几 平 所 有 
PROLOG 执行 都 使 用 如 下 选择 规则 ， 即 始终 消解 C, 中 第 一 个 (最 左边 的 那个 ) 文字。 消解 式 
中 来 自 C, 的 文字 仍 保持 其 原来 的 顺序 并 且 放 在 所 有 来 自 C; 的 子 句 的 左边 。 我 们 称 之 为 SLD 
-消解 。(S 代表 selection。) 更 一 般 地 ， 可 以 考虑 任意 选择 规则 R， 即 任何 从 每 个 有 序 目 标 子 
名 中 选择 一 个 文字 的 函数 。 

定义 1.6 一 个 选择 规则 愉 就 是 从 每 个 非 空 有 序 子 句 C 中 选择 一 个 文字 RR(C) 的 函数 。 
PU CI 的 一 个 带 灵 的 SLD-I E PU/C) S —4 LD-R R(G,, Cy), 0, (6, €), X 
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中 R(G,) 是 该 证 明 第 i 步 所 消解 的 文字 。( 如果 没 有 指明 尺 ， 就 默认 采用 标准 选择 规则 ， 即 
总 是 选择 最 左边 文字 进行 消解 。) 

下 一 个 目标 是 证 明 SLD - 反 驶 的 一 个 完全 性 定理 。 首 先 沿 着 前 面 的 论证 思路 ， 应 用 关于 
SLD -证 明 的 提升 引 理 给 出 一 个 简单 证 明 。 在 命题 逻辑 的 层面 上 ， 该 证 明 的 核心 在 本 质 上 就 
是 第 一 章 定理 10. 13 ， 即 命题 逻辑 的 SLD -消解 完全 性 定理 的 证 明 。 将 该 结果 直接 提升 到 谓 
词 轩 辑 的 困难 在 于 ， 提 升 引 理 不 能 直接 应 用 于 带 任意 选择 规则 的 SLD -证 明 。 这 是 因为 ， 选 
择 规 则 从 某 个 子 句 的 谓词 提升 中 选取 的 文字 和 它 从 该 子 句 的 基本 实例 中 所 选 文字 的 提升 并 不 
一 定 相同 。 幸 运 的 是 ， 这 个 问题 对 于 一 大 类 选择 规则 而 言 并 不 存在 ， 包 括 总 是 选取 最 左边 文 
字 的 标准 选择 规则 。 因 而 ， 对 于 我 们 所 感 兴趣 的 那些 可 用 于 PROLOG 执行 的 选择 规则 ， 可 
以 直接 提升 命题 版 本 的 完全 性 定理 。 

定义 1.7 ARA R 是 恒定 的 (invariant) ， 如 果 对 每 个 (有 序 ) 子 多 C 和 每 个 替换 9， 
R(C8) = (R(C))8, 

注意 ， 标 准 选择 规则 显然 是 恒定 的 。 

定理 1.8(SLD -反驳 的 完全 性 ) 如 果 PU1C eseUNSAT， 则 对 任意 选择 规则 R, & 
在 PU 1G| 的 一 个 带 民 的 SLD -消解 反 驱 。 

证 明 ( 对 于 恒定 选择 规则 ) 除了 用 第 一 章 定理 10. 13 替换 第 一 章 引 理 10. 11 之 外 ,我们 
的 论证 与 引 理 1. 4 的 证 明 完 全 相同 。 然 后 应 用 带 恒定 选择 规则 的 SLD -消解 的 提升 引 理 ( 习 
题 6) 即 可 。 口 

对 于 任意 选择 规则 ， 现 在 可 以 给 定理 1. 8 提供 一 个 直接 但 是 相当 复杂 的 证 明 。 为 了 简化 
证 明 ， 先 证 明 一 个 引 理 ， 该 引 理 断言 一 个 独立 性 结果 : 给 定 一 个 由 6 开始 的 LD -反驳 ， 可 
以 找到 一 个 带 任意 选择 规则 的 SLD -反驳 。 然 后 由 引 理 1.4 可 以 直接 得 到 定理 1.8 的 一 般 形 
式 。 这 个 独立 性 结果 的 证 明 是 需要 技巧 的 ， 我 们 把 它 推迟 到 引 理 1. 12 。 

我 们 现在 知道 ， 以 “? -4,，…，4,.. "输入 一 个 问题 时 PROLOG 编译 器 需要 做 什么 。 它 
从 当前 的 程序 P 和 目标 子 句 C = | -4, ，…，=m4.| 中 搜索 口 的 SLD -消解 证 明 。 在 分 析 寻 找 
证 明 的 搜索 方法 之 前 ， 我们 先 考虑 会 有 什么 结果 。 如 果 搜 索 证 明 的 所 有 尝试 都 失败 ， 
PROLOG 回答 “no”。 如 果 找 到 了 一 个 证 明 ，PROLOG 给 出 一 个 回答 替换 (answer 
substitution), BJ C 中 变 元 上 的 一 个 替换 。 事 实 上 ， 如 果 编 译 器 所 找到 的 证 明 是 带 mgu 序列 
bo, 77, 0, 的 (G。，Co)，,…,，《G,，C,)， 那 么 它 给 出 的 回答 替换 是 限制 到 G 的 变 元 上 的 8 = 
90,…9,。 最 重要 的 是 ， 这 些 总 是 正确 的 回答 替换 ， 即 (4, A A 4,)9 是 PP 的 一 个 逻辑 后 承 。 

定理 1.9( 执 行 的 可 靠 性 ) 如果 0 是 PU1G|( 带 任 一 选择 规则 R) $6 SLD -反驳 所 给 出 
的 回答 替换 ， 那 么 9 是 正确 的 ， 即 (4 和 ^…A 和 4)6 是 尸 的 一 个 远 辑 后 承 。 

证 明 对 SLD- 反 驱 的 长 度 进行 归纳 。 对 于 基本 情形 ， 即 长 度 为 1 的 反驳 ，C= Ce = | -41 
ALC, = 181 是 带 9 的 单元 素 集 ， 而 96 是 14| 和 {1B| 的 一 个 mgu。 由 于 BeP， 所 以 B 与 它 的 蔡 换 
实例 Bo 都 是 P 的 逻辑 后 承 。 由 于 98 是 合 一 子 ， 从 而 证 得 Bo =46 也 是 PP 的 逻辑 后 承 。 现 设 G= 
[5A,, -+,74,| 且 PU1G1 有 一 个 长 度 为 n+1 的 SLD-RR, ZERRA G, 2G AC, = (B, 
2B,, 5B, EA, 上 用 mgu b 所 进行 的 消解 开始 。 其 消解 式 C 1S AS o. AL, 
-Bo,，… ,一 B,， 一 4,,1，"…， 一 4,}9,。 有 一 个 从 P 出 发 的 长 度 为 n 的 带 mgu 0' =0.…9, 的 SLD 一 
反驳 。 因 此 ， 根 据 归纳 假设 ，G1,9,9' 是 P 的 逻辑 后 承 。 令 0-06,0. HIT C, € P, Co he PH 
一 个 逻辑 后 承 。 这 里 C,0 等 价 于 (B06 A^ B,0) 一 B90。 所 以 根据 命题 逻辑 ，| -4,06，…， 
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-4 10，-B80，-4 9，…，-4.61 也 是 己 的 一 个 结果 。 因 为 9= 60', 9 也 合 一 4, 与 B， 
即 Ag - BO. DUE, 证 得 GO 是 P 的 一 个 逻辑 后 承 。 口 

从 某 种 意义 上 来 说 ，SLD -消解 提供 的 是 所 有 的 正确 回答 。 

定理 1. 10( 执 行 的 完全 性 ) 令 玉 为 一 个 选择 规则 。 如 果 已 F(4 AAA, JO BGS 
IA, c, 5A, ， 那 么 存在 PUT1GCI 的 一 个 带 尺 的 SLD -反驳 了 =((C.，C)》1isnm)y 给 出 回 
AGRAR O, 并且 存在 替换 由 使 得 Co = GOW。 

证 明 ( 对 于 恒定 选择 规则 ) ”对 PUIGo] RH RY SLD - 反 驶 的 长 度 n 作 归 纳 ， 证 明 存 
在 一 个 给 出 回答 替换 6 的 SLD - 反 驶 ， 并 且 存 在 一 个 替换 y 使 得 在 6 中 的 变 元 上 o -0p, X 
取 一 个 替换 y， 将 Go 中 的 所 有 变 元 蔡 换 为 新 的 常 元 ( 即 不 在 PU LG] 中 出 现 的 常 元 ) 。 由 于 
PE(A, atea A o, EA PU | Goy} € UNSAT, 4 T=((G,, Co lien) PUlGoyl lj — 
个 带 R 的 基本 SLD - 反 驶 。 根 据 RHEE, ERER y( 即 将 常 元 替换 为 原来 的 变 元 ) A 
得 PU | Co} Wh RAY SLD -RRT =((6,', C,') | i<n〉， 其 中 合 一 子 y, 限制 在 Go 中 
的 变 元 上 为 恒 等 映 射 。 根 据 习 题 6， 该 基本 反 驶 也 可 以 提升 PU GI 的 带 mgu 序列 2 ，…， 
6, 的 SLD — 5 W 

T” = ((G",C/) Vi « n) 
BRA G 中 选取 文字 -4,。 我 们 现在 能 应 用 归纳 假设 于 
G', 一 | Ago yt A, 0, 7 By soni 7 Bo mo A0, A0] 


6", = | Ay Oy 5*** 174,09, 7By 855°" s mBo, mg A057 ,34,0,1 
因为 Gi =G6" gy, =C" yok, Go, = Co 并 且 由 于 Tipo 合 一 A, 和 By; 所 以 ov, =op) , 
所 以 有 PUTCG"LEBS— 3E. RI mgu 序列 8! =, OLA SLD - 反 驶 ， 并 且 有 一 个 入 ' 使 得 在 C 


中 的 变 元 上 01…0'A' =o. IE x 出 现在 6 = Cs 中 ,但 是 x0, 不 出 现在 6G” 中， 那么 x0, 不 出 
现在 9; ，… ,8' 中 。 因 为 在 4。 中 的 变 元 上 0,0 =0, PUM A, 中 使 得 x0, 不 在 G", 中 的 每 个 变 
Fax, 4A(x) 2o(x), 可 以 将 和 A' 扩 展 为 A。 于 是 在 6 中 的 所 有 变 元 上 有 0,00: =o ,得 
证 。( 注 意 ， 对 出 现在 6 中 的 变 元 y，7yboa = yo.) o 

为 了 对 任意 选择 规则 给 出 定理 1.8 和 定理 1. 10 的 证 明 ， 我 们 现在 证 明 独 立 性 引 理 。 下 
面 先 给 出 在 一 个 LD -反驳 中 改变 其 所 选取 的 某 个 文字 的 基本 方法 。 


引 理 1.11( 交 换 引 理 ) 4 C= Go = [SA cn, AA, HBACG, Cy), 05, CG, €) 
为 PU | Go1 Ho EAR y uy, 7 LD EB, GE Ago, es 20 步 所 消解 的 
文字 。 则 存在 PU {G,| 的 给 出 回答 替换 日 =b…8 H —^ LD-ARIG, CD, =, (Gi, CD, 
其 中 在 第 s- 工 步 所 消解 的 是 4 …8, , Apoti RF COR C 的 改名 。 

WEB] 对 is 有 @C,={B,, 5B, cs, Bindo Ga 215A, oA, cons SALLE 
中 Aso =A, RER s -1 步 消解 4'。 因 此 

G, = {Ag 45 A! Bo +B, A AS ua 


Jf B. 6,, 是 GERB, o 00s oB, PRA, = 一 hy 之 后 再 应 用 y, 所 得 的 结果 。( 根据 LD - 
RRL, aB o, +, nB, n PRA RITE ,所 作用 。) 我 们 知道 Ap, v, = By, = 
Bp, p ATMREBA— AVM B,。 令 由; 为 相应 的 mgu， 并 令 入 WEY, aY m AS WE 
用 这 个 消解 取代 原 反 驶 的 第 -1 步 。 我 们 想 证 明 在 第 * 步 可 以 用 mgu ,在 文字 Ajp, ,上 消解 
C,_1。 如 果 还 能 够 证 明 这 个 消解 的 结果 是 6,,1 的 改名 ， 那 么 这 个 反 驶 余下 部 分 可 以 保持 不 





PROLOG 107 


变 ， 从而， 不 考虑 命名 方面 的 差异 ， 得 到 所 需要 的 结果 。 
首先 注意 到 ， 在 原来 的 反 驶 中 ，4 光 ,.， = B,.1y,_1。 结 合 这 一 事实 与 上 面 关于 A 的 关系 
得 到 如 下 等 式 序列 : ADU, A S AW, ib, SB, p,a, =B, apa 因此， 和 合 一 AUR 
B, ,=B,_,y!_1( 依 惯例 ，B,_, 中 没有 变 元 被 y'_, 作 用 )。 因 而 ， 正 如 所 要 求 的 那样 ， 可 以 用 
mgu 由 :消解 4'y'.,。 而 且 还 得 到 一 个 A'， 使 得 和 A =y'A'。 结 合 关于 A MMHER, Ay,, 
,= 由 1!A'。 如 果 现 在 可 以 证 明 存 在 一 个 替换 pE yy =y, 9， 那么 根据 第 二 章 
第 十 一 节 习 题 4， 我 们 就 证 明了 V; uie cu, 的 改名 ， 从 而 完成 证 明 。 关 于 gp' 存 在 的 论证 
和 4' 的 情形 相似 。 我 们 知道 在 原来 的 证 明 中 ,是 A! 和 B,.1 的 mgu， 从 而 Apiay =B, 
Vidi. BUE E pg， 使 得 yw! =y,.19。 然 后 注意 到 ， AM, ip SAIL = Bau 
BYy,..9. Bub, 合 一 4,_1 和 B,y,.1。 因 为 在 原来 的 证 明 中 沙 , 是 这 个 合 一 子 的 mgu， 所 
以 存在 o' 1818 p =y,p'。 结 合 这 一 点 和 关于 9 的 第 一 个 等 式 ， 有 yi!' papo, E 
口 
引 理 1.12( 独 立 性 引 理 ) 对 于 PU 1C| 的 给 出 回答 替换 9、 长 度 为 nn 的 任何 LD -反驳 和 
任何 选择 规则 RR， 奉 在 PU |G| 的 长 度 为 nn 带 民 的 SLD -反驳 给 出 回答 替换 站 ， 使 得 Cf X Co 
的 政 名 。 
证 明 对 给 定 的 LD -反驳 的 长 度 进行 归纳 证 明 。 通 常 ， 对 于 长 度 为 1 的 基本 情形 不 需 
要 证 明 。 设 有 PUG 的 一 个 长 度 为 上 +1 的 给 出 回答 替换 o 的 LD - 反 驶 。 令 ADR RA 6 HE 
取 的 文字 ， 并 设 它 在 给 定 的 LD - 反 驱 的 第 * 步 被 消解 。 应 用 引 理 1. 11s -1 工 次 ， 可 得 PUIG! 
-PUIG,| 的 一 个 给 出 回答 替换 p = pp o 的 LD - 反 驭 (Cu，Co)》，…，(6G,，C) ， 使 得 
A, 是 第 1 步 所 消解 的 文字 且 gp 是 6 通过 和 的 改名 。 现 在 应 用 归纳 假设 于 LD - I3 (G,, 
Ci), 7, (6, €), HA PUIG, IBS — AH R E LD -反驳 给 出 回答 替换 o, 使 得 
propa 20 ,其 中 力 ' 是 一 个 改名 替换 。 现 在 可 以 把 C=C, 与 C,( 通 过 mgu e) TE 4 上 的 消 
解放 在 这 个 反驳 的 前 面 ， 从 而 得 到 所 需要 的 PU LC) 的 给 出 回答 替换 pub' 的 带 尺 的 SLD - 反 
Re EEA Cp = Gogogp1…giA' = G,9A' = GoyAA'， 据 此 完成 归纳 证 明 。 我 们 现在 已 经 找 


到 所 要 求 的 SLD -反驳 和 改名 替换 和 A'。 口 

证 阴 ( 定 理 1.8 和 定理 1.10) 现在 ， 应 用 引 理 1.12， 由 引 理 1.4 立即 可 得 定理 1.8。 类 
似 地 ， 定 理 1. 10 可 由 引 理 1.4 和 前 面 对 恒 定 选 择 规则 所 证 明 的 特殊 情形 得 到 。 口 
习题 


l. 证 明 下 面 的 引 理 : 如 果 6 是 一 个 有 序 目标 子 句 ，C 是 一 个 有 序 程 序 子 句 ，C' 和 C "分 别 是 对 应 于 C 和 CH 
无 序 子 句 ( 即 对 应 的 序列 中 各 元 素 的 并 ) ， 并 且 目 标 子 名 D' 是 G' 和 C' 的 一 个 LI 一 消 解 式 ， 那么 存在 一 个 
LD -消解 序列 从 CAC 开始 ， 并 以 D' 所 对 应 的 有 序 目 标 子 句 D 结束 。 

应 用 习题 1 的 结果 ， 完 成 引 理 1.4 带 * 的 归纳 证 明 。 

对 于 有 序 子 句 和 LD 一 消解 ， 证 明 第 二 章 引 理 13.7。 

对 于 有 序 子 甸 和 LD 一 消解 ， 证 明 第 二 章 引 理 13. 8。 

对 于 有 序 子 名 和 LD -消解 ， 证 明 第 二 章 推论 13. 9。 

注意 到 ， 如 果 选 择 规则 是 恒定 的 ， 那 么 习题 3 ~5 的 证 明 对 于 SLD 一 消解 也 成 立 。 

令 3 为 语言 C 中 的 子 句 集 。$8 的 成 功 集 (success set) 是 由 上 的 谓词 的 所 有 基本 实例 4(5 ，…， 上 所) 构成 的 集 
合 ， 使 得 SU | A(t, +, n) }A—SAM RRM. WEA: 如 果 P 是 一 个 PROLOG 程序 ， 那 么 一 个 基本 原 
TAA AG, LE PARR, HARKER PMMA BRAD RAR, 

. 设 图 6( 作为 边 的 数据 库 ) 表 示 一 个 由 所 有 事实 “edge(n，m). ”构成 的 列表 ， 其 中 n，m 是 此 图 中 任何 有 
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一 条 边 相 连 的 一 对 顶点 。( 假 设 该 图 是 无 向 图 ， 从 而 “edge (n，m). ”出 现在 数据 库 中 ， 当 且 仅 当 
"edge(m, n). "也 出 现在 其 中 。) 用 一 个 PROLOG HJF & i i] "connected (X, Y)", (£44 connected (nn， 
m) 是 该 程序 的 多 辑 后 承 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 顶点 序列 n=n,，n,，…，n, =m 使 得 前 后 相继 的 每 一 对 顶 
点 ns nu X AA XE. 


Runt BAA: 搜索 与 回 滴 

虽然 SLD -消解 既 可 靠 又 完全 ， 但 是 已 有 的 PROLOG 执行 并 不 具备 这 两 个 性 质 。 问 题 有 
两 个 : 第 一 个 问题 ， 至 少 在 理论 上 较 小 的 一 个 问题 ， 是 合 一 算法 的 实现 。 正 如 我 们 前 面 所 说 
的 , 已 有 的 PROLOG 执行 在 合 一 算法 中 省 略 了 “出 现 检查 ”(occurs check)。 因 此 ， 举 例 来 
i, PROLOG 的 合 一 子 相信 六 与 /(X) 是 可 合 一 的 。 第 二 个 问题 是 ，PROLOG 的 定理 证 明 器 
仅 在 进行 SLD -消解 时 才 作 合 一 子 所 需要 的 替换 。 这 两 个 问题 合 起 来 破坏 了 系统 的 可 靠 性 。 
例如 ， 给 定 程序 : 

test :- p( X, X). 

pOX CX) ). 
和 问题 “? - tes. ", PROLOG 将 回答 “yes. ” 。 事 情 的 经 过 是 ， 定 理 证 明 器 说 要 验证 “test”， 我 们 
必须 验证 p(X, X) ABB p(X, f(X)), RRB P(X, X) 8 p(X, f(X) & i aUa —. 
合 一 子 回答 说 它们 可 以 合 一 。 因 为 不 需要 其 他 信息 (比如 ， 是 否 需 要 实例 化 “test”) ， 所 以 证 明 
器 对 我 们 的 问题 回答 yes" 。 因 此 ， 它 所 给 出 的 答案 就 不 是 程序 的 逻辑 后 承 一 一 违反 可 靠 性 。 

上 述 执 行 中 的 关键 在 于 定理 证 明 器 没有 实际 执行 合 一 子 所 默认 的 替换 1X/f(X)|。 假 如 
它 执行 该 替换 并 试 着 给 出 替换 结果 ， 那 么 它 就 会 陷入 无 穷 循 环 当 中 。 这 种 情况 可 用 下 面 的 程 
序 说 明 ， 

testi ( X) :~ p( X,X). 
P(X, fCX) ). 
如 果 现 在 问 “? -test (X). ”， 那 么 在 PROLOG 尝试 给 出 对 =fA(f(f(… 的 “正确 ”回答 替换 时 ， 
所 显示 的 是 不 断 循环 的 结果 。( 点 击 control-break 停止 显示 。) 在 搜索 某 个 SLD -消解 时 也 会 出 
现 这 种 情况 。 考 虑 下 面 程序 : 
test2 :~ p( X, X). 
pCX CX) ) :- p( X, X). 
对 于 这 个 程序 ， 唯 一 的 问题 是 没有 答案 输出 。 

可 是 ， 这 些 问题 在 通常 的 程序 中 也 会 出 现 。 当 然 这 两 个 问题 可 以 通过 正确 执行 合 一 算法 
来 消除 。 因 为 现在 已 有 相当 高 效 ( 即 线性 ) 的 合 一 算法 ， 所 以 这 是 一 个 合理 的 期 待 。 不 过 就 
目前 而 言 ， 人 们 已 经 可 以 相当 轻松 地 解决 第 一 个 问题 ， 这 也 为 解决 第 二 个 问题 奠定 了 基础 。 
在 编写 程序 时 ， 让 子 名 头 部 出 现 的 变 元 也 在 其 体 部 出 现 。 对 于 在 子 句 头 但 不 在 子 句 体 出 现 的 
变 元 天 ， 在 子 句 体 上 添加 不 = 工 即 可 。 这 样 ， 第 一 个 程序 变 成 

test :~ p( X, X). 
pOX CX) ) :- X 7 X. 

现在 ， 当 定理 证 明 器 要 消解 p(X, X) 和 P(X, f(X)) 并 且 合 一 子 说 它们 可 合 一 时 ,证 
明 器 要 求 给 出 这 样 的 替换 以 便 它 可 以 用 半 =X 的 替换 结果 取代 目标 子 名 中 的 p(X，X)。 由 于 
这 个 替换 是 循环 的 ， 证 明 器 将 无 法 完成 证 明 。 于 是 ， 这 个 简单 的 编程 技巧 又 恢复 了 PROLOG 
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证 明 器 的 可 靠 性 ( 当然 ， 代 价 是 增加 了 运行 时 间 ) 。 然 而 ， 完 全 性 是 另外 一 回 事 。 

PROLOG 执行 的 不 完全 性 来 源 于 搜索 SLD -消解 的 方法 。 设 给 定 一 个 程序 P 和 一 个 目标 
子 句 C。 我 们 希望 找到 PULGI 的 一 个 由 C 开始 的 SLD HARE. FE SLD ~ 消解 的 每 一 步 i,， 
唯一 要 做 的 选择 是 确定 用 P 中 的 哪 一 个 子 句 去 消解 当前 子 句 C, 中 最 左边 的 项 。 因 此 ， 可 以 . 
把 所 有 可 能 的 SLD -推导 构成 的 空间 表示 成 一 棵 树 : 根 节点 标记 为 C， 并 且 如 果 某 个 节点 的 
标记 为 G'， 那 么 其 所 有 后 继 的 标记 就 是 可 以 用 于 消解 6' 最 左边 项 的 P 中 的 所 有 子 句 。 我 们 
称 这 样 的 树 为 P 和 CG 的 SLD - 树 。 作 为 一 个 简单 例子 ， 考虑 下 面 的 程序 P 


P(X,X) :- q(X,Y) ,r(X,Z). (1) 
p(X,X) :一 s(X). (2) 
q(b,a). (3) 
q(a,a). (4) 
q(X, Y) :- r(a,Y). (5) 
r(b,Z). (6) 
s(QXD = q(X a). (7) 


P, 的 以 目标 子 名 6 = {| ap(X, X) FFA SLD - 树 如 图 39 所 示 。 我 们 在 每 个 分 支 上 标 
出 了 从 P, 中 选取 用 于 消解 的 一 个 子 句 。 习 惯 上 ， 后 继 是 按 从 左 到 右 的 次 序 排列 的 ， 与 P, 中 
子 句 出 现 的 次 序 相 一 致 。 对 应 着 "yes” 回答 的 成 功 路 径 以 口 结尾 。 在 每 个 成 功 路 径 的 末端 ， 
我 们 加 上 该 路 径 所 对 应 的 ( 口 的 ) 证 明 所 给 出 的 回答 替换 。 一 个 路 径 是 失败 路 径 ， 如 果 它 以 
ACT T8 CHAR, mP 中 没有 子 旬 可 以 消解 6' 最 左边 的 项 。 


wo o9 
~Y) or. Z) 


ay |o `o UNO 


C(hZ)  -'(aZ) -r(aY)-rCz) 545a) 


€ | | i4 [e NO 


E 失败 失败 (aa) 
Urb) T T | 


失败 





图 39 


我 们 看 到 ， 在 六 条 可 能 路 径 中 ， 有 三 条 失败 路 径 、 两 条 以 正确 替换 {X/bi 结尾 的 成 功 路 
径 和 一 条 以 正确 替换 |X/a| 结尾 的 成 功 路 径 。 

PROLOG 定理 证 明 器 总 是 首先 从 SLD - 树 最 左边 的 路 径 开 始 寻找 成 功 路 径 。 也 就 是 说 ， 
它 尽 可 能 用 PP 最 前 面 的 子 句 去 消解 当前 的 G6。 在 图 rp, 它 简单 地 沿 着 路 径 (1)，(3 ) ， 
(6) 找 到 正确 的 回答 替换 {X/51 。 当 定理 证 明 器 碰 到 一 个 失败 点 (failure point) (MAR BOF A 
不 能 进行 消解 ) 时 ， 它 就 回 淹 。 回 淹 是 指 沿 当前 路 径 返 回 直到 在 某 个 节点 处 发 现 一 个 向 右 的 
路 径 。 如 果 向 右 的 路 径 不 止 一 条 ， 它 就 选择 最 左边 的 那 条 。 定 理 证 明 器 重复 这 样 的 回溯 动 
作 ， 直 至 找到 一 条 成 功 路 径 。 

在 本 节 末 尾 给 出 程序 P,( 以 及 本 节 所 列 其 他 程序 ) 运 行 过 程 的 打印 件 ， 其 中 包括 带 “ 跟 踪 
(tracing) "的 运行 过 程 。( 上 跟踪 是 多 数 PROLOG 执行 所 提供 的 一 个 功能 ， 它 显示 在 SLD - 树 上 
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实际 搜索 的 每 一 步 。 它 是 理解 程序 的 控制 流 (flow of control) 和 调试 程序 的 重要 工具 。 注 意 ， 
形 如 “_ 0nnn” 的 项 仅仅 是 变 元 的 名 字 。) 

例如 ， 如 果 从 上 面 的 程序 P, 中 去 掉 子 句 (3) 得 到 程序 P,， 那 么 就 有 如 图 40 所 示 的 新 的 
SLD 一 树 。 


pOGX) 
P4 Xo 
4G Y) ^ (XZ) As(X) 
«/ MO XO 
~ra, Z) aa, Y), n r(X;Z) Aq(X,a) 
[7 Ns 
失败 失败 口 -ra,a) 
{X/a} 
AW 
图 40 


在 这 里 ， 定 理 证 明 器 首先 尝试 路 径 (1) (4), RM. RA, CAMB nX, Y), ar(X, 
ZHZ), KM. ZH, E—-RAMB p(X, X) 并 尝试 (2) (7), (4), ， 成 功 地 给 出 
[BA IR X =a, 

当 要 求 PROLOG 给 出 第 二 个 答案 时 ， 它 执行 同样 的 回 淹 动 作 。 因 此 ， 对 于 原来 的 程序 
P, 与 目标 |-pP(X，X) ， 即 “?-pP(X，X).”， 我 们 得 到 的 答案 是 “X = 5 一 "”。 如 果 现 在 通过 
WA ;要求 给 出 第 二 个 答案 ， 定 理 证 明 器 就 从 上 一 次 到 达 的 成 功 的 节点 开始 回 淹 ， 直 到 磁 
到 一 个 有 新 路 径 的 节点 一 一 这 里 是 —q(X, Y), ar(X, Z), Aa, ESEIR(A) 失败， 尝试 
(5) 失 败 ， 然 后 回溯 至 p(X，X)。 现 在 它 尝 试 (2) ，(7) ，(3)， 再 次 给 出 答案 铸 = 5b。 如 果 
再 一 次 输入 “ ;”, 它 就 从 刚才 的 成 功 节点 回溯 至 -gqg(X，a)， 尝 试 (4) 并 给 出 答案 X=a。 假 
如 再 一 次 要 求 给 出 其 他 的 答案 ，PROLOG 将 回溯 到 -gqg(X，a)， 尝 试 剩 下 的 路 径 (5)， 失 败 
并 且 报 告 说 “no” 一 一 没有 发 现 其 他 的 成 功 节点 并 且 没 有 其 他 的 路 径 需 要 尝试 。 

对 于 第 一 次 输入 的 问题 ， 如 果 得 到 回答 “no”， 其 情形 是 类 似 的 。 这 意味 着 SLD - 树 的 所 
有 了 路径 都 已 经 尝试 过 并 且 是 失败 的 。 根 据 一 般 完全 性 定理 知 ，PU {Gj 是 可 满足 的 ， 并 且 不 
存在 任何 替换 使 得 所 问 的 问题 是 P, 的 逻辑 后 承 。 根 据 执行 的 完全 性 定理 知 ， 当 输入 一 串 
“; 询问 之 后 最 终 得 到 回答 “no "时 ， 每 个 正确 回答 替换 都 是 所 给 出 的 某 个 回答 替换 的 实例 。 

这 种 搜索 方法 称 为 深度 优先 搜索 (depth-first search) 方 法 ， 因 为 它 在 沿 着 其 他 分 支 搜索 之 
Bj, 一直 沿 着 -- 条 路 径 尽 可 能 深 地 往 下 走 。 相 反 ， 在 如 图 40 所 示 的 树 中 沿 着 顺序 p(XX，X); 
-24(X, Y); mr(¥X, Z); ms(X); ar(b, Z); ar(a, Z); ar(a, Y); ar(a, Z); 
24(X, a); O; 失败 ; 失败 ; O; O; arla, a); 失败 搜索 的 方法 ， 称 为 广度 优先 搜索 
( breadth-first search), BR, 还 有 许多 混合 的 策略 。 在 我 们 的 例子 中 ， 深 度 优先 搜索 比 广度 
优先 搜索 快 得 多 (3 步 对 9 步 ) 。 事 实 上 ， 这 是 一 个 十 分 普遍 的 现象 。 深 度 优 先 搜索 通常 都 比 
广度 优先 搜索 快 得 多 。 显 然 ， 这 就 是 PROLOG 执行 采用 深度 优先 搜索 的 原因 ， 然 而 代价 也 相当 
高 昂 一 一 我 们 失去 了 SLD -消解 方法 的 完全 性 ( 与 执行 合 一 的 方法 是 完全 独立 的 ) 。 

一 般 完全 性 定理 保证 ， 如 果 PUIG] e UNSAT， 则 存在 一 个 (必然 是 有 穷 的 ) 由 6 开始 的 
SLD - 反 驶 证 明 。 如 果 有 一 个 长 度 为 的 反驳 ， 那 么 应 用 广度 优先 搜索 方法 搜索 至 树 的 深度 
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n 时 ， 即 我 们 已 经 遍历 了 每 个 长 度 为 n 的 可 能 路 径 时 ， 就 一 定 能 找到 这 个 证 明 。 可 是 ， 深 度 
优先 搜索 不 能 给 出 这 样 的 保证 。 问 题 在 于 树 的 有 些 路 径 可 以 是 无 穷 长 的 。 深 度 优先 搜索 会 让 
我 们 永远 保持 在 这 样 的 路 径 上 ， 无 法 得 到 存在 于 另外 一 条 路 径 上 的 简短 证 明 。 作 为 例子 ， 考 
虑 用 下 面 的 子 句 取代 P, 中 的 (6) 所 得 到 的 程序 P,: 
r(W,Z):-r(b,Z). (6') 
P, p(X, X)JE3KBS SLD - 树 如 图 41 所 示 。 


ApOGX) 
ay” (2) 

















2q(GY), S rX;Z) ^s(X) 
ay gj NO NO 
—"bZ) aZ) ~nat), XZ) aX) 
6')| | | Q/ (| NG) 
(6,2) 失败 失败 O aa) 
e| (by {Xa} | 


失败 
图 41 


从 图 中 可 以 看 到 ， 尽 管 沿 着 路 径 (2)，(7)，(3) 和 (2)，(7)，(4) 都 有 SLD - 5E, 但 
是 PROLOG 所 采用 的 深度 优先 搜索 将 不 会 发 现 它们 。 相 反 ， 它 会 沿 着 最 左边 的 路 径 (1)， 
(3)，(6') 无 休止 地 寻找 ， 然 后 永远 不 停 地 使 用 子 句 (6')。 

现在 可 以 看 出 ,为 什么 子 句 的 顺序 在 一 个 PROLOG 程序 的 实际 运行 中 起 着 关键 作用 。 如 果 交 
H P, 中 的 子 句 (1) 和 (2) 得 到 P,， 定 理 证 明 器 就 会 首先 找到 证 明 (2)，(7)，(3)， 然 后 找到 证 明 
(2), (7)，(4)。 只 有 此 后 再 次 询问 答案 时 ， 它 才 会 陷 人 该 树 的 无 穷 搜索 部 分 。 可 是 ， 重 排 子 句 
的 顺序 固然 是 一 个 重要 的 编程 想法 ,但 不 足以 保证 完全 性 。 为 了 看 清 这 一 点 ， 考 虑 程序 P: 


equivalent( X,Y) :~ equivalent( Y, X). (1) 
equivalent( X,Z) :~ equivalent( X,Y) , equivalent( Y,Z). (2) 
equivalent(a,b). (3) 
equivalent( b,c). (4) 


和 目标 子 句 G = —equivalent(c, a). ASLAM, equivalent(c, a) È P, 的 逻辑 后 承 (习题 1) 。 
问题 是 不 管子 句 (1) 和 (2) 在 程序 中 的 排序 如 何 ， 深 度 优 先 搜索 将 总 是 尝试 应 用 它们 中 的 第 
一 个 ， 因 为 对 于 任何 项 i, 和 1s， 两 个 子 句 的 头 都 可 以 与 任何 形 如 equivalent(t,, t) 的 表达 式 
合 一 。 因 此 ， 定 理 证 明 器 能 够 应 用 (1) 或 (2) ， 但 是 不 能 两 个 都 应 用 。 然 而 易 知 ， 如 果 从 P, 
中 省 掉 这 两 个 子 名 中 的 任何 一 个 ， 其 结果 与 6 的 合 取 是 可 满足 的 。 因 此 ,不 管 P; 中 子 句 的 
顺序 如 何 ， 没 有 深度 优先 搜索 可 以 找到 PU | GC] 的 SLD - 反 驶 。( 注 意 ， 即 使 这 里 采用 其 他 选 
择 规则 ， 深 度 优先 的 执行 方式 仍然 找 不 到 证 明 。) 因此 ， 深 度 优先 搜索 方法 尽管 效率 高 ， 本 
质 上 却 是 不 完全 的 。 在 下 一 节 ， 给 出 一 个 编程 工具 以 最 小 化 或 者 回避 这 些 问 题 。 在 第 四 节 中 ， 
简要 地 考虑 (特定 类 型 的 )PROLOG 程序 的 一 般 终止 问题 ， 其 中 的 程序 采用 标准 选择 规则 和 对 
SLD -- 树 的 深度 优先 搜索 方法 。 在 第 八 节 ， 证 明 PROLOG 程序 的 一 般 终止 问题 是 不 可 判定 的 。 
习题 

1. 找 出 P, U { —equivalent(c, a)| 的 一 个 SLD I 
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2. 证 明 : 每 个 程序 子 句 集 P 都 有 一 个 极 小 的 (实际 是 最 小 的 ) 龙 布衣 模型 MM,( 即 P 的 所 有 厄 布朗 模型 的 交 
还 是 P 的 厄 布朗 模型 )， 但 是 并 非 任 何 全 称 语 句 集 S 都 有 极 小 的 厄 布朗 模型 。 
3. 考虑 由 下 面 三 行 构成 的 程序 P: 


p(X,2) = qCX, Y) ,pCY,Z). (1) 
p(X,X). (2) 
q(a,b). (3) 


对 于 标准 选择 规则 和 总 是 选取 子 句 中 最 右边 文字 的 选择 规则 ,分别 画 出 P 与 目标 “? - p(X, Y). "f 
SLD 一 树 。 
4. a) 画 出 下 面 程序 和 目标 的 SLD 一 反驳 树 ， 以 表示 对 采用 标准 选择 规则 的 SLD 一 证 明 及 其 正确 回答 替换 的 
所 有 构造 尝试 。 
(1)p(X, Y): 5C(X) , (X). 
(2)p(X, Y)i-q(X, f(X)), r(CX, f(Y)). 
(3)q(b, Y). 
(4)g(a, Y)i-r(a, f(a)). 
(5)r(a, fla)). 
(6)r(b, f(b)). 
(7)s(a). 
(8)s(b). 
(9)t(a). 
His:?-p(X, Y). 
b) 用 PROLOG 搜索 与 回潮 等 术语 解释 ， 当 输入 “? -p(X, Y). ”并 且 反 复 地 用 “;” 询 问 更 多 答案 时 会 发 生 
什么 。 
5. 定义 下 列 关 于 列表 操作 的 PROLOG 程序 (列表 的 符号 表示 已 在 第 二 章 第 三 节 中 介绍 ) 。 
a)second, element( X, Y) Hi T sg OB" X ENE Y 8058 PIR”. 
b) substitute for second  element(Y, L1, L2) AFR Xi Wd" L2 是 由 LA 以 了 替换 其 第 二 个 元 素 而 得 ”。 
c)switeh( L, M) 用 于 定义 谓词 “M 是 由 工交 换 其 第 一 个 与 最 后 一 个 元 素 而 得 ”。 
d) 通 过 运行 一 些 例子 检验 你 的 程序 是 否 正确 ， 至 少 在 所 有 变 元 都 被 实例 化 之 后 ; b 是 不 是 [a,，[8, c], 
d, ej] 或 者 [a, b, cj] 的 第 二 个 元 素 ? [8，c] 是 不 是 它们 的 第 二 个 元 素 ? [e，[5，c] ，d] 是 用 [a， [5, 
c] ，d] 替 换 [a，b5，c] 的 第 二 个 元 素 的 结果 吗 ? [a, [a, [5, c]，d],c] 是 吗 ? [a, c, 58] 是 [a, b, c] 
交换 其 第 一 个 与 最 后 一 个 元 素 的 结果 吗 ? [c, b, a] Æ? 
e) 再 试 试 有 未 被 实例 化 的 变 元 的 例子 : 找 出 [a，[5,c] ，d,e] 和 [a,，6b5,c] 的 第 二 个 元 素 ; Alle, [b, 
c] ，d] 替 换 [a，b，c] 的 第 二 个 元 素 ， 再 用 b 替换 所 得 列表 的 第 二 个 元 素 ; 交换 [a，458，c] 的 第 一 个 与 
最 后 一 个 元 素 ， 再 对 所 得 的 列表 作 同 样 的 交换 。 现 在 尝试 下 面 的 一 些 例 子 ， 其 中 有 的 变 元 被 实例 化 
了 ， 有 的 变 元 未 被 实例 化 : 给 出 一 个 列表 ， 其 第 二 个 元 素 为 5; 给 出 一 个 列表 ， 其 第 二 个 元 素 被 》 取 
代 后 可 得 [ee， b, c]; 给 出 一 个 列表 ， 其 第 一 个 与 最 后 一 个 元 天 交换 后 可 得 [a,，b，c]。 
f) 根 据 上 面 的 例子 ， 关 于 你 的 程序 可 以 得 出 哪些 简单 的 全 称 断 言 呢 ? 作 为 一 个 PROLOG 问题 ， 尝 试 询 
问 是 否 用 一 个 列表 碟 的 第 二 个 元 素 替 换 其 第 二 个 元 素 所 得 的 结果 还 是 最 初 的 X。 类 似 地 ， 询 问 对 己 
的 第 一 个 与 最 后 一 个 元 素 相 互 交换 两 次 所 得 的 结果 是 否 还 是 和 。 试 解释 在 输入 这 些 问 题 后 所 得 的 
输出 。 . 
6. 跟踪 你 的 程序 对 习题 5 中 例子 的 执行 ， 并 解释 任何 反常 行为 (也 可 能 没有 ) 。 
在 习题 7 ~8 中 ， 我 们 用 一 元 函数 符号 (WREE, successor of) 来 定义 一 个 从 常数 0 开始 的 计数 
器 。 因 此 ,0 对 应 0，s*(0) 对 应 1，s(s(0) ) 对 应 2， 一 般 地 ，? (0)( =s…5(0) ， 其 中 函数 * BB nk) wa 
n。 不 要 使 用 PROLOG 内 置 的 算术 运算 。 
7. 编写 一 个 程序 ， 用 这 个 计数 器 计算 列表 的 长 度 。 试 试 下面 的 两 个 例子 : [a, b, c], [a, b, e, (5, e], 
[d,c，e]]。 当 你 尝试 寻找 一 个 长 度 为 3 的 列表 时 会 发 生 什 么 ? 
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8. 


10. 


11. 


和 


在 我 们 的 语言 中 加 上 两 个 谓词 符号 "add( 开 ， 了 ，2Z) ”和 “multiply( 下 ， Y, Z)”. 

a) 试 证 明 : 如 果 把 “0”" 解 释 成 自然 数 0 并 把 “* "解释 成 后 继 函 数 ， 那 么 下 面 两 行 PROLOG 程序 就 在 如 下 的 
意义 上 定义 了 10，s(0) ，s(s(0) ) ，… 所 表示 的 自然 数 上 的 加 法 ， 即 “add(s(0)，s (0), s'(0))” 
是 该 程序 的 一 个 逻辑 后 承 ， 当 且 仅 当 n+m=r; 

add(X,0,X). (1) 
add( X,s(Y) ,s( Z) ) :- add( X,Y,Z). (2) 

b) 编写 一 个 类 似 的 PROLOG 程序 用 加 法 和 后 继 定义 乘法 ， 使 得 “multiply(s"(0)，s"(0)，s'(0))” 是 该 程 
序 的 一 个 逻辑 后 承 ， 当 且 仅 当 mn =r。( 提 示 : x(y+1) 2xy +x。) 

c) 试 证 明 :“multiply(s"(0)，s"(0)，s'(0))" 事 实 上 是 该 程序 的 一 个 逻辑 后 承 ， 当 且 仅 当 mn =r, 


.回忆 在 第 二 章 第 五 节 中 定义 的 国际 象棋 棋盘 上 骑士 的 一 步 移 动 。 不 用 任何 内 置 谓词 ( 即 不 用 算术 、cut 和 


"na"), ， 写 出 a) ~e) 所 要 求 的 程序 。 
a) 编写 一 个 程序 ， 定 义 皇 后 的 一 步 移 动 。( 它 可 以 纵向 、 横 向 或 沿 着 对 角 线 移动 。) 
b) 编写 一 个 程序 ， 定 义 什么 时 候 皇 后 不 能 从 一 个 位 置 走 到 另 一 个 位 置 。 
c) 编 写 一 个 程序 ， 它 可 以 找到 一 种 办 法 在 每 一 列 上 放置 一 个 皇后 ， 使 得 每 个 皇后 都 不 能 移动 到 其 他 皇后 
所 在 的 方块 内 。 
d) 用 c) 中 的 程序 找到 那里 所 给 出 的 国际 象棋 问题 的 两 种 解决 办 法 。 
编写 一 个 程序 定义 函数 FLATTEN ， 除 了 最 外 面 的 括号 之 外 ， 它 消除 列表 中 其 他 所 有 的 方 括号 ， 即 它 给 
出 由 原子 构成 的 列表 ， 其 中 原子 的 顺序 为 所 输入 的 列表 的 书写 顺序 。 
考虑 下 面 的 程序 : 
tc( X,Y) :- r( X, Y). 
tc( X, V) +- r(X,Z) ,te(Z,Y). 
FXE, cla, 5) 恰 是 这 个 程序 和 边 数 据 库 的 逻辑 后 承 ， 仅 当 (a, 5) 在 第 二 章 第 七 节 习 题 11 所 定义 的 二 
元 关系 的 传递 闭 包 之 中 。 你 如 何 将 这 个 结论 与 那个 习题 的 结果 联系 起 来 ? (这 个 问题 也 与 第 一 节 习 题 8 
有 关 。) 
下 面 的 问题 是 第 二 章 第 五 节 习 题 7 ~8 的 继续 ， 并 且 遵 守 那 里 关于 家 谱 数 据 库 的 约定 。 数 据 库 的 打印 件 


一 些 警 示 语 句 包含 在 附录 B 中 。 这 些 问 题 还 用 到 了 习题 7 中 所 定义 的 计数 器 。 再 强调 一 下 ， 假 如 不 使 用 


数据 库 的 话 ， 就 直接 写 出 程序 定义 给 定 谓词 ， 并 解释 如 何 得 到 所 需 信 息 。 这 里 ， 除 了 解释 为 什么 你 的 答案 
在 语义 上 正确 之 外 ， 还 要 讨论 它们 作为 PROLOG 程序 将 会 如 何 运行 。 


12. 


13. 


a) Æ X. nthgrandfather( X, Y, s'(0)) URR X BY B n f ULRBRBI— ^E. (ons 1 表示 无 是 了 的 父亲 
开始 。) 

b) 用 这 个 程序 找 出 libni 的 祖父 的 曾祖 父 。 

c) 你 能 找 出 两 个 以 上 的 这 样 的 祖先 码 ? 如 果 数 据 库 没有 问题 的 话 ， 你 能 够 做 到 这 一 点 吗 ? 

d) 用 这 个 程序 找 出 levi 的 四 个 第 三 代 曾 孙 ( great-great-great-grandchildren) 。 

e) 找 出 esau 的 三 个 孙子 。 

a) 定义 cousin( X, Y), ， 表 示 互 与 了 是 通常 意义 下 的 第 一 代 堂 表亲 。( 译 者 注 : 见 下 面 英文 用 法 注释 。) 

b) 找 出 tola 的 五 个 堂 表亲 。 

c) 定 义 secondcousin( X, Y), RR AX 5j Y R58 (6E. 

d) 找 出 libni 的 六 个 第 二 代 堂 表亲 。 
回忆 美文 的 用 法 : 我 的 孩子 与 我 兄弟 的 孩子 是 第 一 代 堂 表亲 (first cousin) ， 我 的 孙子 与 他 的 孙子 是 第 
二 代 堂 表亲 (second cousin), ， 我 的 孩子 与 他 的 孙子 是 第 一 代 差 一 辈 的 堂 表亲 (first cousin once 
removed) ， 我 的 孩子 与 他 的 曾孙 是 第 一 代 差 两 辈 的 堂 表亲 (first cousin twice removed) ， 我 的 孙子 与 他 
的 普 孙 是 第 二 代 差 一 辈 的 堂 表亲 ( second cousin once removed) 。 

e) 定 义 cousin( X, Y, s°(0), s"(0)), RRX J& Y HR n RÆ m SERE 

f) 找 出 libni 的 七 个 第 二 代 差 一 辈 的 堂 表 亲 。 你 能 和 否 判 断 或 者 猜测 并 验证 他 们 与 d) 中 所 列 的 人 是 什么 关系 ? 

g) 找 出 libni 的 三 个 第 三 代 差 两 辈 的 堂 表亲 。 你 能 否 预 言 ， 你 的 程序 大 概 会 如 何 找 出 他 们 与 libni 的 关系 
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( 即 沿 着 什么 样 的 路 径 找到 这 些 实例 )? 
14. 在 处 理 实际 家 谱 数 据 库 的 时 候 ， 各 种 各 样 的 反常 情况 会 潜 人 你 的 结果 中 。 考 虑 下 列 关 于 数据 库 的 典型 
问题 ， 它 们 可 能 影响 到 你 的 程序 。 

a) 同 一 个 数据 可 能 被 记录 了 两 次 。 例 如 ， 事 实 fatherof( abraham, isaac) 在 数据 库 中 出 现 了 两 次 。 这 会 导 
致 错误 的 答案 吗 ? 如 果 有 影响 的 话 ， 那 么 它 会 对 程序 运行 造成 什么 影响 呢 ? 比如 ， 考 虑 习题 12 中 关 
于 祖先 或 者 习题 13 中 关于 第 n 代 差 m ETIEORGETBUTE , 

b) 不 同 的 人 会 有 相同 的 名字 ， 我 们 的 数据 库 也 是 这 样 的 ， 即 对 同名 的 人 未 加 区 分 。( 比 如， 看 一 看 谁 是 
enoch 的 父亲 。) 这 会 对 关于 祖先 和 堂 表亲 的 程序 造成 什么 影响 ? 你 能 设计 一 个 方法 ， 识 别 数据 库 中 的 
人 ， 从 而 消除 或 者 削弱 这 一 问题 的 影响 吗 ? (提示 : 考虑 使 用 计数 器 。) 再 次 考虑 enoch 的 父亲 ， 并 看 
看 你 有 没有 消除 ancestor( X, X) 的 所 有 解 。 

ce) 同一 个 人 可 以 有 几 个 不 同 的 名 字 。 例 如 ， 我 们 知道 在 不 同 的 《圣经 》 篇 章 中 esau 就 是 seir。 这 会 对 关 
于 祖先 和 堂 表 兄 的 程序 造成 什么 影响 ? (不 编辑 数据 文件 ) 你 如 何 纠正 这 种 情况 ? 不 编辑 数据 库 ， 你 
能 在 数据 库 中 添加 一 些 规则 解决 这 个 问题 吗 ? (以 找 出 数据 库 中 lotan 的 祖父 和 hori 的 堂 表亲 为 例 ， 
试 一 试 你 的 解决 办 法 。) 


BF P, ~P, 的 运行 


| 程序 P. 
?- listing. | (2) FAIL: r(b,.0261)? 
P(A,A) :~ (1) REDO: q(b,a)?> 
vee (1) EXIT: q(a,a)?> 
pO = (3) CALL: r(a,.0261)?> 
s). (3) FAIL: r(a,.0261)7> 
q(b,a). (1) REDO: q(a,a)?> 
qasa). (A) CALL: r(a,.0255)7» 
a0 a. (4) PAIL: r(a,.0265)?» 
rb. (1) FAIL: q(.0085,.0255)? > 
eU) i (5) CALL: 9 (0086)? > 
q(A,a). (6) CALL: q(.0085,a)7> 
yes (6) EXIT: 9(b,a)?> 
7- p(X,X), (5) EXIT: s(b)?> 
Y*b—; ** (0) ERIT: p(b,b)?> 
X7b5-; X*5b-—; 
X = a 一 ; oa (0) REDO: p(b,b)? 
no (5) REDO: 8(b)7> 
7- trace. (6) REDO: q(b,a)?> 
yes (6) EXIT: q(a,a)?> 


a 
7 leash(full). (5) EXIT: s (a)?> 


ee (0) EXIT: p(a,a)?> 


?- spy(p/2). 

yes Kear; 

7T- p(X,X). es (0) REDO: p(a,a)?> 
** (0) CALL: p(.0085,.0085)? > (5) REDO: 8(a)? > 
(1) CALL: q(.0085,.0255)? > (6) REDO: q(a,a)?> 
(1) EXIT: q(b,a)? > (T) CALL: r(a,a)?> 
(2) CALL: r(b,.02601)? » (7) FAIL: r(a,a)?> 
(2) EXIT: r(b,.0261)?> (6) FAIL: q(.0085,4)?» 
** (0) EXIT: P(b,b)? > : (5) FAIL: a(.0088)? > 

X"b—; +» (0) FAIL: p(.0086,.0085)? > 
ee (0) REDO: p(b,b)?» no 


(2) REDO: r(b,.0262)?? > 
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7- listing. 
pO, :一 
q(a,B), 
r(A,C). 
P(A,A) :一 
sa. 
q(a,a). 
q(a,B) :~ 
r(a,B). 
r(b,A). 
a(A) :- 
q(A,a). 


yes 


?- p(X,X). 


X= a —; 


no 
?- trace. 


yes 
?- leash (full). 


yes 


?~ spy(p/2). 


yes 
?~ p(X,X). 
** (0) CALL: p(.005D,.005D)? > 


(1) CALL: q(.006D,.022D)? > 


7- listing. 

pA, R) :一 
q(A,B), 
r(A,C). 

pA :- 
s(A). 


q(b,a). 
qfa,a). 
q(A,B :- 
r(a,B>. 
r(A,B) :- 
r(b,B). 


8(A) :一 
q(A,a). 


yes 
?- p(x,X). 


?- listing. 
PLA) :一 
aCA). 
pCA,A) :~ 
q(a,B), 
r(4,0). 
q(b,a). 
q(a,a). 
q(A,B) :- 
r(a,B). 


程序 P, 


RH P, 


程序 P, 


(4) EXIT: q(a,a)?> 

(2) CALL: r(a,.0239)? > 

(2) FAIL: r(a,.0239)?> 

(1) REDO: q(a,a)?> 

(3) CALL: r(a,.022D)7> 

(3) FAIL: r(a,022D)?> 

(1) FAIL: q(.005D,.022D)? > 

(4) CALL: 8(.005D)? > 

(B) CALL: 9(.005D,a)?> 

(5) EXIT: q(a,a)? > 

(4) EXIT: s(a)?> 

+e (0) EXIT pla,a)?> 
X= a cs; 

** (0) REDO: p(a,a)?> 

(4) REDO: s(a)?> 

(5) REDO: q(a,a)?> 

(6) CALL: r(a,a)?> 

(6) FAIL: r(a,a)?> 

(5) FAIL: q(.005D,a)?> 

(4) FAIL: s(-005D)? > 

we (0) FAIL: p(_005D,.005D)7 > 


no 
?— trace. 

yes 

7- leash(full). 
yes 

7- spy(p/2). 
yes 

7- p(X,X). 


** (0) CALL: p(.005D,.005D)? > 
(1) CALL: q(.008D,.022D)? > 
(1) EXIT: q(b,a)?> 

(2) CALL: r(b,.0239)?» 

(3) CALL: r(b,.0239)?» 

(4) CALL: r(b,.0239)? > 

(5) CALL: r(b,.0239)?» 


?~ p(X,X). 
e (0) CALL: p(.005D,.005D)? > 
(1) CALL: s(.005D)? > 
(2) CALL: q(.005D,a)7> 
(2) EXIT: q(b,a)?> 
(1) EXIT: #(b)?> 
ee (0) EXIT: p(b,b)?> 
Xe: b ~=; 














** (0) REDO: p(b,b)7> 


r(b,B). (1) REDO: s(b)? > 
s(A) i= (2) REDO: q(b,a)?> 
q,a). (2) EXIT: q(a,a)?> 
yes (1) EXIT: s(a)?> 
7T- p(X,X). ** (0) EXIT: p(a,a)?> 
X*b-—; X = a 一; 
X= a ~=; e+ (0) REDO: p(a,a)?> 
?- trace. (1) REDO: s(a)? > 
yes (2) REDO: q(a,a)? > 


?= Leash (ful2). (3) CALL: (aja)? > 


(4) CALL: r(b,a)?» 
(5) CALL: r(b,a)? > 


第 三 节 ”执行 的 控制 : cut 


我 们 已 经 看 到 ， 即 使 是 语义 正确 的 PROLOG 程序 ， 其 成 功 运 行 也 依赖 着 其 执行 的 方 方 
面 面 。 至 今 ， 我 们 对 于 执行 过 程 的 唯一 控制 是 给 程序 的 子 名 排序。 例如， 我 们 知道 递归 的 基 
本 情形 应 当 总 位 于 归纳 的 基本 情形 之 前 。( 为 什么 ?) 类似 地 ， 关 于 谓词 的 事实 一 般 应 当 位 于 
断言 性 规则 的 前 面 。 但 是 这 些 启 发 性 做 法 走 不 了 多 远 。 通 常 我 们 希望 对 SLD - 树 的 实际 搜索 
做 更 详细 的 控制 。 有 时 ， 这 “仅仅 "是 为 了 提高 效率 。 而 在 另外 一 些 时 候 ， 似 乎 根本 没有 别 
的 办 法 可 以 使 程序 运行 。 本 节 考 虑 这 样 的 一 个 内 部 控制 工具 

从 语法 上 来 说 ，cut( 记 作 “!”) 表 面 上 不 过 是 叉 一 个 文字 。 因 此 有 : 

P7 4559051595594: 
但 是 ， 它 没有 任何 (指定 的 ) 语 义 。 其 功能 是 改变 程序 的 运行 。 在 搜索 SLD - 树 时 调用 上 面 的 
CT, PEPR q, o!l, 4, 2, 像 通 常 那 样 被 添加 到 当前 目标 子 句 的 开头 。 和 以 前 一 样 ， 我 
们 设法 依次 满足 9 和 9。 如果 成 功 了 就 跳 过 那个 cut 并 尝试 满足 9 和 9。 如果 满足 了 q, 和 
g,， 一 切 照常 继续 进行 ， 就 和 没有 这 个 cut 一 样 。 然 而 ， 假 如 失败 并 且 因 此 被 回 淹 至 那个 
cut， 我 们 就 当 是 p RKT HE REE MA (deep backtracking)” Z SLD - 树 中 恰好 在 p 上 面 的 
那个 节点 ， 称 为 父 目标 ， 然 后 尝试 该 节点 右边 的 那个 分 支 。( 同 往常 一 样 ， 如 果 没 有 这 样 的 
分 支 ， 当 前 搜索 失败 。) 
例 3.1 考虑 下 面 的 程序 : 


- spy(p/2). 





cut, 


tim pr. (1) 
tims. (2) 
Pp :~ 4159298593 544 (3) 
p u,v. (4) 
LIE . (5) 
d» l (6) 
8. (7) 
u (8) 


对 于 目标 {~ 村 我 们 得 到 如 图 42 所 示 的 SLD - 树 。 
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“pear mary 
(3) (4) NO 
agal, 1937994 F TU r 
ZI 
(5) (8) 成 功 
g2! 93 qu^ F 了 TV 
(6) 
Laganga nr 失败 
(cut) 
ndsdasr 
失败 
图 42 


和 往常 一 样 ， 当 进行 搜索 时 ， 我 们 沿 着 最 左边 分 支 向 下 行走 ， 穿 越 那个 cut HARER 
败 节点 。( 注意 ,“ 1” 根据 定义 成 功 地 经 历 了 第 一 次 穿越 ;这 时 我 们 就 把 它 删除 。) 然 而 ， 当 
我 们 碰 到 最 左边 路 径 末 端的 失败 节点 时 ， 控 制 就 被 传递 到 标记 为 -* 的 节点 上 ， 由 此 我 们 立 
刻 成 功 。 这 里 的 要 点 是 ， 一 且 cut AAR HRT Ag, g r 失败 ， 不 是 回 到 那个 含 cut 
的 子 名 的 父 节 点 (-pP，-r) ， 而 是 回 到 (-pP，-r) 的 父 节点 (一 t)。 然 后 尝试 右边 的 那个 分 
支 (通过 -s*) 继 续 搜索 。 

在 这 个 例子 中 ， 通 过 使 用 cut 切除 SLD - 树 的 失败 分 支 仅 节省 了 程序 运行 的 时 间 。cut 这 
样 的 使 用 当然 是 无 害 的 (或 者 安全 的 (safe) ) 。 然 而 要 保证 所 用 的 cut 都 是 安全 的 让 程序 编写 
变 得 困难 。 一 般 地 ，cut 会 时 致 不 完全 性 和 不 可 靠 性 。 显 然 ， 如 果 cut 剪 掉 一 条 成 功 路 径 的 
话 ， 那 么 就 会 丢失 一 些 正确 的 回答 蔡 换 。 更 坏 的 是 ， 它 也 许 会 剪 掉 所 有 的 成 功 路 径 。 这 样 我 
们 就 会 走 上 一 条 无 穷 路 径 一 一 如 同 对 深度 优先 搜索 所 做 的 分 析 一 样 ， 这 表明 该 搜索 系统 是 不 
完全 的 。 最 后 它 也 可 能 剪 掉 所 有 的 成 功 路 径 和 无 穷 路 径 。 在 这 种 情况 下 ， 当 PU ci 实际 是 
不 可 满足 的 时 ，PROLOG 将 回答 “no”。 这 样 cut 导致 了 程序 的 不 可 靠 性 ， 因 为 回答 “no"” 意 
味 着 PU |G ETHER. 

不 管 怎么 说 ， 只 要 在 使 用 的 时 候 足 够 谨慎 ，cut 还 是 很 有 用 的 。PROLOG 执行 还 有 其 他 
控制 搜索 的 工具 。 其 中 一 个 称 作 snip( 剪 切 ) 。 它 是 cut 的 一 种 限制 形式 。 例 如 ， 遇 到 子 句 
P-a, h, l!a, a!l, q 时 ， 搜 索 通 常 穿 过 裁 前 片断 (94) ， 即 穿 过 两 个 感叹 号 之 间 的 子 
句 。 回 湖 本 应 把 你 送 至 裁剪 片断 的 右 端 ， 相 反 它 跳 过 裁剪 片断 返回 到 9:。 尽 管 这 偶尔 是 个 
便利 的 工具 ， 但 是 在 习题 中 看 到 ，snip 总 是 可 以 用 cut 来 代替 的 。 一 般 地 ， 我 们 要 上告 诚 读者 
一 一 当心 eut 会 导致 意 想不到 的 后 果 。 至 少 ， 应 当 避 免 使 用 破坏 程序 本 来 语义 的 cut。 让 我 
们 再 来 简要 地 看 一 下 cut 的 一 个 重要 应 用 一 一 定义 否定 谓词 一 一 作为 其 他 论题 的 导入。 

R“ not” 是 PROLOG 的 内 部 谓词 (built-in predicate) ， 我 们 还 是 用 eut EXE, AWMF 
清 它 的 真正 含义 。 它 在 PROLOG 中 的 意思 不 同 于 通常 逻辑 否定 。“ not( P) ”的 意思 是 有 一 个 
PP 失败 的 证 明 ( 即 ,PP 是 不 可 证 明 的 )。 因 此 PROLOG XI HER not( A) " BI "yes", 4AM 
当 它 对 目标 A 回答 “no”。 我 们 可 以 用 cut 取代 “not”， 只 和 需 加 入 “not(4)” 的 一 个 定义 : 

not( A) :~ A,!, fail. 
not(A). 
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这 里 我 们 看 到 ， 如 果 调 用 not(4) PROLOG 就 运行 其 定义 中 的 第 一 个 子 句 并 调用 4。 如 果 A 
成 立 ， 我 们 越过 cut 并 抵达 “fail”。 “fail” 是 一 个 总 是 不 成 立 的 内 部 谓词 (可 以 用 任何 总 不 成 
立 的 子 名 代替 )。 因 此 ， 如 果 4 成 立 ,“not(4) ”就 不 成 立 。 另 一 方面 ， 如 果 4 不成立， 我 们 
就 会 用 到 定义 “not(4) ”的 第 二 个 子 句 ， 从 而 “not(4) ”成立 。 

事实 上 ， 事情 也 可 以 反 过 来 看 。cut 很 多 的 应 用 能 够 并 且 应 当 用 “not" 来 代替 。 我 们 说 
“应 该 ”是 因为 “not” 在 PROLOG 的 程序 中 可 以 有 明确 的 含义 (尽管 不 是 经 典 的 那个 ) ， 而 说 明 
cut 却 比较 困难 。 在 第 六 节 中 从 理论 上 探讨 PROLOG 使 用 “not” 的 语义 根据 。 为 此 ， 我 们 首先 
在 第 五 节 中 从 处 理 相等 关系 开始 。 
习题 
1. 第 二 节 习 题 4 中 在 子 名 (2) 的 两 个 字面 值 间 加 入 一 个 cut( !1) ， 对 关于 b) 的 回答 有 什么 影响 吗 ? 
回忆 第 二 章 例 3. 15 中 所 介绍 的 列表 符号 。 考 虑 下 面 连接 列表 的 程序 APPEND : 
(al) a([], Y, Y). 
(a2) a( [XI Y], Z, [XI V]):-a(Y, Z, W). 
把 这 个 程序 修改 成 下 面 的 APPEND' 有 什么 好 处 呢 ? 
(al) a([.], Y, Y):-!. 
(a2) a([X1 Y], Z, [XI V]):-a(Y, Z, W). 
考虑 这 样 的 情形 ， 有 两 个 列表 * y 并 且 希 望 得 出 将 一 个 放 在 另 一 个 之 前 的 结果 ， 也 就 是 考虑 形 
il? -a([x, y, z], [u, v], ZARR. BECEIEJESI? -ea([x，y，z] ，V，W) 的 目标 。 
HEEM? -a(X, Y, [x, y, z]) BUE et (55 APPEND HIE) YE APPEND' 的 运行 中 会 出 现 什么 问题 ? 
考虑 当 你 想 要 得 到 两 个 以 上 的 回答 替换 时 会 发 生 什 么 ? 
这 个 问题 有 一 点 宽泛 并 且 需 要 用 到 第 二 章 第 五 节 的 习题 7 ~8 和 第 三 章 第 二 节 的 习题 12 ~ 14 中 所 给 出 的 
数据 库 。 你 能 用 cut 和 数据 库 中 子 句 的 排序 来 缓解 你 以 前 在 祖父 、 权 伯 或 者 堂 表亲 等 家 庭 关系 的 程序 中 
所 遇 到 的 问题 吗 ? 假设 数据 库 中 的 子 句 反映 了 出 生 的 年 代 次 序 。 你 也 许可 以 考虑 同时 改写 你 的 程序 与 再 
写 一 个 (使 用 cut 的 ) 新 程序 以 修改 数据 库 防 止 出 现 类 似 这 样 的 结果 : 某 人 是 他 自己 的 祖父 。 


a$ PROLOG 程序 终止 的 条 件 


程序 分 析 的 一 个 重要 问题 是 判断 程序 何 时 终止 。 当 然 ， 这 个 问题 一 般 是 不 可 判定 的 
(定理 8.9 和 推论 8. 10) ， 但 是 对 于 某 些 解决 实际 问题 的 程序 ， 这 个 问题 是 可 以 解决 的 。 本 
节 给 出 一 个 分 析 方 法 ， 可 以 用 来 抽象 地 刻画 这 些 程序 的 终止 特征 ， 它 们 采用 总 选取 最 左边 的 
文字 的 标准 选择 规则 。 这 里 给 出 的 是 Apt 和 Pedreschi[ 1991，5.4] 的 研究 结果 。 他 们 改造 了 
Bezem[1989, ，5.4] 中 给 出 的 方法 ， 在 选择 规则 固定 为 标准 选择 规则 的 情况 下 ， 该 方法 可 以 
刻画 给 定 程序 和 目标 的 所 有 LD -证 明 的 终止 特征 。 

在 本 节 其 余部 分 ， 忆 是 某 语言 C 中 一 个 PROLOG 程序 而 6 是 C 中 的 一 个 目标 。 所 有 子 名 
和 消解 都 是 有 序 的 。 令 已 与 6' 分 别 表示 P 与 6 的 基本 实例 。SLD -证 明 都 采用 标准 选择 规 
则 。 我 们 希望 刻画 的 程序 基本 性 质 由 下 面 的 定义 给 出 : 

定义 4.1 PP 对 于 目标 G 是 左 终 止 的 (left-terminating)， 如 果 PU |G1 的 所 有 由 G 开始 的 
LD -证 明 都 是 有 穷 的 。P 是 左 终止 的 ， 如 果 它 对 于 所 有 基本 目标 C 都 是 左 终止 的 。 

注意 ， 如 果 P 对 于 G 是 左 终 止 的 ， 那么 P 在 PROLOG 中 的 标准 执行 (使 用 最 左 选择 和 深 
度 优先 搜索 ) 将 在 目标 G 上 终止 。 其 实 ， 当 所 有 以 6 开始 的 LD -证 明 都 是 有 穷 的 ， 那 么 不 管 
使 用 什么 选择 规则 ， 程 序 的 运行 都 会 终止 。 因 此 ， 如 果 能 对 给 定 的 目标 子 句 证 明 左 终止 性 ， 
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那么 就 可 以 确信 我 们 的 程序 在 标准 运行 中 终止 。 

在 关于 推理 终止 的 几乎 所 有 证 明 中 ， 基 本 的 策略 有 两 部 分 。 首 先 ， 给 子 句 或 者 证 明 小 心 
地 定义 一 个 良 序 。 其 次 ,证 明 每 一 步 推导 (这 里 就 是 消解 ) 都 会 沿 着 这 个 良 序 作 一 次 下 降 。 
一 县 到 达 这 一 步 ， 显 然 可 以 看 出 所 有 的 证 明 都 会 终止 ， 因 为 证 明 的 每 一 步 都 代表 着 良 序 中 的 
一 次 下 降 。 对 于 良 序 的 描述 我 们 从 层 映射 的 基本 概念 开始 。 

XE X. 4.2 

(i) P #4) IR RR ST (level mapping) 是 从 C 的 原子 语句 ( 正 的 基本 文字 ) 到 人 的 一 个 函数 R 
们 把 该 函数 在 文字 4 上 的 值 记 为 1 A1 ,， 称 为 4 的 f 层 次。 车 函数 /能 从 文中 看 出 可 以 省 去 。 

(站) 如 果 AM 是 [的 一 个 结构 并 且 A =4 ，…，A, 是 一 个 原子 语句 序列 ， 令 M (有) 为 使 得 
M Kh, 的 最 小 的 in， 如 果 这 样 的 i 存在 的 话 ， 否 则 令 它 为 岂 本 身 。 如 果 CG = | 一 4,，…， 
一 4,| ,那么 把 M(Al，…，4,) 记 为 (GC)。 

(ii)P 关于 层 映 射 f 与 P 的 模型 M 是 可 接受 的 (acceptable with respect to a level mapping f 
and a model Mof P)， 如 果 对 于 P' 中 每 个 B:-4，,， 即 P 中 子 句 的 每 个 基本 实例 和 每 个 
i<M(A), 有 | Bl > | 4,1 。P 是 可 接受 的 (acceptable)， 如 果 它 关于 某 个 层 映射 和 模型 是 
可 接受 的 。 

为 掌握 上 面 这 个 定义 的 思想 ， 首 先 只 考虑 层 映射 不 考虑 模型 。 显 然 ， 如 果 已 是 可 接受 
的 ， 那 么 目标 子 句 C = { -4 ，…，-4, 与 忆 中 子 句 进行 的 每 一 个 基本 消解 其 结果 的 层次 低 
于 C。 这 个 修正 的 可 接受 性 概念 对 应 于 要 求 已 的 所 有 从 G 开始 的 LD -证 明 都 有 穷 这 个 条 件 。 
(见习 题 1 ~2。) 对 SLD -证 明 的 这 一 限制 可 以 通过 选取 适当 的 模型 人 (将 文字 A, 限制 在 
is M(C) 范 围 之 内 来 实现 。 其 基本 想法 是 ， 如 果 没 有 {一 4,| 的 SLD -反驳 ， 就 没有 越过 A, 
的 由 G6 开始 的 SLD - 反 驶 。 因 此 ， 在 分 析 由 C 开始 的 SLD -- 树 时 ， 没 有 必要 考虑 后 面 的 文字 。 
男 一 方面 ， 如 果 没 有 {4;| 的 SLD -反驳 ， 则 存在 一 个 模型 ， 使 得 A, 在 其 中 不 成 立 。 因 
此 ， 正 确 选 取 的 模型 将 在 此 处 切断 层 映 射 ， 不 再 考虑 后 面 的 文字 。 

在 开始 我 们 的 分 析 之 前 ， 根 据 给 定 的 尸 的 层 映 射 上 和 模型 At ， 定 义 子 句 所 需要 的 良 序 。 
我 们 必须 先 考 虑 基本 目标 子 句 ， 然 后 考虑 其 他 非 基本 目标 子 句 。 


定义 4.3 | 
(i) 令 PP 对 于 /和 M 是 可 接受 的 。 通 过 令 1 C1 SCLA Loon, LAGE, 将 /扩张 
至 基本 目标 子 名 Gi - E: Ut, 2A, ,] 上， 其 中 文字 4;，， Ut, Ay mG) 按 其 层次 递减 顺序 排 


列 ( 不 必 是 严格 的 递减 ) 。 我 们 以 字典 序 来 排列 它们 ，( 形 式 上 ， 要 使 得 了 的 这 个 扩张 符合 其 字 
面 意义 ， 我 们 可 以 将 每 个 neA 视 为 单元 素 序列 (n)。) 注 意 ， 根据 第 一 章 第 一 节 习 题 8(b) 有 穷 
序列 上 的 字典 序 是 良 序 。 

(ii) ATSI C 是 (关于 /和 Af) 有 界 的 (bounded) ， 如 果 |1C 1: G'ec ER 
大 元 。( 注 意 C' 是 6 的 基本 实例 集 。) 如 果 C 是 有 界 的 ， 我 们 将 其 最 大 元 记 为 1 G1 。( 注 意 ， 
由 于 nn 与 (n) 等 同 ， 当 G 是 基本 目标 子 和 外 时 ， 这 个 定义 与 (i) 中 定义 一 致 。) 

使 用 有 界 一 词 的 合理 性 见 下 面 的 引 理 。 

引 理 4.4 G=|~4,, =, ~AS 是 (关于 三 和 AL) 有 界 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 序列 7， 使 
Ast PAEIT CG eC, HIG’ | <r. 

证 明 易 知 必要 条 件 成 立 。 设 存在 引 理 所 描述 的 序列 r， 令 数 上 大 于 中 每 一 个 元 素 。 
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WRC es GC'， 那 么 在 序列 1 G | 中 至 多 存在 n 个 元 素 。 根 据 所 选取 的 + 和 t， 这 些 元 素 中 
的 每 一 个 都 小 于 上。 因此， 只 有 有 穷 多 个 形 如 1 Cl 的 序列 ， 使 得 C”e 6'。 由 于 在 任何 序 
中 有 穷 集 必 有 极 大 元 ， 引 理 得 证 。 o 

下 面 的 任务 是 证 明 : 任何 从 有 界 目标 G 开始 的 可 接受 程序 一 定 终止 。 因 为 目标 子 句 上 
所 导出 的 序 是 良 序 ， 只 需 证 明 用 P 中 子 句 所 作 的 消解 降低 了 目标 子 旬 的 层次 。 我 们 从 基本 
消解 开始 。 


引 理 4.5 令 P 关 于 层 映 射 f 与 模型 人 MM 是 可 接受 的 。 如 果 G= | 一 Al， Ua, ~A, 是 一 个 
基本 目标 , &H-ISB, s, By, -4，…，-41 是 6 与 已 中 某 个 基本 子 句 C = IB, 
AB, Ut, 一 B, | 的 SLD -消解 式 ， 那么 1 HI «16I, 


证 明 分 两 种 情形 讨论 。 首 先 , 设 M(G) 21, BHIMEA,, 从 而 根据 定义 有 1 G1 = 
(CIA 1 〉>。 由 于 我 们 对 G 和 C 进行 了 消解 ， 所 以 B =4,， 并 且 根 据 假 设 得 知 ，4, EM PR 
成 立 。 因 为 Ce P',C 一 定 在 P 的 模型 M 中 成 立 。 因 此 ， 一定 有 某 个 i<m， 使 得 B, 在 人 中 
不 成 立 ， 从 而 根据 定义 有 M(H) <m。 因 为 根据 可 接受 性 ， 对 任何 i<m, 有 | Bl <141， 
故 根据 所 定义 的 序 得 1 HI <I GI =141。 

AX. 设 M(G) >1。 此 时 , AAC 在 模型 MM 中 在 同一 个 文字 上 取得 第 一 次 成 功 ， 即 
M(H) =M(G)+m-1, Ae, ER Y 1 411 被 集合 | 1 B,1 : 1<igsm| 取 代 之 外 ,序列 | HI 
和 1 G1 具有 相同 元 素 。 因 为 对 每 一 个 i，1 BL) < 1 4, 1 ,根据 层 映 射 向 子 名 扩张 的 定义 以 


及 序列 上 序 的 定义 可 知 1 HI <16G1。 口 
现在 对 有 界 日 标 子 名 证 明 我 们 的 引 理 。 
引 理 4.6 令 已 关于 层 映 射 卫 与 模型 人 { 是 可 接受 的 。 如 果 C = |-4，…，-4,| 是 一 个 
(关于 /和 Af) 有 界 目标 且 百 = | -Bi ，…，-mB，-42，…，-4.19 是 C 与 已 中 某 个 子 句 C = 
{B, ~B, ^5, 5B,| 的 SLD- 消 解 式 ， 那 么 正 有 界 且 1 <1C1。 


证 明 考虑 豆 的 任何 基本 实例 古 。 因 为 在 必要 的 时 候 可 以 扩张 y， 所 以 可 设 Oy 也 把 B 
化 为 基本 实例 。 那 么 Hy 是 Coy 和 Coy e P' 的 SLD -消解 式 ， 从 而 由 引 理 4.5 知 ，1 Hyl < 
1 G0y! 。 因 为 C 有 界 ，1 G9y1 <i G1 。 因 为 Hy 是 五 的 一 个 任意 的 基本 实例 ， 由 引 理 
4.4 知 ,五 有 界 。 如 果 选 取 y， 使 得 | Hyl = | H1 ， 即 得 所 要 证 明 的 1 HI <161。 O 

定理 4.7 如 果 尸 是 可 接受 的 而 C( 相 对 于 任何 表明 已 是 可 接受 的 层 映 射 与 模型 来 说 ) 是 
有 界 目 标 子 句 ， 那 么 PU | G1 的 每 个 由 CG 开始 的 SLD -证 明 是 有 穷 的 。 

证 明 考虑 PU 1G} 的 任何 由 6 = Cs 开始 的 SLD -证 明 。 每 个 后 继 的 消解 产生 一 个 新 目 
RTA G,。 根 据 引 理 4.6， 序 列 1 C, | 是 严格 递减 的 。 因 为 目标 子 句 上 的 序 是 良 序 ， 所 以 消 


解 序列 一 定 是 有 穷 的 。 口 
推论 4.8 每 个 可 接受 程序 都 是 左 终止 的 。 
证 明 因为 根据 定义 每 个 基本 目标 是 有 界 的 ， 由 上 面 的 定理 可 得 该 推论 。 口 


为 了 刻画 左 终止 程序 的 特征 ， 需 要 证 明 推 论 4.8 的 着。 还 要 证 明定 理 4.7 某 种 形式 的 道 
以 处 理 非 基 本 目标 。 我 们 从 层 映 射 的 各 个 组 成 部 分 开始 讨论 。 

定义 4.9 如 果 PU |G1 的 由 GG 开始 的 SLD - 树 是 有 穷 的 ， 那 么 N(G) 表 示 其 节点 数 ; F 
B. N(G) X3, 

定理 4.10 如 果 P 忆 是 左 终止 的 ， 那 么 存在 一 个 层 映 射 f 和 一 个 模型 M， 使 得 

(i)P 关 于 f 和 M 是 可 接受 的 且 
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(ii) HET BAT 96, GXT ffe MEX, SARS PU1C} 的 每 个 由 G 开始 的 SLD 一 
证 明 是 有 穷 的 。 

证 明 定义 所 要 求 的 层 映 射 f 和 模型 MM 如 下 。 对 于 L 中 每 个 原子 语句 4, 令 141 = 
N( 1 7A} ) 并 且 要 求 MF4 必 存在 PU |-41} 的 一 个 SLD -~ 反驳。 注意 到 ， 内 为 我 们 设 P 是 左 
终止 的 ， 所 以 了 的 定义 合理 。 此 外 ， 由 SLD -消解 的 完全 性 可 知 ， 任 何 原子 语句 AEM PH 
真 ， 当 和 且 仅 当 它 是 P 的 逻辑 后 承 。 现 在 证 明 f 和 MM 具备 所 要 求 的 性 质 。 

OBB P HEA A-B, =, Ba 的 子 句 C。 令 n 表示 数 人 M(B,，…，B,,)。 存 在 
PU1-41 的 从 1 A} FP ae ay SLD -证 明和 一 个 与 C 的 消解 。 根 据 AM 的 定义 ， 对 于 每 一 个 i < 
n， 存 在 PU | nB, | AMAB, 开始 的 SLD -反驳 。 每 一 个 这 样 的 反 驱 的 SLD -搜索 树 显 然 
是 | ~A] H SLD - 树 的 子 树 。 因 为 对 于 i<n 的 每 个 搜索 都 成 功 ， 所 以 把 -8, 的 SLD - 树 接 在 
每 个 成 功 搜索 到 -有 反驳 的 路 径 的 末端 。 因 此 对 于 每 个 i<n，| -41 的 SLD - 树 包 含 1 5B,] 
的 SLD - 树 。 于 是 根据 /的 定义 可 得 ， 对 于 每 个 isn，141 | Bil, 

(1) 4 C 为 一 个 有 界 目 标 子 句 。 为 了 得 出 矛盾 ， 假 设 有 一 个 从 C = G, 开始 的 不 终止 的 
SLD -WEH (Go, Co), 《G1，C1) ，…。 对 于 任何 n， 我们 可 以 (从 《G6,;，C,) 开 始 ) 找 到 一 
TERO, HCG, Cy), (6,, CO. on, 《CG,，C,) 中 的 所 有 子 句 化 为 基本 实例 。 这 就 给 
出 一 个 长 度 为 n 的 由 6 的 基本 实例 Go 开始 的 SLD -证 明 。 由 于 n 是 任意 的 ， 这 与 假设 6 
有 界 矛 盾 。 

最 后 ， 设 每 个 由 C 开始 的 SLD -证 明 终止 。 注 意 到 ， 从 任何 目标 子 句 开始 的 SLD - 树 的 
分 支 是 有 穷 的 : 每 个 节点 的 每 个 直接 后 继 对 应 着 有 穷 程序 P 中 的 一 个 子 句 。 因 此 ， 根 据 库 
尼 西 引 理 (第 一 章 定理 1.4)6 的 SLD - 树 是 有 穷 的 。 设 它 有 mm 个 节点 。 又 因为 每 个 SLD - 树 
其 分 支 数 至 多 为 P 中 子 名 的 个 数 ， 若 存在 节点 任意 多 从 6 的 基本 实例 开始 的 SLD - 树 ， 那 么 
其 深度 必定 是 任意 大 的 。 因 此 ， 如 果 6 不 是 有 界 的 ， 就 存在 长 度 为 n+1 从 C 的 基本 实例 开 
始 的 SLD -证 明 。 那 么 用 SLD -证 明 的 提升 引 理 (第 一 节 习 题 6) 可 以 将 这 个 证 明 提 升 为 长 度 
为 n+1 由 6 开始 的 SLD -证 明 。 由 于 这 个 证 明 一 定 是 由 6 开始 的 SLD - 树 的 一 条 路 径 ， 故 得 
到 所 需要 的 矛盾 。 口 

推论 4.11 已 是 左 终止 的 ， 当 且 仅 当 它 是 可 接受 的 。 

作为 例子 ， 我 们 证 明 下 面 的 程序 PERM 是 左 终止 的 。PERM 可 以 判断 一 个 列表 是 否 是 另 
一 个 列表 的 置换 。 我 们 的 程序 语言 包括 第 二 章 例 3. 15 中 表示 空 列表 的 常 元 [ ] 和 二 元 列表 连接 
函数 “. ”。 我 们 也 使 用 那里 所 介绍 其 他 符号 ， 例 如， 用 [al1 [8,c，d] 表 示 [a, b, c, d), B 
语言 的 基本 项 集合 ， 即 它 的 厄 布朗 域 HH， 由 常量 [ ] 在 列表 连接 运算 下 的 闭 包 构成 。 程 序 
PERM 包括 将 一 个 列表 连接 到 另外 一 个 上 面 的 程序 APPEND( 由 下 面 两 个 子 句 (al) 和 (a2) 组 
成 ) 和 两 个 应 用 APPEND 定义 PERM 的 子 句 (pl) 和 (p2): 

(al) a([ ], Y, Y). 

(a2) a([X1 Y], Z, [Xl V]):-a(Y, Z, W). 

(pl) p([], [ ]). 

(p2) p(X, [Y, Z]):-a(W, [YU V], X), a(W, V, U), p(U, Z). 

这 里 ， 不 是 所 有 PERM 的 由 基本 目标 开始 的 LD -证 明 都 是 有 穷 的 (习题 3) ， 但 我 们 证 
8j PERM 是 可 接 爱 的 ， 从 而 所 有 从 基本 目标 开始 的 SLD -证 明 将 终止 。 

定理 4.12 PERM 是 可 接受 的 (从 而 是 左 终止 的 ) 。 
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证 明 首先， 对 厄 布朗 域 五 中 任何 列表 x, 令 1x1 为 x 的 长 度 。 因 此 举例 来 说 ， 对 任何 y, 
v€H, L(ylv]l 2l vl «1, 定义 一 个 层 映 射 如 下 : | p(x, y)l =1xl +1yl 41H 
l a(x, y, z) | =min{ lxi , Izl |}。 作 为 我 们 的 模型 ,我 们 可 以 取 p Mo E HELAND 
解释 。 与 其 验证 该 程序 的 语义 正确 性 ， 不 如 构造 一 个 模型 更 为 容易 ， 只 要 这 个 模型 足以 避免 
不 必要 的 消解 。 定 义 以 五 为 全 域 的 模型 MM 如下: IEM x, yeH, 令 p(x,y) 成 立 , B 
a(%，y，2z) 成 立 ， 当 且 仅 当 1 al +lyl = | z1。 根 据 定义 ,显然 M 是 PERM 的 模型 。 证 
H: 对 于 我 们 所 选取 的 层 映 射 和 模型 ，PERM 是 可 接受 的 。 

我 们 只 需 验 证 子 名 (a2) 和 (p2) 的 基本 实例 。 对 于 (a2) 注 意 到 ， 根据 定 义 ， 对 于 任何 
x, yEH, | yl <i [x1y]j1。 因 此 正如 所 要 求 的 那样 ,任何 x, y, z, weH, 
| a(y,z,w) | = min{] yl, |l wl] <l a([xl y],z,[x! w]) |! = minll [x1 y] H, I [xl w]1| 
现在 考虑 (p2) 的 任何 基本 实例 : 

px, [y,2]) :~ aQw,[y| v],x) ,a(Qw,v,u) ,p(u,z) 
显然 ， 
| p(x,[y,z])l =t xl +i [yl z] 141 >l a(w,[yl o],x) | = minfl wl, | xl} 

如 果 1 wl +1 [ylv]1 关 1x1 ， 闭 么 根据 我 们 所 选取 的 M 与 可 接受 性 的 定义 ， 定 理 得 证 。 
Amil wl +I [ylv]j1 slat, Aifilwl sixilo KEI p(x, [y, 1)! 201 xl + 
|I [ylz]! +1>l wl zla(w, v, u) |。 定理 再 次 得 到 证 明 , BEdE wl +} ol lul, 
在 这 一 情形 下 ，1 ul«Ixt Bl p(s, [y z]) | =txl +1 [yl z]l «1»l1ul + 
L[ylz]! +1= | plu, z)1 ， 至 此 完成 可 接受 性 的 证 明 。 口 

因为 可 接受 性 蕴涵 左 终止 性 ， 所 以 我 们 已 经 证 明 PERM 采用 PROLOG 的 标准 运行 在 任 
何 基 本 子 句 上 都 将 会 终止 。 根 据 习题 5，PERM 的 逻辑 后 承 正 是 该 程序 所 期 望 的 结果 ， 所 以 
PERM 对 于 基本 目标 会 终止 并 给 出 正确 的 答案 。 因 此 我 们 有 一 个 被 证 实 的 方法 可 以 检验 一 个 
列表 是 不 是 另 一 个 的 置换 。 更 为 有 趣 的 是 ， 我 们 能 用 有 界 性 所 表述 的 终止 特征 来 证 实 这 个 方 
”法 可 以 做 得 更 多 。 例 如 ， 由 形 如 G = {p(x, X) | 的 目标 开始 ， 我 们 可 以 找 出 给 定 的 列表 x 
的 所 有 置换 。 要 看 清 这 一 点 ， 只 需 证 明 G 是 有 界 的 。 我 们 证 明 一 个 更 强 的 结果 。 

定理 4.13 对 于 人 中 的 所 有 项 1，t,，…，t,。， 每 个 目标 CG= -ap([t，…, n], DIER 
界 的 (对 于 定理 4. 12 证 明 中 的 层 映 射 和 模型 ) 。 

ER 对 于 6 的 基本 实例 Cy，1 Cyl =n+m+1,， 其 中 m= 1 ty 1 。 因 为 对 于 任何 基 
ABR y, ty 的 长 度 是 常数 ， 所 以 G 是 有 界 的 。 口 
可 以 证 明 ， 许 多 其 他 类 型 的 目标 子 句 对 于 PERM 是 有 界 的 。 这 样 的 例子 见习 题 7。 

习题 

定义 

(i)P 对 于 目标 G 是 终止 的 (terminating for a goal C) ， 如 果 PU 1G| 的 所 有 从 G 开始 的 LD 一 证 明 是 有 穷 
的 。P 是 终止 的 ， 如 果 它 对 于 每 个 基本 目标 G 是 终止 的 。 

(ii) P H FERS S 是 回归 的 (recurrent with respect to a level mapping /) ， 如 果 对 于 PP' 中 任何 子 句 A: A,, =, 
A, 和 每 一 个 1<isn，| 41 > 14,1 。 忆 是 回归 的 (receurrent) ， 如 果 已 对 于 某 个 层 映 射 是 回归 的 。 

1. ER: 如 果 P 是 回归 的 ， 那 么 它 是 终止 的 。 
2. 证 明 : WR PRAM, 那么 它 是 回归 的 。 
3. 证 明 : PERM 不 是 终止 的 。 
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4. WEAR; APPEND 是 回归 的 。 
5. 证 明 : H FEN x, ye B, PERM 的 形 如 p(x，y) 的 逻辑 后 承 是 该 程序 期 望 获得 的 结果 。 
6. 证 明 : 我 们 可 以 用 p 和 a 在 B 上 所 期 望 的 解释 作为 定理 4. 12 的 证 明 中 所 使 用 的 模型 。 


7. 设 6C=1| -4 ，…， ~A, o EH: 如 果 每 个 A, 都 是 (关于 某 个 层 上 映射 和 模型 ) 有 界 的 ， 那么 G 也 是 有 
界 的 。 
第 五 节 ja 等 
直到 现在 ， 我 们 完全 忽略 了 数学 中 的 相等 关系 。( 注意 在 PROLOG 中 ,“ zn" HEX 


mt 与 六 可 以 合 一 。) 现在 就 让 我 们 来 看 一 看 “真正 ”的 相等 ， 因 为 它 确实 是 PROLOG 的 一 个 
问题 。 语 法 上 ， 我们 引入 一 个 特别 的 (专用 的 ) 二 元 谓词 ， 用 中 缀 法 记 为 x =y。( 用 “ =” 来 
表示 相等 是 很 普遍 的 ， 而 在 PROLOG 语法 中 “=” 有 其 他 的 用 法 ， 所 以 我 们 不 得 不 说 明 一 下 。 
ERT PROLOG 程序 之 外 的 所 有 上 下 文中 ,我 们 都 用 ”= "表示 相等 关系 。) 现在 必须 扩展 我 
们 的 推理 方法 以 及 谓词 演算 的 语义 以 处 理 这 个 特殊 的 新 谓词 。 

(在 语言 < 中) 相等 关系 的 基本 性 质 可 以 表示 为 : 

定义 5.1 ZL 的 等 词 公理 : 

(1)x 2x, 


(2) x, FN ACCA Ka =y, f(x, wees x) zf(y,, Ut Ya), AcBfÁXL44£4 nd X 
符号 。 
(3) y, AUA Xp EY (PC, ci, OPCs 05, y), KP P RLRE n- 


谓词 符号 (包括 二 元 谓词 " =”), 

(1) 保 证 ” = "具有 自 反 性 。 相 等 关系 的 其 他 常见 性 质 ( 对称 性 和 传递 性 ) 由 (3 ) 可 得 ， 其 
中 取 己 为 ”= ”( 习 题 4) 。 注 意 这 并 不 意味 着 ” = "是 真正 的 相等 。 

现在 可 以 认为 ， 我 们 用 任何 证 明 系 统 所 处 理 的 任何 语句 集合 中 都 包含 这 些 公理 。 因 此 ， 
如 果 语 句 $ 的 语言 含 " =”， 那 么 5 的 一 个 表 反 驶 是 指 S H-TRARM, HPS BES 上 添 
加 关于 $ 中 所 有 函数 和 谓词 符号 的 公理 (1) ~ (3) 的 全 称 闭 包 而 得 的 扩张 。 类 似 地 ，5 的 一 
个 消解 反驳 是 指 S' 的 一 个 消解 反驳 。 不 幸 的 是 ， 简 单 地 加 上 这 些 子 句 会 降低 程序 的 效率 。 
稍 后 考虑 调解 法 等 特殊 化 方法 时 ， 我 们 再 回 到 这 个 问题 。 

下 一 步 是 要 确定 等 号 的 指定 语义 。 这 里 有 两 个 选择 。 我 们 可 以 像 对 待 其 他 谓词 那样 对 待 
等 号 ， 仅 仅 把 它 解释 为 一 个 满足 所 有 等 词 公理 的 二 元 关系 。 从 证 明 论 ， 即 PROLOG 的 观点 
来 看 ， 这 是 我 们 有 确实 把 握 的 上 唯 一 选择 ， 并 且 在 一 个 固定 的 语言 范围 之 内 ， 对 于 相等 关系 我 
们 只 能 说 出 这 么 多 。 另 一 方面 ， 从 抽象 的 数学 观点 来 看 ， 我 们 希望 一 直 把 ”= "解释 为 真正 
的 相等 关系 。 

事实 上 ， 我 们 可 以 将 ”= "解释 为 真正 的 相等 ， 并且 第 二 章 第 七 节 的 基本 定理 仍然 可 以 
像 以 前 一 样 证 明 : 可 靠 性 、 完 全 性 、 紧 致 性 等 等 。 唯 一 的 问题 出 现在 完全 性 定理 的 证 明 中 。 
在 第 二 章 定理 7. 3 的 证 明 中 ， 由 其 中 的 CST 构造 了 一 个 结构 ， 它 使 得 ”= "满足 所 有 等 词 公 
理 ， 但 是 这 并 不 能 保证 它 就 是 真正 的 相等 。 解 决 的 办 法 是 用 ”= "所 诱导 的 等 价 关系 进行 划 
分 。 具 体 来 说 ， 令 .4 为 给 定语 名 集 S 的 CST 的 一 条 非 了 矛盾 路 径 所 确定 的 结构 。 注 意 ，.4 的 元 
素 都 是 语言 C 的 基本 项 t+。 定义 这 些 元 素 上 的 等 价 关系 " = "为 : nme AFt =t MASAA 
BRA, “=” 是 等 价 关 系 ( 即 对 于 任何 :，s= 1; MR =, 那么 t= n. HAMRt, = t, 
Ht=t,, 那么 = 4 )。 然 后 用 “=” 的 等 价 类 来 定义 L 的 结构 8。 即 ，B 的 元 素 是 所 有 形 如 
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[a] =1t1 t= 41 的 集合 ， 其 中 t, e A。 根 据 A 及 选取 等 价 类 的 代表 元 素 ， 定义 8B 上 的 函数 和 
关系 如 下 4: BEP(U], c, [BD SAFP, c, CBP PARE" SOR AI CAS), ms 
D= (5, 7, 6]. BR, " = "在 8 中 的 解释 是 真正 的 相等 。 关 于 这 一 点 ， 我 们 应 当 
验证 这 些 定 义 独 立 于 代表 元 素 的 选取 ( 即 ， 从 集合 [5] 中 选取 元 素 志 ) 。 最 后 ， 如 同 我 们 对 .4 
所 做 的 那样 ， 用 归纳 法 证 明 好 与 用 以 构造 4 的 那 条 路 径 上 的 每 一 个 带 标记 陈述 一 致 。 因 此 ， 
Bie $ 的 所 要 求 模 型 且 其 中 ”= ”的 解释 是 真正 的 相等 。 

定理 5.2( 完 全 性 ) de 3 是 一 个 语句 集合 且 包 含 $ 的 语言 的 等 词 公理 ， 那 么 要 么 有 从 
S 出 发 的 关于 口 的 表 证 明 ， 要 么 有 3 的 一 个 模型 ， 其 中 “=” 解释 为 真正 的 相等 。 

由 于 现在 主要 是 从 证 明 论 ， 即 消解 方法 的 观点 出 发 考虑 问题 ， 所 以 将 构造 的 细节 和 对 应 
于 这 些 解释 的 紧 致 性 定理 证 明 留 作 习 题 。 从 现在 起 我 们 把 ″ = "仅仅 视 为 一 个 专门 的 谓词 
符号 。 

35EX 5.3 带 “= ”语言 上 的 一 个 等 号 结构 (equality structure for a language LC) 是 指 [ 的 一 个 
满足 等 词 公理 的 结构 。 类 似 地 ，C 的 语句 集 S 的 一 个 等 号 模型 (equality model of a set of 
sentences 5) 指 人 的 一 个 等 号 结构 ， 使 得 8$ 的 所 有 语句 为 真 。 从 5 出 发 的 一 个 等 号 消解 (或 者 
X ) UEMA ( equality resolution (or tableau) proof) 就 是 指 来 自 S 和 等 词 公理 的 消解 (或 者 表 ) 证 明 。 

根据 定义 ， 消 解 (或 者 表 ) 证 明 系 统 的 可 靠 性 、 完 全 性 和 紧 致 性 定理 对 于 等 号 的 解释 及 
相关 证 明 也 是 成 立 的。 然而 考虑 到 实际 执行 带 等 号 消解 的 效率 ， 我 们 的 处 境 要 比 原来 糟糕 得 
多 。 我 们 有 了 太 多 的 新 规则 ， 对 此 我 们 给 出 一 个 修正 的 消解 规则 来 处 理 等 号 。 尽 管 如 此 ， 要 
缓解 我 们 的 问题 ， 仍 有 相当 长 的 一 段 路 要 走 。 

我 们 想 要 的 推理 方案 (调解 ) 将 取代 等 号 公理 (2) 和 (3) 。 也 就 是 说 ， 我 们 想 要 一 个 ( 像 
消解 那样 的 ) 规 则 ， 它 与 消解 结合 时 ， 对 于 等 号 模型 来 说 是 完全 的 : 如 果 ix=xieS 且 S$S 没 
有 等 号 模型 ， 那 么 应 用 消解 和 调解 由 5 可 得 口 。( 这 里 的 要 点 是 ，5 可 以 含有 “= ”但 除了 
x zx 之 外 不 包含 其 他 的 等 词 公理 。) 其 基本 思想 是 ， 如 果 有 一 个 子 句 C, 含 其 中 出 现 i 的 文字 
Z(5，…) 和 一 个 子 句 C, 03 C, 没有 相同 的 变 元 ) 含 1=s， 那么 从 C, MC, 所 得 到 的 不 仅仅 是 
Ci,UC,， 还 有 在 C1,UC, 中 用 ;替换 L(:，…) 中 4 的 结果 。 当 然 我 们 不 必 在 工 中 处 处 用 :替换 
t。 因 此 ， 我 们 考虑 用 s 替换 L(:，…) 中 :的 一 次 出 现 。( 显 然 ， 通过 反复 使 用 这 一 规则 可 以 
LASHER) RAL 1/s] 表 示 用 :替换 工 中 :的 荣 个 出 现 所 得 的 结果 。 

例 5.4 从 Cl=1-P(la),，@(5)1 和 C,=|a=68，R(5)| 得 出 [|-P(b5)，Q(5)，R(b)}。 注 
意 ， 结 果 中 也 扔 掉 了 a =5。 如 同 在 消解 中 那样 ， 它 已 被 吸收 到 结果 之 中 。 

当然 ， 像 消解 中 那样 ， 我 们 必须 考 虚 合 一 运算 所 引入 的 可 能 性 。 

例 5.5 从 C=|1-P(x),，Q(x)} 和 C= 14b=b，R(b)| P, RAIT BHIP), 
0(5b) ,RN)} 。 这 是 用 合 一 所 作 的 简单 替换 。 

再 看 一 个 更 一 般 的 例子 : 

$5.6 从 Ci=1-P(f(g(x))),， O(a) | 和 C 2 lg(hCe)) =a, Rec)i 中 ， 可 以 得 出 
{i-P(f(a))，Q(h(c))，R(c)}。 这 里 g(x) 就 是 所 考虑 的 项 1;。 我 们 用 替换 |x/h(c)| 将 它 
与 g(h(c)) 合 一 。 TE C, 上 应 用 此 替换 得 {-P(fgh(c))，Q(h(c))| 后 ,根据 C, 中 的 
g(h(c)) =a， 再 用 a 替换 其 中 的 g(h(c))， 再 结合 C, 可 得 出 我 们 的 结果 。 

如 同 在 消解 那里 一 样 ， 也 可 以 在 应 用 替换 之 前 ， 用 合 一 来 合并 文字 。 这 里 区 分 这 两 种 操 
作 是 必要 的 。 
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定义 5.7 设 我 们 可 以 重 命名 C fe C, 中 变 元 ， 使 得 两 者 没有 相同 的 变 元 ， 并 设 C， 形 如 


ILCG), Ut, L(t.) LICE C, TÉ de | r, HS, 7, r, = Sa U C,'. 如 果 a; X iL(n), Ut, 
L(t,) | 8 mgu, o, È |r 25, «+, 7, 2 5,] 8) mgu & o X (t,o,, no 的 mgu， 那 么 任何 
形 如 


{\Lo,o[t,0,0/3,0,0]| U Co U C,’o,0 

#5 F 4) X C, 5 C, 的 调解 式 (paramodulant ) 。 

对 于 等 号 模型 而 言 ， 这 个 规则 与 消解 结合 起 来 时 是 完全 的 。 事 实 上 ， 同 消解 一 样 HA 
性 版 本 也 是 完全 的 。 

定理 5.8 如 果 ix=x|j eS, CeS 且 S-|C| 有 一 个 等 号 模型 但 S 没 有 ， 那 么 存在 口 的 
从 5S 出 发 的 由 C 开始 的 应 用 消解 和 调解 规则 的 线性 证 明 。( 如 你 所 期 望 的 那样 ， 这 样 的 线性 
证 明 是 一 个 序列 (Co，Bo》，…，(〈C,， 有 B,)， 其 中 C=C, C=O, -AB RASAR 
是 某 个 使 得 j<i 的 C,， 并 且 每 一 个 C,, 是 由 C, 和 BB, 应 用 一 步 消解 或 者 调解 得 到 的 。) 

该 定理 的 证 明 与 仅 涉 及 消解 的 证 明 非常 相似 ， 我们 在 此 略 去 。 有 关 等 号 处 理 的 一 般 问题 
是 十 分 复杂 的 。 它 本 身 就 是 一 个 发 展 完备 的 研究 领域 ， 即 规则 重 写 。 把 等 号 与 PROLOG 或 
者 更 一 般 的 定理 证 明 器 整合 起 来 的 问题 还 是 当前 研究 中 一 个 有 待 发 展 的 课题 ， 这 已 超出 本 书 
的 范围 。 
习题 
. 证明: 带 等 词 公理 的 图 表 方 法 对 于 将 ”= " 视 为 真正 的 相等 的 解释 是 可 靠 的 。 
对 于 将 等 号 解释 为 真正 相等 的 模型 ， 给 出 ( 带 等 词 公理 的 ) 表 证 明 法 完全 件 定 理 (定理 5.2) 的 一 个 完整 的 
证 明 。 
对 于 将 等 号 解释 为 真正 相等 的 模型 ， 证 明 : 紧 致 性 定理 (一 个 语句 集 是 可 满足 的 ， 当 且 仅 当 它 的 每 个 有 
穷 子 集 是 可 满足 的 ) 。 
.由 定义 5.1 中 的 (1) ~ (3), 证 明 ;“ = ”的 对 称 性 和 传递 性 。( 提示 : 对 于 第 一 个 ,在 (3) 中 令 x, =x, 

x,zzx,y,yH yx, MRO, Sx, =x, xy. yax Hz =z) 


第 六 节 QARMHER 


我 们 至 今 所 描述 的 PROLOG 还 不 能 导出 否定 的 信息 。( 使 得 PROLOG 程序 PP 的 每 个 基本 
康子 公式 为 真 的 厄 布朗 结构 显然 是 P 的 一 个 模型 。) 然 而 ,我 们 经 常 需要 断言 某 个 事实 不 成 
立 。 在 PROLOG 中 ， 否 定 词 往往 用 推理 失败 来 执行 ， 即 目标 -4( 常 写成 “not(4)”) 成 立 ， 当 
且 仅 当 PROLOG 对 目标 4 返回 “no”。 对 于 否定 词 的 几 种 理解 可 以 说 明 这 种 执行 方式 的 合理 
性 。 最 早 的 两 个 是 封闭 世界 假设 (closed world assumption, CWA) 和 完全 数据 库 (completed 
database, CDB) 观点 。 前 者 已 超出 了 谓词 逻辑 的 范畴 ， 我 们 只 作 简 要 的 解释 ; 对 于 后 者 我 们 
将 作 详细 介绍 。 这 两 个 方向 也 可 以 用 于 执行 更 一 般 的 因 失 败 而 否定 规则 ， 它 允许 程序 中 的 子 
名 和 目标 子 名 可 以 是 任意 类 型 的 子 句 。 

下 一 节 介 绍 否 定 词 的 一 个 比较 新 的 研究 方向 ， 即 稳定 模型 (stable models) 。 这 些 模型 的 
特征 也 超出 了 谓词 逻辑 的 范畴 。 它 们 与 第 七 节 中 介绍 的 非 单调 逻辑 ( nonmonotonic logic) 密切 
相关 。 

CWA 产生 于 对 数据 库 的 研究 。 如 果 有 一 份 关于 数学 系 学 生成 绩 的 数据 库 ， 我 们 一 般 会 

. 相信 这 是 一 个 正确 的 且 完 全 的 成 绩 表 。 因 此 ， 如 果 表 中 没有 出 现 这 样 的 事实 ; 琼斯 的 数学 
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486 的 成 绩 是 A， 那 么 可 以 合理 地 认为 这 个 事实 是 假 的 。 将 这 一 原理 推广 到 既 有 规则 又 有 数 
据 的 PROLOG EEP, RA TEF P 的 CWA 规则 : 如 果 某 个 基本 原子 公式 (正文 字 )4 不 是 
已 的 逻辑 后 承 ， 那 么 可 以 推出 -4。 

这 里 首先 要 注意 的 是 ，CWA 规则 所 处 理 的 是 抽象 概念 逻辑 后 承 ， 或 者 等 价 地 ， 在 谓词 
逻辑 的 某 个 完全 证 明 系 统 中 的 可 证 明 性 。 然 而 ， 根 据 谓 词 逻 辑 可 证 明 性 的 不 可 判定 性 (推论 
8. 10) ， 即 使 在 理论 上 也 不 能 执行 这 样 的 规则 。 我 们 所 能 期 望 的 最 接近 的 规则 是 ， 当 有 4 不 
E P 的 逻辑 后 承 的 证 明 时 可 以 得 出 结论 ~4。 对 于 PROLOG 式 的 推理 系统 ， 这 样 的 一 个 证 明 
可 以 是 一 棵 有 穷 的 SLD - 树 ， 它 以 -4 开头 且 每 个 分 支 都 以 失败 结束 。 在 这 种 情形 中 ， 不 存 
在 由 给 定 的 目标 开始 的 SLD -反驳 。 于 是 ， 由 SLD E E gs 4e PESE HR (GE 1.8) 4, ARE 
己 的 逻辑 后 承 。 这 样 的 树 称 为 PU (ALBI FAM SLD -+ (finitely failed SLD-tree) 。 

通常 的 PROLOG 执行 仅 寻找 一 个 带 标准 选择 规则 的 有 穷 失 败 SLD - 树 。 然 而 为 了 便于 理 
论 分 析 ， 我 们 考虑 一 个 更 一 般 的 、 语 义 内 涵 更 清楚 的 定义 。 为 此 ， 我 们 必须 考虑 这 样 的 反 驭 
搜索 法 ， 它 不 遵守 标准 选择 规则 甚至 也 不 遵守 总 是 从 给 定 的 目标 子 句 中 选择 相同 文字 的 选择 
规则 。( 见习 题 2) 。 

我 们 从 选择 规则 更 一 般 的 概念 开始 。 这 种 规则 使 得 ， 在 证 明 的 每 一 步 中 ， 文字 的 选取 依 
赖 于 前 面 的 整个 证 明 过 程 ， 而 不 是 仅仅 依赖 于 当前 的 目标 子 句 。 

定义 6.1 

(i) 一 般 化 的 选择 规则 ( generalized selection rule) 民 是 这 样 的 一 个 函数 ， 给 定 任 何 LD -证 
明 《Go，C6o)，、…，,，《G,，C,)， 它 从 G, 中 选取 一 个 文字 。 

(ii) 一 个 LD -证 明 《G。，Co。)，…，《G,，C,) 称 为 带 一 般 化 选择 规则 R 的 证 明 (proof via 
a generalized selection rule R) ， 如 果 在 每 一 步 i(0 志 i<n) 被 消解 的 文字 是 通过 尺 从 当前 的 证 
明 (Co，Co) ，…，《〈《C，Ci) 中 选取 的 。 

对 于 给 定 的 目标 、 程 序 和 一 般 化 选择 规则 ， 我 们 给 出 其 对 应 SLD - 树 的 形式 定义 。 

定义 6.2 AP X; PROLOG 程序 ，G 为 某 个 目标 子 自 而 民 为 一 般 化 的 选择 规则 。( 从 P 
出 发 由 G FH R AD) XXX SLD -pj ( associated SLD-tree( from P starting with G via R) ) 是 一 个 
有 穷 分 支 树 了， 其 节点 用 目标 子 名 标记， 每 条 路 径 对 应 着 一 个 带 尺 的 SLD -证 明 。 用 归纳 法 
定义 了。 了 的 根 节点 标记 为 C。 如 果 了 的 某 个 节点 o 标记 为 目标 子 句 C'， 并 且 一 般 化 选择 规 
则 中 根据 从 根 节点 到 C' 的 那 一 段 路 径 所 对 应 的 证 明 选 取 C' 中 的 文字 -4， 那 么 o 的 各 个 直接 
后 继 分 别 对 应 着 可 以 与 C' 在 -4 EIL MS PHF Ci。 这 些 节 点 的 标记 分 别 是 对 应 的 消解 
式 。( 从 根 节 点 到 达 C' 的 某 个 后 继 节 点 的 路 径 所 对 应 的 证 明 是 ， 在 从 根 节 点 到 达 C' 的 路 径 所 
对 应 的 证 明 的 后 面 ， 加 上 该 后 继 所 对 应 的 消解 。) 

注意 ,一 般 地 ，P,，G 和 只 对 应 的 SLD - 树 可 以 是 无 穷 的 。 有 些 路 径 成 功 ， 即 以 口 (成 
功 ) 结 束 ， 从 而 是 6 的 从 忆 出 发 的 (必然 ) 有 穷 的 反驳 。 有 些 路 径 失 败 ， 即 己 中 没有 子 句 可 以 
与 路 径 上 最 后 面 的 目标 在 被 选取 的 文字 上 消解 。 还 可 能 有 永 不 终止 的 其 他 路 径 。 

为 了 逼近 不 是 程序 P 的 逻辑 后 承 的 文字 所 构成 的 集合 ， 现 在 考虑 这 样 的 文字 4: FRA 
的 反驳 的 搜索 在 有 穷 步 内 失败 。 这 样 的 失败 是 可 以 观察 到 的 。 

定义 6.3 

(i)P, G 和 尺 所 对 应 的 SLD - 树 是 有 穷 失 败 的 (finitely failed) ， 如 果 它 是 有 穷 的 且 每 条 
路 径 都 是 因为 在 已 中 找 不 到 子 句 可 以 消解 被 选取 的 文字 而 终止 。( 特 别 地 ， 没 有 路 径 以 成 功 
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BOAR.) 

(ii) — ^A PROLOG 程序 的 SLD -有 穷 失 败 集 (SLD-finite failure set) 是 基本 原子 所 构成 
的 集合 ， 满 足 对 于 其 中 每 个 基本 原子 4， 存 在 一 般 化 选择 规则 R, AP, [SA] ÁO R PERSE 
应 的 SLD - 树 是 有 穷 失败 的 。 

回忆 SLD - 树 的 广度 优先 与 深度 优先 两 种 搜索 对 系统 完全 性 的 不 同 影 响 。 在 这 里 ， 存 在 
一 般 化 选择 规则 R 保证 ， 如 果 4 在 P 的 有 穷 失 败 集中 ,那么 其 带 R 的 SLD - 树 是 有 穷 失败 
的 ， 但 有 些 一 般 化 选择 规则 是 没有 这 个 性 质 的 。 

定义 6.4 一 个 ( 带 民 的 )SLD -证 明 是 公平 的 (fair)， 如 果 它 要 么 是 有 穷 的 (因此 是 失败 
的 或 者 是 一 个 成 功 的 反 驶 )， 要 么 对 于 证 明 中 出 现 的 每 一 个 文字 0( 比 如 说 在 G, v), REX 
i 步 选 择 0 或 者 在 某 个 j>i 阶 段 选择 00,…0,.!， 其 中 0, 是 该 证 明 第 上 步 所 使 用 的 mgu。 一 个 
一 般 化 选择 规则 RADE, RAD RH SLD -证 明 都 是 公平 的 。 

设计 一 个 公平 的 一 般 化 选择 规则 并 不 困难 。 但 是 没有 任何 一 个 常规 的 选择 规则 是 公平 
89, (5,2188 1 ~2。) 下 面 的 结果 说 明 我 们 只 需 关注 任意 公平 的 一 般 化 选择 规则 。 

定理 6.5 对 于 程序 PP 和 基本 原子 公式 A4,，A 在 忆 的 SLD 一 有 穷 失败 和 集中， 当 且 仅 当 对 
于 每 个 公平 的 一 般 化 选择 规则 R, A SR S SLD - 树 是 失败 的 。 因 此 ， 存 在 4 的 一 个 使 用 
任 一 选择 规则 的 有 穷 失败 SLD - 树 ， 当 且 仅 当 对 于 任何 公平 的 一 般 化 选择 规则 R, A 的 SLD- 
树 是 有 穷 失 败 的 。 

证 明 充分 条 件 立 刻 可 从 有 穷 失败 集 的 定义 得 出 。 于 是 设 4 在 P 的 有 穷 失 败 集中 而 RR 
是 任何 公平 的 一 般 化 选择 规则 。 我 们 希望 证 明 由 | WAL 开始 带 R 的 SUD - 树 是 有 穷 失 败 的 。 
我 们 用 归纳 法 证 明 一 个 更 强 的 引 理 。 口 

引 理 6.6 令 己 为 PROLOG 程序 且 R 是 公平 的 一 般 化 选择 规则 。 如 果 目 标 子 和 句 CH= 
[nA e, A 有 一 个 深度 为 k( 带 任何 一 般 化 选择 规则 的 ) 有 穷 失败 SLD -8 lG, 
Cy), «+, (G, C,) R-AK P HR RH SLD—ESI, 其 中 6, 2G, RAB R oy SLD -+ 
的 初始 段 为 (G。，C。)，…，《G，,，C,) 的 每 一 条 路 径 都 是 有 穷 失 败 的 。 

证 明 对 大 进行 归纳 。 设 大 =1 HA, 是 在 当前 深度 为 1 的 失败 SLD ~ 树 S 中 所 选择 的 文 
字 。 根 据 失败 SLD ~- 树 的 定义 ,，P 中 没有 子 句 其 头 可 以 与 4, 合 一 。 现 在 考 虚 带 RR 的 SLD - 树 
7 的 初始 段 为 (G6。，C。〉，…,，《G,，C,) 的 路 径 0。 由 于 RR 是 公平 的 ,RR 在 8 的 某 个 节点 上 
选取 4,06， 其 中 8 是 一 个 替换 。 根 据 对 4, WRK, 中 没有 子 名 其 涉 可 以 与 A0 合 一 。 于 是 
路 径 8 在 该 节点 以 失败 结束 。 由 于 Q@ 是 了 上 具有 那个 特殊 初始 段 的 任意 路 径 ， 因 而 了 在 此 
初始 段 以 下 是 有 穷 失败 的 。 

作为 归纳 步 ， 令 4, 为 在 当前 深度 为 上 +1 的 有 穷 失败 SLD - 树 S 的 第 一 层 中 所 选择 的 文 
字 。 于 是 ，5 的 第 一 层 含 有 用 P 中 子 句 消解 4, 的 所 有 结果 。 从 而 这 一 层 上 的 每 个 节点 的 标 
记 形 如 

H = | 3A, 77,24, , 5B, SB,, 54A, , 7, 74, } 0 

其 中 9 是 对 应 的 消解 和 P 中 某 子 句 C 所 使 用 的 mgu。 注 意 及 有 一 个 深度 为 的 有 穷 失 败 SLD 
- 树 。 

现在 令 Q HH RAY SLD - 树 了 上 任意 一 条 以 (Go ，Co)》 ，…， (6, COE XH ERIS, H 
HG, = C。 再 由 民 的 公平 性 ,在 0 的 例如 第 普 -~1 层 中 ， 首 先 选 取 形 如 Ay 的 文字 ， 其 中 
A,EGo *(G,, €, cs, (Gn, CA Q EARRA 4,y 为 止 的 一 段 路 径 。 此 路 径 上 
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最 后 一 个 消解 用 到 某 个 子 句 Ce 了 P， 其 头 可 以 与 4, 合 一 ， 从 而 也 可 以 与 4, & —. 36185] 38 
( 引 理 1. 11) 的 证 明 指 出 C, 是 $ 的 第 一 层 中 对 应 于 C,_, 的 那个 子 句 日 的 改名 。 因 为 有 穷 失 
We SLD - 树 不 受 改名 的 影响 ， 所 以 有 一 个 深度 为 由 C, 开始 的 有 穷 失败 的 SLD - 树 。 对 (Cu， 
Cy), +, 《Gm，C，) 应 用 归纳 假设 可 得 Q 是 有 穷 失败 的 。 口 

根据 定理 6.5， 在 定义 SLD - 树 时 可 以 假设 已 经 指定 了 任意 某 个 公平 的 一 般 化 选择 规则 
Ro BAER AFAR, PROLOG 类 型 的 系统 在 配备 公平 的 尺 之 后 ， 应 当 如 何 解 决 同时 询问 否 
定性 结论 和 肯定 性 结论 的 问题 。 我 们 从 同时 含有 正文 字 和 负 文 字 的 子 句 6 开始 。 然 后 我 们 
HITI R ÉY SLD -~ 证明， 不 同 的 地 方 在 于 当选 取 了 正文 字 4 时 ， 我 们 就 构造 以 4 ER 0 
有 穷 失败 SLD - 树 。 如 果 成 功 ， 就 删 去 4 并 继续 。 如 果 失 败 ， 则 构造 C 的 反 驶 的 尝试 也 失 
败 。 我 们 将 这 个 方法 形式 化 为 SLDNF -反驳 ( 带 表 示 失 败 的 否定 词 的 SLD -EBR ) o 

定义 6.7 

(i) 一 般 目 标 子 名 (general goal clause) G 仅 是 一 个 任意 的 子 句 。 

(ii) P X PROLOG 程序 。 一 个 从 P 出 发 由 G 开始 带 R 的 SLDNF -证 明 (SLDNF-proof 
via R from P beginning with 6G) 是 一 个 序列 (G;，C;) ， 其 中 G 是 一 般 目 标 子 自 ,，C,eP,， G= 
GEG, na = 口 ， 且 该 序列 的 生成 规则 如 下 ; de X R(GOCR 所 选中 的 文字 ) 是 负 的 ， 那 么 G 
Æ G, fe C, i$ i$ mgu 0, 在 文字 RR(G,) 上 的 消解 式 。 如 果 民 (G,) 是 正 的 ， 它 一 定 是 基本 文字 4。 
在 这 种 情况 下 ， 一 定 看 在 从 目标 -4 开始 的 ( 带 民 的 ) 有 穷 失 败 SLD - 树 。 那 么 有 CG;,1 等 于 从 
G, T BI A, C 不 起 作用 而 0, 是 一 个 恒 等 映 射 。 

像 通常 一 样 ， 这 个 证 明 所 使 用 的 mgu 的 复合 序列 6,0, = 0 称 为 回答 替换 。 

MP di HH C 开始 带 民 的 SLDNF - 树 的 定义 ， 除 了 (ii) 中 的 改动 之 外 ， 与 对 应 的 SLD - 
树 的 定义 相同 (定义 6.2)。 树 上 的 一 条 路 径 就 是 构造 这 样 SLDNF -反驳 的 一 个 尝试 。 该 路 径 
成 功 ， 如 果 对 应 的 尝试 最 终 产生 口 。 设 在 这 条 路 径 的 某 一 点 遇 上 一 个 以 ~-R(Gi) 开 头 的 SUD 
-W T, HRC) 是 正 的 基本 文字 。 如 果 了 有 一 条 路 径 以 口 结束 ， 则 了 不 是 有 穷 失 败 的 。 这 
时 我 们 说 ， 这 个 寻找 SLDNF - 反 驱 的 尝试 失败 。( 当然 ， 即 使 该 SLDNF -- 树 不 是 有 穷 失 败 的 ， 
我 们 可 能 永远 不 知道 这 个 事实 ， 且 该 证 明 方 法 可 能 陷入 无 穷 搜 索 之 中 。) 如 果 R(G,) 是 正 的 但 
不 是 基本 的 ， 我 们 说 该 证 明 在 这 个 地 方 挣扎 (flounder) 。 

提醒 仅 当 刃 选 取 的 正文 字 是 基本 的 ， 才 允许 SLDNF - 反 了 驶 进行 下 去 。 这 样 的 选择 称 为 
安全 的 。 这 样 的 限制 是 根本 性 的 ， 因 为 我 们 将 -9 的 成 功 解释 为 4 的 失败 。 如 果 9 有 一 个 自 
由 变 元 XX， 那么 这 样 做 是 没有 根据 的 。 问 题 “? - Sa (X). “要 求 一 个 ec， 使 得 -9(e) 成 立 而 
*^?-q(X). "要求 一 个 J， 使 得 g(d) 成 立 。 显 然 哪 一 个 也 不 是 另外 一 个 的 否定 或 者 失败 。 遗 
RKE, KER PROLOG: 系 统 在 应 用 表示 失败 的 否定 词 方 法 时 ,不 去 检查 一 个 正文 字 是 不 
是 基本 的 。 这 会 导致 意外 的 (实质 上 是 失败 的 ) 结 果 。 

在 描述 表示 失败 的 否定 词 与 CWA 之 间 的 关系 之 前 ， 先 介绍 一 个 更 一 般 的 研究 方向 ， 称 
为 “完全 数据 库 ”"(CDB)。 其 思想 是 ， 当 我 们 刻画 了 某 件 事 发 生 的 所 有 条 件 时 ， 也 就 是 完全 
刻画 了 这 件 事 本 身 。 下 面 用 一 个 具体 程序 P 来 说 明 。 设 r 是 一 个 -元 谓词 且 程 序 P 的 所 有 
FARRE r: 

r(t, 4 vost) Gite Tay 


r(t sikna) T Gi,1 775 EG 
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如 果 这 个 列表 是 对 FOX, on. X) OX, 为 新 变 元 ) 成 立 的 完整 描述 ， 那 么 这 一 观点 可 以 表 
示 成 

(Kis X,) Og, VEN gy 
HP X,, +, X, 为 新 变 元 ，9 WAY, e, Yp CM sty acc aX, St AQ iA UA Vin,» XX 
EY, e, PAME g1，…，g,, 中 的 变 元 。 这 个 等 价 式 的 “ 当 ”() 方 向 仅 是 所 给 程序 的 


各 个 断言 。 其 “ 仅 当 ”( 一 ) 方 向 说 ， 我们 已 经 用 该 程序 的 子 句 完全 刻画 了 +r。 对 每 个 出 现在 P 
中 的 谓词 r，Comp(P)(P 的 完备 化 ，completion of P) 包 含 上 面 的 语句 作为 公理 。 如 果 7 不 出 
现在 P 任何 子 名 的 头 ， 则 公理 YX-r() 包 含 在 Comp(P) 之 中 。 在 不 涉及 等 号 的 情况 下 ， 
Comp(P) 只 含有 这 些 公 理 。 

在 涉及 等 号 的 情况 下 ，Comp(P) 包 含 第 五 节 中 所 有 在 P 的 语言 中 的 基本 等 词 公 理 (1) ~ 
(3)。 此 外 ， 数 据 库 观点 指出 不 同 的 术语 (名 字 ) 表 示 不 同 的 事物 。 为 了 (在 一 阶 逻辑 允许 的 
范围 内 ) 体 现 这 一 观点 ， 令 Comp(P 了 ) 也 包含 下 面 的 公理 : 


(4) fla), +, 8) g(Y!，…，7Y,)， 对 于 每 一 对 不 同 的 分 别 为 n 元 和 m 元 的 函数 符号 
f 和 g。 

(5):1(x) »* x， 对 于 每 个 含 x 但 不 同 于 x 的 项 i(x)。 

(6)f(x,, a x) HSK IPMN AAR, EY HFEA n -TRARRE fo 


这 就 完成 了 从 P 到 Comp(P) 的 构造 。P 的 每 个 子 句 显然 是 Comp(P) KHMER, Mill 
# Comp(P) FP. 55h, Wm P 是 一 个 PROLOG 程序 ，Comp(P) 是 相 容 的 。( 这里， 那些 将 
“ =” 解释 为 真正 相等 并 且 使 得 其 他 基本 原子 公式 都 为 真 的 厄 布朗 结构 再 一 次 成 为 模型 。) 现 
在 用 Comp(P) 证 明 有 关 定 理 的 可 靠 性 与 完全 性 ， 以 “表明 ” 因 失 败 而 否定 规则 的 合理 性 。 我 
们 从 论述 合 一 与 等 词 公 理 (1) ~ (6) 关 系 的 引 理 开始 。 

引 理 6.8 令 $S=1s =t, ,ss,=t,|。 

(i) 如 果 S 是 可 合 一 的 且 8=|x1/rl，…，x/r。| 为 合 一 算法 (第 二 章 算 法 12.3) 所 给 出 
的 mgu， 那 么 (1) ~ (6) E(s, et Aas, 2t) (4, Sr, A HA Xn mr) 

(ii) 如 果 S 不 可 合 一 ， 那 么 对 任何 语句 A, (1) ~(6)F(s,=t AAS, =t,) >A AAA, 

证 明 考虑 应 用 于 5 的 合 一 算法 。 它 产生 替换 序列 b, 0, 7, Oo A xni. cn, 
Xn T, sd 为 替换 序列 的 复合 0,…6;。 对 进行 归纳 证 明 ， 对 于 直到 合 一 算法 终止 时 的 每 一 个 
k, (1) ~ (6 E(s,st AAs, 2t,)0, 70, (x, Sr Acn Ax, =Tin)。 如 果 算 法 终止 时 给 
出 一 个 合 一 替换 ， 那 么 就 证 明了 (i) 。 如 果 算 法 终止 时 宣告 $ 不 可 合 一 ， 易 知 (1) ~ (6) 可 证 
Bj(s, t, ^n^ 5, 21,200, 没有 实例 为 真 ， 这 样 就 证 明了 (ii) 。 我 们 将 归纳 和 验证 的 细节 


留 作 习题 3。 [] 
定理 6. 9(SLDNF -反驳 的 可 靠 性 ) 4 P A PROLOG 程序 。 
(WRAP RR WB Lu, co, Lale AE B 48 G 开始 的 带 民 的 SLDNF - 树 是 有 穷 失 


Ki, ARZA Comp(P)EL, vev Lao 

Cek 3R BE E 4-4 — AREER 80 25318, BP 6 的 从 已 出 发 的 SLDNEF -A R, 
那么 Comp( 已 ) 上 (SL, A A-L,)6. 

WEBB (i) 对 由 G6 开始 的 有 穷 失败 SLDNF - 树 的 深度 进行 归纳 证 明 。 先 考虑 该 失败 树 在 
第 一 层 上 是 有 穷 失败 的 。 

如 果 RCG) 是 一 个 负 文 字 工 = mr(5，…，s)， 则 没有 子 句 CeP， 满足 其 头 可 以 与 
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r(s,, 7,5) & —, MRP 中 没有 子 句 其 头 含 r， M Comp(P) & & BE VXSr(X), Mit 


Comp(P) 上 一 r(s,，…，s,)。 否 则 ， 应 用 定义 中 的 符号 表示 ， 有 Comp(P)Fr(s,, +, s)ev 
LAY, AY, (s, = 和 A Sp HbA qi 人 "A Qin.) | isk}, BARER, r(s,, 3, sR 
能 与 任何 r(i,,，…，t,) 合 一 ， 所 以 根据 引 理 6.8(ii) 由 等 词 公理 可 得 ， 该 式 中 每 一 个 析 束 
项 都 不 成 立 。 因 此 Comp(P) 上 -r(s ，…，5) ， 从 而 Comp(P) FG, 


如 果 R(G) 是 一 个 正文 字 上 上， 那么 它 一 定 是 基本 的 (否则 证 明 将 会 挣扎 而 不 是 失败 ), 且 
从 -开始 的 SLD - 树 一 定 有 一 条 路 径 以 口 结束 。 因 此 根据 SLD - 反 驶 的 可 靠 性 (定理 1.9) 可 
得 所 要 求 的 结果 PFL。( 注 意 ， 由 于 上 是 基本 的 ,该 反驳 所 给 出 的 回答 替换 是 无 关 紧 要 的 。) 

现在 考虑 归纳 步 。 设 C 有 一 个 深度 为 k+1 的 有 穷 失败 SLD - 树 。 如 果 R(G) 是 一 个 正 的 
基本 文字 LL， 那么 从 一 L 开始 的 SLD - 树 是 有 穷 失 败 的 且 G 为 6 - {LI。 它 有 一 个 深度 为 的 
ARM SLDNF - 树 ， 从 而 根据 归纳 ，Comp(P) 上 Ge KACHA G, Comp(P)FG HE 
成 立 。 

HUE, B R(C) 是 负 文 字 L= 一 r(s!，…，s,)。( 再 一 次 采用 Comp(P) 定 义 中 的 符号 表 
示 。) 在 所 给 的 失败 SLDNF - 树 的 第 一 层 上 ，C 的 每 一 个 直接 后 继 H 是 应 用 相应 的 mgu 0; 于 
C, VEL ERI Aqua oo. Dan Mish MAR, ETH, RARE Sk 的 有 穷 失 败 
SLDNF - 树 ， 从 而 根据 归纳 ， 对 于 每 一 个 i<k 有 Comp(P) FH, AK RUE Comp(P) F 
入 HH, 一 VXG。 要 看 清 这 一 点 ， 又 只 和 需 证 明 

Comp(P) F Al (agin v v -0)0 | Ei k} — mrs, ,5,) 

现在 根据 Comp( P) HEX, ar(s,, co. sS) RRL, NAHAT isk, UH 3Y o AY,,(s, = 


BAA CUA Sp Sti Gad OA Gin, o ASH 6.8， 这 一 命题 成 立 的 必要 条 件 是 ， 存 在 7， 对 
每 个 /过 mn 合 一 5 与 i;， 并 且 保 证 GA Ag, RL. AF 0; 是 这 个 合 一 的 mgu， 所 以 由 假设 
(^4, V v gin) 0, 可 知 不 存在 这 样 的 Y， 得 证 。 口 

(ii) $A FAW SLDNF - 反 了 驶 的 长 度 进行 归纳 证 明 。 首 先 ， 设 反驳 长 度 为 1， 从 而 6G 只 
含 一 个 文字 上 。 如 果 工 是 正 的 ， 它 就 是 基本 的 且 有 一 个 从 一 上 开始 的 有 穷 失败 SLD - 树 。 根 据 
(i) 得 Comp(P) 上 一 L。 如 果 工 是 负 的 ， 例 如 =r(s1，…，s,)， 那 么 P 中 有 一 个 形 如 r(t, ，… 
t, ) 的 子 名 可 以 通过 某 个 6 与 L 合 一 。 因 此 ，--00 是 P 的 从 而 也 是 Comp(P) 的 逻辑 后 承 。 

然后 ， 考 虑 6 的 长 度 为 +1 的 SLDNF - 反 驶 。 如 果 R(G) 是 一 个 正文 字 L, MAL Æ 
基本 的 ，b SRR, G BML, es Lao Las coc, LII BUR — T IEBEOS k BS SLDNF 
-RUL, K mgu 序列 记 为 9.…9,。 与 基本 情形 一 样 ，Comp(P) 上 5-L,， 根据 归纳 假设 有 Comp 
(P)F (aL ^ ATL, ATL, A ASL, ) 0,90, 0 FA JH FY Ba BT BE WE BA AY-Comp(P) E (>L, A 
“AL, )6,0, 770, 成 立 。 

Ba, 设 R(G) 为 一 负 文 字 上 = 一 r(s, s s), HE 1L, 7, La aga. t’ 
STAR A oU, Lalo WRBA, Comp(P) F {aL ^ … 入 一 五 -入 qj AUA g^ A eI 
一 上 ,90…0;,1。 现 在 根据 Comp(P) sg X. 0, &— rls, co, s) B rta, cn, G6 WBE 
$5138 6.8 (i), A Comp(P) F (Qa AA dn) 6 9 rs, cns S.) Ooo A DE RT Al 
Comp(P) 上 天 9…2: 成 立 ， 从 而 结束 归纳 步 。 口 

定理 6. 10(SLDNF - 反 驱 的 完全 性 ) de P X —A- PROLOG 程序 ，C = |-4，…， 一 4 | 
是 常规 的 目标 子 和 句 ，R 是 公平 的 一 般 化 选择 规则 且 Comp( P) FAA, v …v -4 ， 那 么 存在 一 
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A P BRC 开始 的 带 尺 的 有 穷 失败 SLD -- 树 。 

WEB] 为 了 处 理 第 五 节 中 的 等 号 ， 下 面 的 证 明 思 路 修正 了 第 二 章 第 七 节 的 表 方 法 完全 性 
定理 的 证 明 。 如 果 从 C 开始 的 SLD - 树 不 是 有 穷 失 败 的 ， 那 么 它 有 一 条 (可 能 是 无 穷 的 ) 路 径 
Q. AO 上 出 现 的 项 和 公式 定义 Comp(P) 的 模型 M ， 使 得 MF 3X(A A HA AD s (XB 
了 6 的 所 有 变 元 。) 因 此 ， 通 过 构造 这 样 的 模型 MAf( ， 可 得 所 要 证 明 的 定理 的 逆 否 命题 。 

令 66，C，… 和 的 ，b ，… 分 别 为 出 现在 Q 所 对 应 的 SLD -证 明 中 的 目标 和 mgu。 如 同 
第 五 节 中 那样 ，M 的 元 素 是 项 的 等 价 类 ， 并 且 函 数 符号 在 这 些 等 价 类 上 的 作用 也 同 那 里 所 
定义 的 一 样 。 这 里 关键 的 新 思想 是 用 mgu 序列 定义 项 的 等 价 关 系 。 我 们 说 两 个 项 * 和 1 是 等 
价 的 (s= 日 ， 如 果 它 们 最 终 会 被 mgu 序列 所 合 一 ， 即 存在 m， 使 得 50,0, = 10,…0,,。 显 然 
这 一 关系 是 等 价 关系 (习题 4) 。 我 们 把 项 c 的 等 价 类 记 为 [1] ， 并 令 所 要 定义 的 模型 的 全 域 
M 为 这 些 等 价 类 集合 。 显 然 ， 当 “ =" 解释 为 真正 相等 时 ，Comp(P) 的 等 词 公理 (1) ~ (6) 在 
M 哮 中 成 立 (习题 5)。 

为 了 定义 哪些 原子 公式 在 M 中 为 真 ， 第 一 步 规 定 ; r([n], ，…，[1,]) 为 真 ， 如 果 存 在 
sie [4]， 使 得 ~-r(s,，…，s,) 是 某 个 目标 子 句 6 中 出 现 的 文字 。 注 意 ， 由 此 立即 可 得 
ME 3X(A, ^ A AQ (因为 G 中 项 (的 等 价 类 ) 提供 了 证 据 ) 。 

我 们 下 一 个 也 是 最 重要 的 断言 是 ， 至 今 所 定义 的 原子 事实 集 S 满足 Comp( P) 中 关于 谓 
词 字 母 公理 的 “ 仅 当 ”方向 。 设 mr(s,，…，s,) 是 首先 出 现在 目标 子 名 C, PHXP, HRE 
公平 性 ， 存 在 w > m， 使 得 第 u 个 被 选择 的 文字 为 -7r(s,，…，s,) 9,…6,。 注 意 根 据 选 取 变 
元 和 mgu 的 惯例 ，-r(s ，…，s,)9。…0, = 一 r(s1，…，s,) 900…9,。 在 这 一 步 ，C, 中 所 选取 
的 文字 被 P 中 某 个 子 句 体 的 文字 (一 qi，…， 一 10,)0,41( = (Gia 7s 79,6770, BERE 
换 。 由 于 ,是 这 一 消解 的 mgu， 从 而 每 个 9, ,6,,, 都 在 5 中。 所以， 如 果 令 q; 为 Comp( P) tf 
对 应 于 r([s,] ，…，[s,]) 的 公理 实例 的 析 取 项 ， 则 根据 引 理 6.8(i)， 有 9 是 可 满足 的 
证 据 。 

现在 扩展 $， 使 得 在 保证 M 满 足 公理 “ 仅 当 ”方向 的 同时 还 是 公理 “ 当 ” 方 向 的 模型 ， 也 
就 是 程序 的 模型 。 令 已 为 用 M HEM 已 中 子 句 做 基本 替换 所 得 的 实例 集 ， 且 5' 为 
SUP' 的 消解 式 集 。 令 人 使 得 5' 是 在 M 中 为 真 的 原子 事实 集 。 我 们 断言 M 就 是 所 要 求 的 
Comp( 了) 的 模型 。 由 于 它 显然 是 P 的 模型 ， 则 只 需 验 证 每 个 谓词 + 所 对 应 的 公理 的 “ 仅 当 ” 
方向 在 M 中 也 为 真 。 通 过 对 将 r, =, HA 5' 的 消解 推理 的 长 度 进行 归纳 证 明 ， 立 刻 
可 以 得 出 这 个 结论 。 因 为 将 r(5，…， LOCA 5' 就 意味 着 ,在 P 有 某 个 头 含 7 的 子 句 ， 该 子 
AUP 9 ，…，gi, 的 一 些 适 当 的 实例 已 经 被 推导 出 来 。 口 

Comp( P) 的 定义 形式 化 了 CDB 研究 方法 背后 的 直觉 。 类 似 地 ，CWA(P) 是 由 根据 CWA 
(封闭 世界 假设 ) 应 当 与 关联 的 那些 语句 所 构成 的 集合 。CWA 的 基本 直觉 是 ， 对 任何 正 的 
ERLE L, WR PXL， 那 么 我 们 应 得 出 ~L。 因 此 我 们 可 以 将 此 视 为 对 PP 附加 了 下 面 类 型 
HFA: 

(0)1~Li ， 对 每 个 基本 正文 字 L， 使 得 PkL。 

和 CDB 一 样 CWA 认为 基本 项 足以 正确 地 表达 论 域 ， 但 CWA 更 进一步 。 除 了 上 面 给 出 的 等 
词 公理 (1) ~ (6) 之 外 ， 它 还 声称 全 域 恰好 由 这 些 基本 项 构成 。 然 而 ， 这 一 观点 不 能 用 谓词 
逻辑 公式 表示 (习题 6) 。 如 果 考 虑 逻辑 后 承 (上 ) 但 不 考虑 可 证 明 性 ， 那 么 可 以 将 这 个 要 求 表 
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示 为 一 个 无 穷 子 句 DCA， 论 域 闭 包 公理 (domain closure axiom) : 
(7) sath vceevxaziovce 
其 中 4i,) 是 所 有 基本 项 的 列表 。 

现在 用 CWA(P) 表 示 根 据 (0) ~ (7) 对 P 所 作 的 扩张 。 注 意 到 CWA(P) 的 任何 模型 都 
是 P 的 厄 布朗 模型 。 由 于 附加 上 (0) 可 保证 每 个 基本 文字 的 真 值 由 CWA(P) 决 定 ， 所 以 
CWA(P) 至 多 有 一 个 这 样 的 模型 。 事 实 上 ， 对 于 任何 PROLOG 程序 P，CWA(P) 总 是 可 满 
足 的 且 它 的 唯一 模型 是 己 的 最 小 厄 布朗 模型 (习题 7) 。 由 于 这 个 模型 也 是 Comp ( P) 的 模 
型 (习题 8) ， 针 对 Comp(P) 和 因 失 败 而 否定 规则 所 证 明 的 可 靠 性 结果 (定理 6.9) 自然 对 
CWA(P) 成 立 。 然 而 ， 可 能 没有 与 定理 6. 10 对 应 的 关于 CWA(P) 的 完全 性 定理 。 事 实 
上 ， 没 有 能 行 的 方法 (例如 搜索 SLDNF - 反 驶 ) 可 以 对 每 个 尸 列 出 CWA(P) 的 所 有 逻辑 后 
承 ( 第 八 节 习题 6) 。 

除了 有 时 要 得 出 否定 信息 ，PROLOG 程序 员 也 可 能 在 程序 中 使 用 这 样 的 表达 式 。 这 需要 
给 出 一 般 程序 和 一 般 SLDNF -消解 的 概念 。 

定义 6.11 一 般 程 序 子 旬 ( general program clause) 至 少 爹 有 一 个 正文 字 ( 可 以 有 更 多 )。 
一 般 程序 ( general program) 是 一 般 程序 子 句 的 集合 。 

ER EN—-RBPF AIR, L, =, LIP, MER PHP ERS R 为 头 而 其 他 的 文字 
作为 子 句 的 体 。 这 样 我 们 可 以 用 PROLOG 的 ( 带 一 的 ) 表 示 方 法 把 该 子 句 写成 R: -二 ，…， 
Lo 遗憾 的 是 ， 其 解释 和 分 析 要 依赖 于 哪 一 个 正文 字 被 选 作 子 句 头 。) 同样 ， 我 们 把 一 般 目 
标 子 句 写成 1 -Li ,…，--L,] 。 然 而 同 以 前 一 样 ， 这 里 希望 用 一 些 mgu 的 9,…0, = 9( 通 过 某 
种 形式 的 消解 ) 从 PU {G1 得 到 口 ， 从 而 证 明 已 上 3X,--X,(L, A aL) 0, 

通过 在 寻找 有 穷 失败 树 的 地 方 引入 递归 (recursion ) 概念 ， 我 们 可 以 把 SLDNF - 反 了 驶 的 定 
义 扩 展 到 一 般 程序 上 。 现 在 寻找 一 个 有 穷 失 败 SLDNF - 树 。 把 一 般 程序 P 扩 展 成 CWA(P) 
和 Comp( P) 的 方法 与 以 前 的 定义 相同 。 像 定理 6.8 和 定理 6.9 那样 的 可 靠 性 结果 也 可 以 在 
这 个 一 般 背 景 下 得 到 证 明 。 但 是 定理 6. 10 的 完全 性 结果 不 再 成 立 。 事 实 上 ， 甚 至 对 于 所 有 
PROLOG 程序 ， 完 全 性 定理 也 是 不 能 推广 到 一 般 目 标 子 名 的 (习题 9) 。 只 考虑 各 分 支 终止 于 
成 功 或 者 失败 的 SLDNF - 树 ， 可 以 得 出 比较 弱 的 完全 性 结果 。 在 这 些 条 件 下 ， 有 可 能 证 明 
SLDNF - 树 ， 在 一 定 的 意义 下 给 出 了 “所 有 的 答案， 它们 是 CWA(P) 或 Comp(P) 的 结果 。 
我 们 建议 读者 参阅 Shepherdson[ 1992, ，5.4] 中 关于 CWA(P) 的 部 分 和 Lloyd 1987，5. 4] 第 三 
章 中 关于 CDB 和 Comp(P) 的 详细 讨论 。 

对 于 一 般 程序 P， 和 需要 特别 注意 的 是 ， 即 使 P 是 可 满足 的 ， 有 可 能 CWA(P) 或 Comp(P) 
或 两 者 一 起 是 不 可 满足 的 (习题 10 ~ 12) 。 然 而 ， 第 四 节 所 考虑 的 回归 性 与 可 接受 性 的 条 件 
可 以 用 以 保证 Comp(P) 的 相 容 性 ， 从 而 可 得 对 于 Comp( P) 所 确定 的 语义 而 言 的 SLDNF -Jx 
驶 完全 性 定理 。( 这 里 我 们 再 次 建议 读者 参阅 Lloyd[ 1987，5. 4] 。) 
习题 
1. 证 明 : 总 是 从 每 个 目标 子 句 中 选择 同一 个 文字 的 选择 规则 不 是 公平 的 。 

(提示 : 考虑 由 以 下 三 个 子 句 构成 的 程序 P. 
(1) r:- p,q. (2)p im p. (3)g:- q. ). 
2. 给 出 一 个 公平 的 一 般 化 选择 规则 并 证 明 它 是 公平 的 。( 提示: 总 选择 证 明 中 还 没 被 选 到 的 最 先 出 现 的 
XE.) 
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,完成 引 理 6.8 的 证 明 。 

。 验 证 定理 6. 10 的 证 明 中 所 定义 的 关系 “ =” 是 等 价 关系 。 

,验证 当 ” = ”解释 为 等 价 类 之 间 的 真正 相等 关系 时 ， 等 词 公理 (1) ~ (6) 在 定理 6. 10 的 证 明 中 所 定义 的 集 
合 1 中 被 满足 。 

. 证 明 : 谓词 逻辑 的 任何 语句 集 都 不 能 推出 CWA 的 公理 (7) 。( 提 示 : 使 用 紧 致 性 定理 。) 

- 对 于 PROLOG 程序 P, W: CWA(P) 的 唯一 的 模型 是 P 的 最 小 厄 布朗 模型 。 

HERA: 一 个 PROLOG 程序 的 最 小 厄 布朗 模型 也 是 Comp(P 了 ) 的 模型 。 

.给 出 定理 6. 10 向 一 般 目 标 子 句 推广 的 反例 。( 提 示 : 写 一 个 短小 的 程序 并 选择 某 个 一 般 目 标 子 句 ， 使 得 
每 个 SLDNF 一 反 驱 的 尝试 都 将 处 于 挣扎 状态 。) 

10. 给 出 一 个 一 般 程 序 P, (848 Comp( P) (JA ifi 2) 可 满足 但 CWA(P) 不 可 满足 。 

11. 给 出 一 个 一 般 程序 P， 使 得 CWA(P)( 从 而 P) 可 满足 但 Comp(P) 不 可 满足 。 

12. 给 出 一 个 可 满足 的 一 般 程序 P， 使 得 Comp(P) 和 CWA(P) 都 不 可 满足 。 
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上 一 节 描 述 的 因 失败 而 否定 规则 的 一 般 执行 方法 既 有 用 又 重要 ， 然 而 它 违背 数学 推理 的 
最 基本 原则 之 一 。 在 数学 推理 (以 及 本 书 的 所 有 其 他 系统 ) 中 从 一 个 前 件 集合 推出 的 结论 也 
可 以 从 任何 更 大 的 前 件 集合 推出 。 更 多 的 信息 或 者 公理 不 会 使 已 经 做 过 的 推理 无 效 。 推 理 的 
这 种 单调 性 对 于 标准 的 数学 推理 而 言 是 基本 的 ， 然 而 现实 生活 的 许多 推理 方法 包括 因 失 败 而 
否定 规则 却 没有 这 个 性 质 。 如 果 没 有 反面 的 证 据 ， 我 们 通常 会 接受 某 个 与 我 们 原来 信念 不 矛 
盾 的 新 信念 。 举 一 个 小 鸟 Tweety 的 例子 。 在 我 们 知识 发 展 的 某 个 阶段 ， 通 过 观察 认识 了 不 
同 的 鸟 类 。 在 这 些 信息 的 基础 上 ， 我 们 得 出 结论 : 鸟 儿 是 会 飞 的 。 一 天 当 我 们 听 说 某 个 名 叫 
Tweety 的 小 鸟 时 ， 自 然 想到 它 是 会 飞 的 。 后 来 当 我 们 看 到 Tweety 时 ， 才 发 现 它 原来 是 一 只 
宠物 能 鸟 ， 同 我 们 一 样 不 会 飞翔 。 我 们 就 抛弃 了 原先 鸟 儿 会 飞 的 信念 ， 并 更 正 我 们 对 于 
Tweety 的 看 法 。 现 在 带 着 新 的 信念 面 对 这 个 世界 ， 继 续 我 们 的 推理 ， 直 到 再 次 发 现 推 翻 我 们 
信和 念 的 新 证 据 。 这 是 除了 数学 以 外 的 几乎 所 有 学 科 典 型 的 知识 增长 过 程 。 信 和 念 与 结论 常常 以 
缺少 其 对 立 面 的 证 据 为 基础 。 

因 失 败 而 否定 的 观念 体现 了 类 似 的 想法 。 如 果 没 有 反面 的 证 据 ( 即 得 出 工 的 推理 ) ， 则 
假设 工 是 不 成 立 的 。 这 个 推理 方法 显然 就 是 一 个 非 单 调 的 推理 系统 。Minsky[1975，5.5] 首 
先 提出 这 样 的 系统 ， 而 从 麦卡锡 (McCarthy ) 的 限定 论 (study of circumscription ) [1980, 5.5] 
开始 ， 许 多 研究 人 员 针 对 计算 机 科学 和 人 工 智能 中 的 不 同 问题 提出 和 研究 了 大 量 的 非 单 调 系 
统 。 这 里 仅 列 出 其 中 几 个 : Hintikka 的 多 重信 念 者 理论 (theory of multiple believers) Doyle 
的 真理 维护 系统 (truth maintenance system) Reiter 的 缺 省 逻辑 (default logic ) 和 Moore 的 自 认 
AE $8 ( autoepistemic logic), WA Apt, Clark 等 人 在 扩展 PROLOG 中 所 提出 的 各 种 因 失 败 而 
否定 规则 。 

我 们 现在 简要 地 说 明 由 Marek, Nerode 和 Remmel[ 1990，5.5] 给 出 的 、 从 抽象 观点 研究 
非 单调 逻辑 系统 的 新 方法 。 这 一 方法 似乎 抓 住 了 所 提 到 的 许多 系统 的 共同 内 涵 。 该 文献 主要 
处 理 命题 逻辑 的 情形 ， 我 们 也 仅 限 于 这 个 情形 。 对 于 PROLOG 中 的 否定 来 说 ， 它 意味 着 ， 
我 们 总 是 考虑 给 定 程 序 在 某 个 厄 布朗 域 中 的 基本 实例 集 。 在 描述 该 一 般 系 统 后 ， 我 们 把 它 与 
一 个 有 趣 的 方法 联系 起 来 ， 该 方法 可 以 挑选 出 一 个 特别 的 厄 布朗 模型 用 以 体现 PROLOG 中 
否定 的 许多 性 质 ( 尽 管 该 方法 与 第 六 节 中 因 失 败 而 否定 规则 不 完全 相同 ) ，Gelfond # Lifschitz 
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的 稳定 模型 语义 (stable model semantics) [1988, 5.4], 

我 们 把 非 单 调 系统 的 思想 用 推理 规则 的 形式 表示 出 来 ， 就 像 消解 或 者 第 一 章 第 七 节 中 经 
典 单调 逻辑 的 推理 规则 那样 。 一 个 推理 规则 由 一 列 假设 和 可 从 这 些 假设 得 出 的 一 个 结论 构 
成 。 标 准 的 假 言 推理 规则 (第 一 章 规 则 7.2) 从 假设 a 和 o-*B 得 出 B。 描 述 这 个 规则 的 一 种 
恰当 方式 是 : 把 假设 写 在 一 条 直线 的 上 面 ， 把 结论 写 在 下 面 ， 

a,a—-> Bp 
B 
在 这 样 的 表示 中 ， 公 理 就 是 不 带 假设 的 规则 ， 例 如 第 一 章 公理 7.1(i) 中 的 公理 : 
(a— (B-a)) 

将 这 样 的 系统 推广 到 非 单调 逻辑 的 关键 是 给 推导 添加 约束 条 件 。 为 了 得 出 规则 指定 的 结论 ， 
除了 要 知道 假设 集合 中 的 每 个 命题 之 外 ， 也 许 还 需要 不 知道 (不 相信 、 还 没有 证 明 、 还 没有 
得 到 等 等 ) 另 外 某 个 命题 集合 中 的 每 个 命题 。 这 种 规则 的 表示 把 常规 的 前 件 写 在 前 面 ， 把 约 
束 条 件 写 在 后 面 ， 中 间 用 冒号 隔 开 。 约 束 条 件 是 该 规则 要 求 我 们 不 知道 (不 相信 等 等 ) 的 一 
些 命 题 。 因 此 我 们 把 下 面 的 规则 





CQ 2 :Bi pu Ba 


RE: 如 果 已 经 知道 (证 明 、 得 到 )a,，…，a,,， 但 不 知道 ( 没 证 明 、 没 得 到 )p,，…，p,， 
那么 可 以 得 出 结论 说 我 们 知道 (能 证 明 或 者 得 到 )y。 

定义 7.1( 非 单调 形式 系统 ) 令 U 为 (命题 字母 ) 集 。 

(i) 非 单调 推理 规则 ( nonmonotonic rule of inference) 是 一 个 三 元 组 (P,，G， 9), 其 中 


P=|a, 0,0, E G=]|B, =, Ba AU 中 元 素 的 有 穷 列 ， 且 ge U。 每 个 非 单调 推理 规则 
记 为 
aa 
r= —— - 
9 
我 们 称 al cs, o, 为 规则 rr 的 前 件 (premise) , B,, =, B, 为 规则 rr 的 约束 ( restraint) 。 注 意 


PP 或 G6 或 两 者 同时 可 以 为 空 。 

(ü)duX P-G-(0, PARM r 称 为 公理 。 

(证 ) 非 单调 形式 系统 (nonmonotonic formal system ) 是 一 个 有 序 对 (U，N)， 其 中 UU 为 非 空 
(命题 字母 ) 集 且 NN 为 非 单调 规则 集 。 . 

(iv) UO FR S 在 系统 (U，N) 中 是 推理 封闭 的 (deductively closed)， 如 果 对 于 NN 的 每 个 
规则 rr， 若 r 的 所 有 前 件 au, oo, ao, 都 在 S 中 且 所 有 约束 Bl，…，B, 都 不 在 8 中 ， 则 的 结 
论 p 在 5 中 。 

形式 系统 的 非 单调 性 的 实质 在 于 推理 封闭 集 对 于 任意 交 一 般 是 不 封闭 的 。 因 此 一 般 来 说 ， 
一 个 命题 字母 集 7 没有 推理 闭 包 ， 即 没有 最 小 推理 封闭 集 $S， 使 得 S21。 然 而 ,推理 封 闭 集 的 
递减 序列 的 交还 是 推理 封闭 的 (习题 1)， 从 而 U0 的 子 集 中 总 有 (至 少 一 个 ) 极 小 推理 封闭 集 ( 习 
题 2)。 

在 假设 1 的 所 有 元 素 为 真 时 ,包含 1 的 所 有 推理 封闭 集 可 看 作 是 给 定 系统 所 允许 的 各 种 
合理 观点 。 每 一 个 观点 表达 了 一 个 在 所 有 规则 下 封闭 的 信念 集 。 然 而 ,许多 观点 可 能 会 相互 
矛盾 。 所 有 包含 1 的 推理 封闭 集 的 交集 代表 这 些 合理 观点 的 共同 信息 。 它 常 被 称 为 1 的 确定 
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J& *# ( secured consequence) f s 34 RAH 1H) TJA (skeptical reasoning) ARE , 
517.2 ^ U-loa, B, y! B^ 











W ae 


OSN Fin, nl; MCU, NO: S=la, Bi ， 只 有 一 个 极 小 推理 封闭 集 。 那 么 5 
是 (U，N,) 的 确定 后 承 集 。 , 

(Gi) N, zin, rn, mh. XFU, N,): 8; lo, BIAS, lo, yl, AMENER 
封闭 集 。 那 么 5 = | al 是 (7，N: ;的 确定 后 承 集 。 在 这 个 例子 中 ， 确 定 后 承 集 不 再 是 推理 封 
闭 的 。 

对 应 于 经 典 的 概念 ， 非 单调 逻辑 中 从 前 件 集 工 的 推导 需要 一 个 参数 $S， 用 来 界定 那些 我 
们 假设 不 知道 的 命题 。 我 们 用 这 种 演绎 的 概念 来 刻画 非 单调 系统 的 各 个 扩张 (extension) ， 它 
类 似 于 单调 系统 的 逻辑 后 承 集 。 

定义 7.3 4(U, NN) 为 非 单调 形式 系统 且 令 S$S，1CU。 在 (UU，N) 中 的 一 个 从 I 出 发 
的 5 -演绎 是 一 个 有 穷 序 列 pi, s p’ AA pzp, LAMA isk, p 要 么 在 了 中， 要 么 是 
《U，NN) 的 一 个 公理 ， 要 么 是 某 个 规则 reN 的 结论 ， 满 足 该 规则 的 所 有 前 件 在 p, 0, Pia 
中 且 所 有 约束 在 U-S 中。 在 这 种 情况 下 gp 称 为 了 的 8- 后 承 ， 我 们 用 C,(1) 标 记 1 的 所 有 5 
-后 承 构 成 的 集合 。 

注意 上 述 定义 中 5 的 作用 是 阻止 应 用 其 约束 在 S 中 的 规则 ; 它 不 会 导致 U 的 成 员 被 直 
ERA Cs(1)。 事 实 上 ,Cs(1) 有 可 能 不 包含 $ 并 且 不 是 推理 封闭 的 。 

例 7.4 使 用 例 7.2 中 的 符号 表示 ， 定 义 一 个 系统 (UVU，N)， 其 中 N= in, nl, WE 
$=1B} ,那么 C,(O) = al 不 是 推理 封闭 的 ， 因 为 它 不 含 y， 而 这 与 规则 r, 抵触 。 

命题 7.5 如 果 SCC,(1)， 那 么 C,(7) 是 推理 封闭 的 。 

TERA 设 规 则 7 的 结论 为 op， 所 有 前 件 在 Cs (71) 中 而 所 有 约束 在 其 外 面 。 根据 C;(7) 的 
定义 ,我 们 可 以 构造 含 r 所 有 前 件 的 5 -演绎 。 根 据 假设 ，r 的 所 有 约束 都 在 5 的 外 面 。 因 此 
应 用 -> 可 以 将 该 推导 扩张 为 的 5 -演绎 ， 从 而 得 ee C,(D. 口 

定义 7.6 SCU 是 I 的 一 个 扩张 ， 如 果 Cs(1) = S。5 是 一 个 扩张 ， 如 果 它 是 空 集 纪 
的 扩张 。 

非 单调 系统 中 了 的 扩张 $ 对 应 于 经 典 逻辑 中 了 的 逻辑 后 隋 。 从 了 可 推导 出 其 扩张 中 的 每 
一 个 成 员 ， 而 了 的 所 有 $- 后 承 都 在 $ 中 。 在 习题 3 ~5 中 给 出 扩张 的 一 些 基 本 性 质 。 

已 经 知道 ， 可 以 应 用 扩张 这 个 概念 解决 数学 和 计算 机 科学 中 的 许多 问题 。 在 习题 8 ~9 
中 给 出 一 些 数 学 例子 。 现 在 回 到 带 否定 的 PROLOG 程序 ， 通过 稳定 模型 概念 探讨 它们 与 扩 
张 的 联系 。 

从 我 们 现在 的 观点 来 看 ， 自 然 要 把 因 失败 而 否定 视 为 一 种 非 单调 系统 。 上 一 节 给 出 的 因 
失败 而 否定 的 内 在 思想 是 当 我 们 不 知道 (不 能 推出 )p 时 ， 可 以 断言 ~p。 这 给 出 了 一 种 将 
PROLOG 程序 转变 成 非 单调 系统 的 自然 方式 。 

注意 ， 定 义 6. 11 PREF ONBRA pia. os Ms 7515, DSa KP p, q 
Ts 为 原子 公式 。 
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不 要 忘记 我 们 是 在 命题 情形 中 。 因 此 ， 如 果 所 考虑 的 程序 有 变 元 ， 那 么 就 考虑 该 程序 子 
旬 在 厄 布朗 域 中 的 所 有 基本 实例 。 我 们 现在 可 以 轻易 地 把 只 含 基本 原子 的 一 般 程序 P 以 一 
种 自然 方式 翻译 为 非 单调 系统 。 我 们 把 每 个 基本 原子 视 为 命题 字母 。 这 些 原子 构成 了 全 域 
U, EEF P BEDEA pi- q, s d, 5, ccs os, 的 程序 子 句 C 翻译 成 一 个 规 
则 tr(C) : 

Gis gs 
p 

这 样 就 可 以 得 到 一 个 非 单调 系统 ， 其 规则 集 N 是 翻译 P 的 子 旬 所 得 的 集合 {tr(C): CEP}, 

定义 7.7 令 忆 为 只 含 基 本 子 句 的 一 般 程序 。 己 的 翻译 (translation )tr( 已 ) 是 非 单调 系统 
《U，N)， 其 中 U 是 PP 中 出 现 的 原子 所 构成 的 集合 , 而 N= |tr(C): CEPAP PIARA 
译 所 构成 的 集合 。 

已 经 证 明 tr(P 了 ) 的 扩张 恰好 就 是 Gelfond 和 Lifschitz[ 1988，5.4] 所 引信 的 PP 的 稳定 模型 。 
稳定 模型 给 带 因 失败 而 否定 规则 的 一 般 程 序 提供 了 一 种 强 语义 概念 。 

定义 7.8 如 果品 是 在 一 般 的 基本 程序 已 中 出 现 的 原子 所 构成 的 集合 且 MEU， 那 么 己 ， 
是 用 如 下 的 方式 由 尸 得 出 的 程序 : HE Se M 删除 所 有 体 部 含有 负 文 字 -s 69-0, X ELI 
去 其 他 子 身体 的 所 有 负 文 字 。 因 为 Ph 显然 是 一 个 PROLOG 程序 (不 含 负 文字 ) ， 根 据 第 二 章 
第 十 节 习 题 3， 它 有 唯一 的 极 小 厄 布 朗 模型 。 己 的 稳定 模型 (stable model) 是 U 的 一 个 子 集 
M, 使 得 用 是 Py 的 唯一 极 小 厄 布 朗 模型 。 

下 面 的 定理 表明 这 个 术语 的 合理 性 ， 该 定理 说 明 P 的 稳定 模型 其 实 就 是 已 的 模型 。 

定理 7.9 P 的 每 个 稳定 模型 都 是 的 极 小 模型 。 

证 明 WMJEÉPEHIEOEB, SRP EWP- g, 5,4, 55, c, 5s, 的 子 句 C。 
如 果 某 个 s, e M, 那么 M 满足 C 是 显然 的 。 如 果 没 有 s, EMP, 那么 p: ~ g,，…，g, 就 在 
P, 中 。 因 为 M 是 Py 的 模型 ， 所 以 当 q ，…，g,e M 时 ，p e M。 因 此 在 这 个 情形 下 M 也 满 
RC, Ki MM 是 P 的 模型 。 

要 证 明 M XE P 的 极 小 模型 ， 考虑 P 的 任何 模型 M'CM。 我 们 需要 证 明 M =M. PEB 
定 模型 的 定义 ， 只 需 证 明 MEP, 的 模型 。 现 在 P, 中 的 任何 子 名 C' 来 自 P 中 如 上 面 给 出 的 


AT, Es eM, 其 中 1<j<m。 则 CHM p:-4,, +, Io 设 9 ，…， qE M', WE 
明 peM'。 由 于 M'CM， 对 于 每 个 1<j<m， seM', Bit, HFM CEP 的 模型 ， 所 以 
peM', iE. N 


87.10 4 Q 为 下 面 出 自 Gelfond 和 Lifschitz[ 1988 ，5.4] 中 的 一 般 程序 : 
p(1,2). 
q(x) :~ p(x,y) ,=q(7). 
Q 有 两 个 极 小 厄 布 朗 模 型 : M, =p, 2), q(1) ĦAM, = Ip(1, 2), «(21 (习题 6)。 将 
通常 的 因 失 败 而 否定 规则 运用 于 该 程序 ， 那 么 它 对 于 问题 “? - g(2). "的 回答 是 “no”， 而 对 
于 问题 “? - g(1). ”的 回答 是 “yes”。 因 此 我 们 更 倾向 于 第 一 个 模型 。 
现在 考虑 从 厄 布朗 域 的 子 集中 选取 该 程序 基本 实例 的 稳定 模型 。 首 先 ， 将 程序 本 身 转化 
为 下 面 基本 版 的 P: 
p(1,2). 
q(1) :~- p(1,1) ,~9(1). 
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q(1) :~ p(1,2) ,5q(2). 
q(2) :~ p(2,1) , 2 q(1). 
q(2) :~ p(2,2) , ^ q(2). 
现在 考虑 厄 布 朗 域 的 子 集 MN = 19(1)} 。 则 P, 是 
p(1,2). 
q(1) :- p(1,2). 
q(2) :- p(2,2). 
Py MR) Je BARA |p, 2), q(1)] v M, Ki, M 不 是 PP 的 稳定 模型 。 BEE, 
任何 不 含 P(1，2 ) B S& & M 都 不 是 P 的 模型 ， 从 而 根据 定理 7.9, 它 也 不 是 P 的 稳 
定 模型 。 
接着 ， 考 虑 原来 程序 Q 的 两 个 极 小 厄 布朗 模型 M, 和 M,。 我 们 断言 M, 是 稳定 的 而 M, 
不 是 。 首 先 ，P 是 
p(1,2). 
q(1) :- p(1,2). 
q(2) :~ p(2,2). 
这 个 程序 的 极 小 模型 显然 是 M,, MM, 是 稳定 的 。 另 一 方面 ，Pw 是 
p(1,2). 
q(1) :- p(1,1). 
q(2) :- p(2,1). 
它 的 极 小 模型 为 jp(1，2)} s M,. Alt M, 不 是 稳定 的 。 

FXE, M, 是 已 仅 有 的 稳定 模型 (习题 7) ， 从 而 根据 因 失 败 而 否定 的 观点 ， 稳 定 模型 
是 “正确 ”的 选择 。 

定理 7. 12 给 出 稳定 模型 与 非 单调 系统 直接 而 精确 的 联系 。 我 们 继续 使 用 上 面 的 符号 ， 
并 先 从 一 个 引 理 开 始 。 

引 理 7.11 如 果 M'X P, HRB, BA M'DC,(O). 

证 明 MAP, 的 模型 。 通 过 对 M -演绎 的 长 度 进行 归纳 ， 证 明 CLCO) 的 每 个 成 员 
都 属于 M'。 考 虑 任何 (来 自 几 的 )M -演绎 pl ，…，p*，pP， 并 设 推出 p 的 最 后 一 步 推导 所 用 
的 规则 是 tr(C)， 其 中 C 为 P 的 子 句 。 根 据 归 纳 ， 假 设 对 于 任何 1<isk, o, e M', 从 而 tr( CC) 
的 每 个 前 件 9; 都 在 M' 中 。 由 于 这 是 M -演绎 ，tr(C) 的 约束 s; 都 不 在 M 中 。 则 根据 定义 ， 
Pgo, q, 是 P, 的 子 句 之 一 。 因 为 M' 是 Py 的 模型 ， 所 以 有 peM'。 口 

定理 7. 12 U0U 的 子 集 肝 是 的 稳定 模型 ， 当 且 仅 当 它 是 tf(P) 的 扩张 。 

证 明 设 必 是 (U，tr(P)) 的 扩张 。 首 先 ， 我 们 断言 M 是 Py 的 模型 。 考 虑 Py 中 的 任 
fF p: -gl，…，9,， 其 中 a, oo, eM, BEEP, MEX, P 中 存在 一 个 子 旬 C =p:- 
Qis tUs Qas DSi 0n. Smo Bs, KEMP, Ai CP) HUS — P 3RLRII tr(C)， 其 所 有 的 
前 件 在 M 中 且 没有 约束 在 MM 中 。 因 为 根据 命题 7.5， 扩 张 是 推理 封闭 的 ， 所 以 ye M. X 
次 ， 必 须 证 明 M 的 任何 真子 集 MERE Py 的 模型 。 因 为 = Cw( 包 ) ， 这 可 由 引 理 7.11 立 
即 得 到 。 

BS BATA, EMEP, 的 极 小 厄 布朗 模型 。 首 先 注意 到 ， 根 据 引 理 7. 11， 
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MIC,(@). RE M 的 极 小 性 假设 ， 只 需 证 明 C,CO) J& Py 的 模型 就 可 得 到 所 需要 的 结 
RM-C,CUOD, 因此 ， 考虑 Py 中 任何 子 句 p-ga, Ut, Ans 其 中 所 有 的 q f£ C, CO) PO 
于 是 存在 一 个 含 所 有 q 的 M -演绎 p, e, pr WE P, 的 定义 ,，P 中 存在 一 个 子 句 
Czpi-qu, c0, Ins Si, cns, Sns 使 得 s, 不 在 居中， 从 而 在 tr(P) 中 有 一 个 规则 tr(C)， 
使 得 其 所 有 的 前 件 在 Cy( 名 ) 中 。 由 此 可 以 构造 一 个 以 p 为 结果 的 M EE. MW 
peC,CO), f&u. LJ 

Gelfond 和 Lifschitz 证 明 : 具有 第 四 节 中 所 考虑 的 那些 性 质 的 一 类 程序 有 唯一 的 稳定 模 

型 ， 并 且 为 这 些 程序 提出 稳定 模型 语义 这 个 术语 。 唯 一 稳定 模型 这 种 特殊 情形 确实 是 特别 有 

趣 的 。 然 而 ， 对 于 非 单 调 逻 辑 来 说 ，tr(P) 的 所 有 扩张 都 可 以 作为 系统 模型 的 候选 对 象 。 

习题 

1. $ 5,25, 2-- AARAU, IND 的 推理 封闭 集 的 艇 套 序 列 (nested sequence) 。 证 明 : NS, 是 推理 封 
FAR. 

2. ffi (Zorn) 5| 8 ( 0,58 75 Be BE. 10.2 0 38 + 2 BE 2) UE, XF F iE F PI] ( downwardly nested 
sequence) 的 交 封 闭 的 非 空 集合 类 有 极 小 元 。 应 用 这 个 引 理 和 1， 证明: 每 个 非 单调 形式 系统 有 一 个 极 小 
的 推理 封闭 子 集 。 

3. 证 明 : 运算 Cs;(7) 对 于 7 是 单调 的 而 对 于 5 是 反 单调 的 ， 邑 ， 如 果 CJ, ACSC), 并且 如 果 
SCT, 那么 C;(1) 2C1(D)。 

4. 证 明 : 如 果 5 是 1 的 扩张 ,那么 5 是 1 的 极 小 推理 封闭 超 集 ， 并且 对 于 任何 满足 1 SJES 的 J， 
有 Cs(J) =5。 

S. 如 果 3 和 了 是 工 的 扩张 且 SST， 那 么 S= 了。 

6. 证 明 : 例 7.10 中 程序 P 和 0 的 极 小 厄 布朗 模型 就 是 那里 所 给 的 集合 M, 和 Mo 

7. 证 明 : Æ 7.10 M, 是 P 的 唯一 的 稳定 模型 。( 提 示 : 在 开始 分 析 时 应 注意 到 ， 任 何 候选 对 象 要 成 为 
P 的 模型 必须 含有 p, 2), 但 是 考虑 到 极 小 性 ， 不 可 含有 P 的 其 他 实例 。) 

下 面 用 到 的 图 与 偏 序 的 基本 术语 可 参考 第 一 章 第 六 节 的 习题 7 ~8。 

8. & "为 自然 数 ，C 为 局 部 有 穷 图 ， 即 对 该 图 的 每 个 顶点 *， 存 在 有 穷 多 的 顶点 y， 使 得 |*，y|} 是 C 的 边 。 
定义 非 单 调 的 形式 系统 (U(G)，N(G))，, 使 得 U(G) = 1Cxit x 是 G6 的 顶点 且 i<nl。 然 后 ， 对 于 6 的 每 
个 结 点 x* 和 jn， 把 下 面 的 规则 放 入 NCC) 中; 

;iCxl,,Cx(j- 1),Cx(j +1), ,Cxn 
Cxj 
最 后 ， 对 于 6 中 每 一 对 不 同 的 顶点 x，y， 每 个 i<n 和 每 个 ge U(G)， 我们 把 下 面 的 规则 放 和 人 NCC), 
Cxi,Cyi 
e 
WEB): MRE Cxi 解释 为 顶点 < 着色 i, 则 SG U(G) 是 4U(G)，N(G)) 的 扩张 ， 当 且 仅 当 5 是 6 的 一 个 nn 
一 着 色 。 

9. 4 PP 是 宽度 为 n 的 偏 序 。 定 义 非 单调 系统 (U(P),，N(P)), 使 得 U(P) =|Cxil xeP Bin], WH 

TxeP, 向 N(P) 中 放 入 规则 
:Cxl, ,Cx(j - 1) ,Cx(j +1),.…,Cxn 





Cxj 
最 后 ， 对 于 在 偏 序 P 中 不 可 比较 的 任何 * 与 y， 向 N(P) 中 放 入 规则 
Cxi, Cyi 
e 
WA: SCUJ&QUCP), NCP)O 的 扩张 ， 当 且 仅 当 集合 1C e, CL 是 覆盖 己 的 一 些 互 不 相交 的 链 ， 其 


m C,sixi Ces}, 
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第 八 节 ”可 计算 性 与 不 可 判定 性 


20 世纪 三 四 十 年 代 的 逻辑 学 家 的 主要 任务 之 一 就 是 把 算法 或 者 能 行 方法 effective 
procedure) 的 直觉 概念 形式 化 。( 为 了 方便 我 们 考虑 自然 数 上 的 算法 。) 研究 者 提出 了 许多 看 
似 不 同 的 定义 ， 他 们 包括 丘 奇 、 哥 德尔 (Gidel) 、 厄 布朗 、 克 林 (Kleene) 、 马 可 夫 ( Markov) 
和 波斯 特 ( Post) 。 他 们 建议 的 方案 有 递归 、 等 式 演绎 系统 ( equational deduction systems) 、 理 
想 化 计算 机 模型 (idealized models of computing machines) 等 等 。 也 许 最 有 哲理 说 服 力 的 是 图 灵 
(Turing) 的 建议 。 他 所 给 出 的 一 种 简单 的 计算 模型 无 疑 是 现在 最 著名 的 定义 ， 图 灵机 (Turing 
machine) 。 

可 以 用 这 些 模 型 计算 的 每 个 函数 显然 是 能 行 的 。 随 着 研究 的 发 展 ， 人 们 发 现任 何 直觉 上 
可 计算 的 函数 都 可 以 用 这 些 系统 中 的 任何 一 个 去 计算 。 事 实 上 ， 在 若干 年 之 内 所 有 这 些 建 议 
被 证 明 是 相互 等 价 的 ， 就 是 说 ， 用 任何 一 种 模型 可 以 计算 的 函数 类 与 用 其 他 的 模型 可 以 计算 
的 函数 类 是 相同 的 。 这 些 函 数 现在 叫做 递归 函数 (recursive function) 。 这 些 方面 的 结果 导致 
丘 奇 给 出 了 现在 所 说 的 磋 青 论题 (Church's thesis); 能 行 可 计算 的 函数 恰好 就 是 递归 函数 。 
至 今 人 们 所 获得 的 证 据 使 得 这 个 论题 几乎 被 普遍 接受 。 因 此 ， 要 证 明 某 个 计算 方案 是 通用 
的 ， 即 它 可 以 计算 每 个 能 行 的 函数 ， 只 要 证 明 : 对 于 某 个 已 知 的 定义 了 递归 函数 类 的 计算 方 
案 ， 它 所 能 计算 的 每 一 个 函数 ， 我 们 的 计算 方案 也 能 计算 。 

不 难 用 谓词 逻辑 演绎 对 这 些 标准 定义 中 的 任何 一 个 建立 模型 ; 对 每 个 递归 函数 /， 用 算 
术语 言 写 下 一 些 公理 ,使 得 f(n) = 亚 ， 当 且 仅 当 疡 (元 ,而 ) 是 这 些 公理 的 逻辑 后 承 ， 其 中 对 
每 个 自然 数 n， 该 算术 语言 含有 一 个 项 5， 且 pj 为 算术 语言 的 一 个 二 元 谓词 。( 为 了 避免 出 
现 变 元 串 ， 我 们 仅仅 考虑 一 元 函数 。 我 们 所 做 的 每 一 件 事 同 样 适用 于 任意 元 的 函数 ， 只 需 用 
变 元 序列 取代 单个 变 元 即 可 。) 通 常 ， 这 些 表示 可 以 自然 地 表达 为 PROLOG 程序 的 形式 。( 以 
习题 1 ~ 2 为 例 。) 因 此 ， 任 何 可 靠 且 完全 的 PROLOG 执行 方法 (例如 ， 广 度 优先 搜索 ) 将 可 以 
正确 地 计算 所 有 的 递归 函数 。 通 过 选取 合适 的 计算 模型 (定义 8.1 中 所 描述 的 谢 弗 逊 
( Shepherdson ) 的 寄存 器 机 (register machine) ) 并 巧妙 地 把 它 翻 译 成 PROLOG 程序 (定义 8.4)， 
我 们 证 明 总 选取 最 左边 文字 和 对 SLD - 树 进行 深度 优先 搜索 这 个 标准 执行 方法 足以 计算 所 有 
的 递归 函数 。( 其 实 ， 这 些 “ 可 行 的 "程序 本 质 上 用 任何 选择 规则 和 搜索 方法 都 能 正确 地 运 
fT) WIE, PROLOG 是 一 种 通用 的 计算 机 模型 (推论 8. 6 和 推论 8.7) 。 

一 旦 人 们 对 于 算法 或 者 能 行 可 计算 函数 类 有 一 个 公认 的 数学 定义 ， 人 们 就 有 希望 证 明 ， 
一 些 方法 (或 判断 ) 不 能 用 任何 算法 实现 (判定 ) ， 或 者 证 明 一 些 特别 的 函数 不 是 能 行 可 计算 
的 。( 这 些 概念 其 实 是 共存 的 。 判 断 方法 ， 例 如 判断 一 个 数 n 是 否 在 某 给 定 集合 4 中 ， 或 者 
判断 某 个 多 项 式 是 否 有 整数 根 ， 或 者 对 应 于 计算 4 的 特征 函数 C (OO n6 A, C,(n) =1, 
M ne ARE, C, (n) =0) 或 者 一 个 数组 集合 的 特征 函数 ， 其 中 每 个 数组 对 应 于 一 个 有 整数 根 
的 多 项 式 的 系数 。) 事 实 上 ， 从 递归 函数 的 第 一 个 定义 开始 直到 目前 ， 很 多 寻求 算法 的 经 典 
问题 都 被 否定 地 解决 了 ， 即 没有 递归 函数 计算 所 期 待 的 结果 。 其 中 最 早 也 是 最 著名 的 结果 之 
一 是 图 灵 对 于 停机 问题 (hajting problem ) 不 可 判定 性 的 证 明 : 没有 算法 (递归 函数 ) 可 以 判断 给 
定 的 计算 机 程序 对 于 某 个 输入 是 否 终止 。 因 此 ， 一 旦 把 某 种 标准 的 计算 模型 翻译 成 PROLOG, 
也 就 证 明了 标准 执行 的 PROLOG 程序 的 停机 问题 是 不 可 判定 的 。 因 为 该 论证 适用 于 语义 完全 的 
执行 ， 所 以 也 证 明了 丘 奇 关 于 谓词 还 辑 永 真性 不 可 判定 的 著名 结果 (推论 8. 10) 。 
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在 开始 证 明 PROLOG 的 计算 通用 性 之 前 ， 我 们 给 出 谢 弗 逊 关于 可 计算 性 的 寄存 器 机 模 
型 。 从 “机 械 ” 上 来 说 ， 它 比 图 灵机 简单 ， 用 PROLOG 执行 起 来 非常 容易 。 寄 存 器 机 有 一 些 
存储 单元 称 为 寄存 器 。 每 个 寄存 器 含有 一 个 自然 数 。 这 些 机 器 在 运行 一 个 程序 时 ， 只 有 两 种 
操作 可 做 。 首 先 ， 它们 可 以 把 任何 寄存 器 中 的 数 增加 1 然后 执行 下 一 条 指令 。 其 次 ， 它 们 可 
以 检查 给 定 的 寄存 器 所 含 的 数 是 不 是 0。 如 果 是 ， 它 们 就 执行 下 一 条 指令 。 如 果 不 是 ， 它 们 
就 把 该 寄存 器 中 数 减 1 然后 执行 指定 的 某 个 程序 指令 。 我 们 定义 寄存 器 机 程序 及 其 执行 
如 下 : 

定义 8.1 一 个 寄存 器 机 程序 (register machine program) I 是 对 一 个 数列 x, ©, x, 进行 
操作 的 有 穷 指 令 序 列 1 ，…， J ，1,,!， 其 中 每 个 指令 1(mi) 是 如 下 形式 之 一 : 

(ws: sx, *1(A x, +1 替换 x,)。 

(ii) If x, 0, then x,: =x,-1 and go toj. (Je x,550, PERRA x, -1 并 准备 执行 指 
4- lo) 

约定 ， 在 执行 某 指 令 1, 后， 应 执行 表 列 中 下 一 条 指令 1,,,， 除 非 [要求 执 行 其 他 指令 。 
对 于 输入 值 x, o, a (寄存 器 最 初 含有 的 数值 ) ， 程 序 沿 着 指令 序列 按 规定 的 方式 执行 各 个 
指令 ， 从 而 改变 寄存 器 x, 的 值 。 

最 后 一 条 指令 了 ,总 是 停机 指令 。 因 此 ， 一 旦 到 达 工 ,, ， 运 行 终止 于 寄存 器 的 当前 数值 。 
一 般 地 ， 用 1,(n,，…，n,) 表 示 当 前 要 执行 的 指令 为 1, 且 当 前 各 变 元 的 值 依次 为 n, ，… ,n,。 

定义 8.2 寄存 器 机 程序 1 计算 一 个 函数 f; NN, RAZARA AAs =n fox, = 
0( 所 有 有 >1) 开始 时 ， 程 序 运行 最 后 终止 于 x on fox, fln), PREAL (n, An), 
n, cU, n), HPs, oos, n 为 一 些 数 信 。 如 果 / 是 从 NN 到 的 部 分 函数 ， 我 们 还 要 求 从 
L(n, 0, +, 0) 开 始 执行 的 程序 终止 ， 当 上 且 仅 当 nn 属于 /的 定义 域 。 

一 个 从 NN 到 天 的 (部 分 ) 函 数 是 (部分) 递归 的 ， 如 果 它 可 由 某 个 寄存 器 机 程序 计算 。 

熟悉 图 灵机 的 读者 可 以 证 明 ， 由 寄存 器 机 程序 计算 的 部 分 函数 恰好 就 是 那些 可 由 图 灵机 
程序 计算 的 部 分 函数 。 类 似 地 ， 也 可 以 考虑 下 面 各 种 文献 中 给 出 的 其 他 更 一 般 的 模型 
Shepherdson 和 Sturgis[ 1963, 3.6] 5j Minsky[ 1961 ，3.6] 等 原创 论文 或 者 许多 关于 可 计算 性 
的 基础 教材 ， 例 如 Cutland[ 1980，3.6] 或 者 Tourlakis[ 1984，3. 6] 。 对 于 我 们 的 目的 来 说 ， 
我 们 仅 用 这 一 种 模型 来 定义 部 分 递归 函数 类 。 

为 了 确定 性 起 见 ， 我 们 给 出 具体 的 定义 ， 说 明 一 个 PROLOG 程序 以 某 种 特殊 执行 方式 
计算 部 分 函数 的 含义 。 设 我 们 的 语言 可 以 表示 一 个 极 小 的 算术 。 事 实 上 ， 我 们 所 需要 的 仅 
仅 是 一 个 表示 零 的 常 元 ， 比 如 0， 和 一 个 一 元 函数 *， 表 示 N 上 的 后 继 函 数 。 在 这 个 背景 中 
(我 们 在 第 二 节 的 习题 7 ~ 8 中 考虑 过 这 个 背景 ) ，*(x*) 代 表 * +1 HORE n, 

定义 8.3 一 个 带 ( 二 元 ) 谓 词 p $$ PROLOG 程序 P( 用 某 种 特殊 的 执行 方法 ) 计 算 部 分 函 
数 f/， 如 果 对 于 自然 数 a 与 问题 “? -p(s (9)，Z)”， 在 FLe) 无 定义 情况 下 计算 不 停止 ， 而 在 
fla) = 避 的 情况 下 计算 停止 并 给 出 回答 替换 也 =?(0)( 没 有 其 他 答案 ) 。 如 果 没 提 到 执行 方 
式 ， 我 们 歌 认 采用 任何 某 种 既 可 靠 又 完全 的 执行 方式 (它们 当然 都 是 等 价 的 ) 。 所 谓 标 准 执 
行 是 指使 用 最 左 选择 规则 与 深度 优先 搜索 的 运行 方式 ， 它 是 可 靠 的 但 不 是 完全 的 。 

也 许 用 谓词 逻辑 甚至 Hom 逻辑 语言 表示 寄存 器 机 的 最 自然 方式 ， 就 是 对 于 每 个 指令 了 
引入 一 个 有 r 个 变量 的 谓词 字母 po。 而 p,(n,，…，n,) 解 释 为 ， 机 器 即将 执行 指令 I, B 
变量 的 值 为 n,，…，n,。 现 在 可 以 很 容易 地 用 蕴涵 关系 把 给 定 程序 对 应 于 指令 的 一 步 步 执 行 
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表示 出 来 。 
作为 初次 尝试 ， 我 们 可 以 这 样 翻译 : 
对 每 个 指令 In lemsi, 使 用 如 下 茶 个 恰当 形式 的 公理 : 


Ci)p, (%), 7n, x,) pn ri Xl, t, Aras SCXE), Bears ons X) 
QGi)p,Cx,, cn. xa, 0, xus ocn, X) pua. on, 3,45» 0, Kir, ocn ox) 
^ pu, , Ut, NE-ls s(y), Xp» Ut, x,)—p;(x,, Ut, Meets Ys Xiro Ug x, Jo 


注意， 是 某 个 自然 数 的 后 继 等 同 于 是 非 零 的 数 。) 

令 0(7) 为 对 应 于 寄存 器 机 程序 了 的 有 穷 的 公理 集 。 不 难 证 明 ， 如 果 程 序 了 计算 部 分 函数 
f/f， 那么 对 任何 n，m 和 r-2 个 数 a, b, ce, p,(5 (0), 0--0)—p,,,(5 (0), s™(0), a, b, 
c…) 是 ODREZAK, HELIUM fO) GE LESE mm。 这样 的 翻译 足以 表明 所 有 递归 机 
数 可 用 任何 既 可 靠 又 完全 的 Horn 子 句 演绎 系统 或 PROLOG 进行 计算 ， 从 而 也 得 到 该 类 系统 的 
不 可 判定 性 (见习 题 3) 。 遗 憾 的 是 ， 标 准 执行 未 必 总 能 给 出 可 以 终止 的 运算 (习题 4) 。 

(如 Bezem[1989，5.4] 中 所 述 ) 谢 弗 逊 策略 可 以 把 寄存 器 机 程序 转化 为 (我 们 将 看 到 甚 
至 可 以 用 标准 和 运行 方式 ) 正确 计算 相同 函数 的 PROLOG. 程序 ， 它 包括 两 个 思想 。 其 一 是 颠倒 
蕴涵 的 方向 ， 因 此 把 计算 转变 为 验证 。 其 二 是 转移 目标 子 名 中 的 变 元 ， 以 防 对 它 作 不 必要 的 
合 一 尝试 。 

定义 8.4 对 应 于 害 存 器 机 程序 1 的 PROLOG 程序 P( 门 包含 如 下 子 句 。 

转移 目标 子 句 中 的 变 元 并 把 控制 交 给 第 一 个 指令 的 子 句 : 

p(X,,Z) :- p, (X,,0,---,0,Z). 
(其 中 零 串 长 度 为 r-1。) 

对 应 于 每 个 (i) 型 指令 7 6-48. 

Pa (Xita im p aA CX ve ,Ky S(T) X447 X,,Z). 

*pRCTÓÉA€A(Ó))MSAIL HAATA: 

Pm X 7, X,,4,0 X, 7 一 
Pasi (Xit X4,0,X,,, 7 XZ) 
Pal Xa V Xu SCY) Xa 0 ,X,,2) tm 
PAX, ,Kis Xa X, Z). 
最 后 ， 对 应 于 寄存 器 机 终止 状态 的 子 句 : 
PIT( 下， 下 ,在 X). 

定理 8.5 对 于 任何 寄存 器 机 程序 T， 带 任何 执行 方式 的 PROLOG 程序 P(7) 与 了 计算 相 
同 的 部 分 函数 。 

证 明 固定 一 个 自然 数 a 和 计算 部 分 递归 函数 了 的 寄存 器 机 程序 17。 考虑 带 目 标 子 名 
Co = { -p(s*(0)，2Z)| 的 程序 P(7) 。 首 先 注意 到 程序 P(7) 中 每 个 子 旬 体 至 多 有 一 个 文字 。 
因此 ， 在 任何 由 6 开始 的 SLD ~ 证 明 中 出 现 的 每 一 个 目标 子 名 至 多 有 一 个 文字 。 因 此 ， 任 何 
这 样 的 SLD -证 明 过 程 与 选择 规则 无 关 。 我 们 还 希望 证 明 搜索 SLD - 反 驱 的 结果 既是 正确 的 
又 与 搜索 方法 无 关 。 要 看 清 这 一 点 需要 更 详细 地 分 析 程 序 的 执行 。 

当 从 目标 子 句 Co = {pls (00, Z) 开始 时 ， 第 一 个 被 消解 的 必定 是 PCD 的 第 一 个 子 
^); 结果 为 
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C, = (5p,G'(0),0,-,0,2)] 
设 寄 存 器 机 程序 1 的 执行 到 第 n 步 时 状态 为 J (n(1, n), m(2, n), =, m(r, n)), 其 
中 m(n) <1+1。 RIMA: 只 要 机 器 在 第 ” 步 前 没 停止 ， 该 SLD -证 明 的 后 继 目 标 子 句 C, 
一 定 是 
| puo) G7 (0) 50? (9) e,” (0) ,Z) | 
ARAM Z 做 替换 。 用 归纳 法 进行 证 明 ， 因 此 设 该 断言 对 于 成 立 。 
如 果 工 ,是 (i) 型 的 ， 寄存器 机 的 状态 变 为 
Inaya (m,n), mk - 1,5) ,m(k,n) +1,m(k + 1,n) ,:,m(r,n)) 
FAR—TTBHCTARX Pao (对 应 于 LO), ARS —A4 BUY OTS C, 消解 。 显 
然 ， 这 个 消解 可 得 所 要 求 的 结果 ， . 
LAP pny or (SEP (0) 50? (9) pee ERCO) e S (9), Z) | 

WR 1 是 (ii) 型 的 ， 就 有 两 个 程序 子 句 其 头 含 pu 。 根 据 是 否 m(k, n) =0 分 情况 论 
证 。 不 管 娜 一 种 情况 ， 恰 好 有 一 个 子 句 其 头 可 与 C, 合 一 ， 所 以 该 消解 是 唯一 确定 的 且 C.， 
有 所 要 求 的 形式 。 

因此 ， 如 果 从 状态 五 (ac，0) 开 始 时 7 不 终止 ( 即 / 在 a 处 无 定义 ) ， 那 么 正如 断言 的 那 
样 ，P(7) 从 目标 {p(s"(0)，2Z)|} 开 始 时 不 终止 。 于 是 设 f(a) =8。 如 果 从 状态 了 (ae，0) 开 
始 ， 它 一 定 在 执行 的 第 n+1 步 停 止 于 某 个 状态 1,,(a，5，c,，…，c,)。 根 据 上 面 的 归纳 论 
WE, 该 (唯一 的 )SLD -证 明 中 的 子 名 OC, Æ 

{pn GI (C0) ,5 (0) ,52 (0) ,---,57(0) ,Z) | 
再 次 注意 到 ,恰好 有 一 个 程序 子 句 其 头 含 p,,,: 该 程序 的 最 后 一 个 子 句 。 用 该 事实 消解 C，， 
可 得 口 和 一 个 含 替换 Z/s (0) 的 mgu， 得 证 。 D 

推论 8.6 BAD) i B ECT A PROLOG BAP 计算 ， 并 且 该 程序 可 以 
用 PROLOG 的 任何 执行 方式 正确 地 运行 。 

证 明 ”每 个 (部 分 ) 递 妇 函 数 / 可 以 用 某 个 寄存 器 机 程序 1 计算。 根据 上 面 的 定理 ， 
P(7) 是 以 任何 执行 方式 计算 /的 PROLOG 程序 。 口 

SR, RNB PROLOG 执行 时 ， 已 经 (默默 地 ) 假 设 有 一 个 可 以 正确 进行 消解 的 执行 
方式 (否则 我 们 所 说 的 就 没有 意义 了 ) 。 特 别 地 ， 与 所 有 实际 的 执行 方法 相反 ， 我 们 还 必须 
假设 一 个 正确 的 合 一 算法 以 确保 任何 结果 的 正确 性 。 需 要 指出 的 是 ， 即 使 省 略 合 一 算法 中 的 
出 现 检查 ， 上 面 从 寄存 器 机 程序 构造 的 PROLOG 程序 P(7) 也 能 正确 地 运行 。 

推论 8.7 每 个 (部 分 ?递归 函数 太 可 以 用 一 个 PROLOG 程序 P, 计算 ， 并 且 该 程序 可 以 
用 任何 PROLOG 执行 方式 正确 地 运行 (即使 省 略 合 一 算法 中 的 出 现 检 查 ) 。 

证 明 像 定 理 8.5 证 明 中 的 分 析 那 样 ， 仔 细 观 察 从 PC) UIC} 出 发 由 C= {p(s°(0), Z)} 
开始 的 SLD -证 明 ， 可 以 看 出 所 采用 的 替换 都 是 基本 的 。 在 合 一 算法 所 作用 的 目标 子 句 中 ， 
Z 一 直 是 唯一 的 非 基本 项 ， 在 证 明 的 最 后 一 步 之 前 ， 没 有 替换 作用 Z。 因 此 ， 这 里 针对 程序 
子 句 中 的 变 元 所 作 的 替换 都 是 基本 的 。 在 最 后 一 步 ( 如 果 有 的 话 ) ， 对 程序 子 名 中 的 所 有 变 
元 包括 Z 作 一 次 基本 替换 。 因 为 基本 替换 不 会 违背 关于 替换 的 出 现 条 件 ， 所 以 省 略 出 现 检 
查 不 会 有 什么 影响 。 口 

现在 可 以 证 明 PROLOG 停机 问题 和 谓词 演算 普遍 永 真 性 问题 的 不 可 判定 性 。 

定理 8.8 寄存 器 机 程序 的 停机 问题 是 不 可 判定 的 ， 就 是 说 ， 没 有 能 行 的 方法 可 以 判断 
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给 定 的 某 个 程序 对 于 某 个 输入 是 否 终止 。 

证 明 ”假设 丘 奇 论题 成 立 ， 即 任何 能 行 可 计算 的 函数 是 递归 的 ， 也 就 是 能 用 寄存 器 机 
程序 计算 。 我 们 可 以 不 用 丘 奇 论题 而 形式 地 证 明 停机 问题 没有 递归 解 ， 只 要 给 下 面 论证 中 出 
现 的 少量 的 函数 明确 地 写 出 计算 它们 的 程序 即 可 。 这 些 程序 可 以 在 一 些 基本 的 论文 或 者 许多 
关于 可 计算 性 的 标准 教材 中 找到 。 正 如 我 们 能 列 出 所 有 的 有 穷 数 字 序 列 ， 我 们 能 列 出 寄存 器 
机 的 所 有 程序 。( 见 第 六 章 定 理 7. 10 和 定理 7.11。) 假 如 停机 问题 是 可 判定 的 ， 就 会 有 一 个 
递归 函数 h(x)， 使 得 如 果 这 个 序列 上 第 * 个 程序 对 于 输入 x 终止 上 且 输 出 是 y， 那 么 h(x) = 
y+1, 否 则 h(x) =0。 应 用 经 典 的 对 角 线 方法 ， 立 刻 得 到 矛盾 : 因为 (根据 丘 奇 论题 )h 是 递 
归 的 ， 存 在 某 个 寄存 器 机 程序 计算 h。 设 序列 上 第 n 个 程序 计算 h。 考 虑 h(n)。 由 于 hh 在 每 
个 数 上 有 定义 ,第 n 个 程序 对 于 输入 nn 终 止 并 输出 某 个 数 y。 那 么 根据 定义 ,h(n) =y+1， 
这 与 假设 第 n 个 程序 计算 hh 矛盾 。 口 

推论 8.9 使 用 任何 执行 方式 的 PROLOG 程序 ， 不 管 其 合 一 算法 带 不 带 出 现 检查 ， 其 停 
机 问题 都 是 不 可 判定 的 。 

WEBB ”该 证 明 直 接 由 上 面 的 定理 以 及 定理 8.5 ~ 推论 8.7 的 结果 可 得 。 口 

推论 8. 10( 丘 奇 定理 ) 谓词 过 辑 永 真性 问题 是 不 可 判定 的 ， 即 没有 能 行 的 方法 判断 给 
定 的 谓词 演算 中 的 语句 是 否 永 真 。 

证 明 ”如果 了 是 一 个 寄存 器 机 程序 ， 那 么 根据 定理 S5, 对 于 输入 a 终止， 当 且 仅 当 
SHX P(DUI-ApG'(0), Z) HIS SLD -~ 反驳 的 搜索 成 功 地 终止 。 根 据 SLD -消解 的 完全 性 与 
可 靠 性 ， 这 种 情况 发 生 ， 当 上 且 仅 当 3 Z p(s*(0), 2Z) 是 P(7) 的 逻辑 后 承 。 因 为 P( 门 是 一 个 
有 穷 的 子 句 集 {C,，…，C,1 ， 其 终止 等 价 于 所 有 子 句 C SRAM A RAM I Zp (s^ (0), 
Z)。 因 此 ， 假 如 我 们 能 判定 谓词 演算 的 永 真 性 问题 ， 我 们 就 能 判定 停机 问题 ， 这 与 定理 8. 8 
和 推论 8.9 矛盾 。 m 
习题 

部 分 递归 函数 (partial recursive function) 有 一 个 很 常见 的 定义 是 用 复合 、 原 始 递归 和 极 小 化 运算 作用 于 
几 个 简单 函数 而 得 : 

(1) 后 继 函数 s(x) =x+1 是 部 分 递归 的 。 

(2) 常 函数 ce(x) =0 是 部 分 递归 的 。 

(3) 对 于 每 个 和 r， 投 影 函 数 Pr,(x  ，…，x) =a 是 部 分 递归 的 。 . 

(4) 如 果 g,，…，g。 和 上 是 部 分 递归 的 ， 那么 f(x …， x) hlg Ga ons x). ons gp C’ os 

x) ) 也 是 部 分 递归 的 。 
(5) 如 果 r>1 且 gg 和 上 是 部 分 递归 的 ， 那 么 如 下 “用 原始 递归 "定义 的 函数 /也 是 部 分 递归 的 ; 
f(0,x, , ,%,) = gx, ,%,) 
fn + 1x, nu) = Aw, f(x, xo ux ux 

(6) BUR f(x, +, x, y) ERA, 那么 函数 g(x,，…，zx,) 也 是 部 分 递归 的 ， 其 中 g(x,，…， 

zx) 等 于 最 小 数 y， 使 得 帮 x, ，… ，*,，z) 对 于 每 个 z<y 都 有 定义 且 f(x,，…, ox, y) =0。 

1. (对 上 面 的 定义 用 归纳 法 ) 说 明 如 何 写 出 计算 某 个 部 分 递归 函数 的 PROLOG 程序 。 

2. 证 明 : 习题 1 答案 给 出 的 所 有 程序 用 任何 可 车 而 完全 的 PROLOG 执行 都 可 以 正确 地 运算 。( 提示: 根据 
PROLOG 执行 的 完全 人 性， 只 需 对 每 个 计算 找到 一 个 LD - 反 驱 。 现 在 沿 着 计算 路 径 进 行 。 对 于 另 一 个 方 
向 ， 应 用 可 靠 性 并 注意 到 对 于 这 些 程序 本 来 的 语义 而 言 ，N 是 一 个 自然 的 模型 。) 

3. 如 同 定义 8.4 之 前 所 给 出 的 那样 ， 令 0( 了 ) 为 对 应 于 计算 部 分 递归 函数 /的 寄存 器 机 程序 1 的 子 句 集 。 





144 第 三 章 





G) AGB X FUE, SHER Bn, m, a, b, c, , 
p, (5(0),0,-,0) — p, G^ (0) 57 (0) ,5* (0) ,5 (0) , =) 
是 QUO EHE SERE, CS EL DUM FU) SEX BST m, 
(ii) 应 用 定理 8. 8 给 出 定理 8. 10 的 证 明 ， 使 得 该 证 明 不 涉及 PROLOG 执行 或 者 消解 等 概念 。 
(iii) HEA, QCD) EA PROLOG 程序 可 以 用 任何 可 靠 量 完全 的 执行 正确 地 计算 寄存 器 机 了 所 计算 的 函数 。 
(ER: 见习 题 2 的 提示 。) 
4. 举 一 个 寄存 器 机 程序 1 的 例子 ,使 得 Q(D 作为 PROLOG 程序 用 标准 执行 不 能 正确 地 计算 /所 计算 的 
函数 。 
5. 一 个 自然 数 集 W 是 递归 可 覆 举 的 (recursively enumerable) ， 如 果 有 一 个 能 行 的 方法 列 出 其 成 员 ， 即 它 是 
空 集 或 者 是 某 个 (全 ) 递 归 函 数 的 值 域 。 用 丘 奇 论题 证 明 : 集合 Ru, MABRY WY SHEN - 
.四 都 是 递归 可 枚 举 的 。( 提示 : 非 形式 地 论证 ,给 定 WOSN -W 的 枚 举 序 列 ， 可 以 计算 V 的 特征 函数 。) 
6. WEH: 存在 一 个 PROLOG 程序 P， 使 得 第 六 节 中 所 定义 的 CWA(P) 的 逻辑 后 承 不 是 递归 可 枚 举 的 。( 提 
mi: 根据 丘 奇 论题 和 本 节 的 结果 ， 存 在 一 个 计算 部 分 递归 函数 /的 程序 P， 其 中 Fn，zxr) =0， 当 且 仅 当 
第 ”个 寄存 器 机 程序 对 于 输入 x 终止 。 因 为 CWA(P) 唯 一 的 模型 是 N , CWA(P) BBESUSCGKITS AE AGE X 
这 个 函数 的 真 事实 。 特 别 地 ，-P("(0)，0) 是 CWA(P) 的 逻辑 后 承 ， 当 且 仅 当 第 ”个 寄存 器 机 程序 对 
于 输入 x 不 终止 。 再 应 用 习题 5 说 明 这 与 定理 8.8 矛盾 。) 


进一步 阅读 建议 

Apt[1990，5.4] 是 一 篇 很 好 的 关于 逻辑 式 编程 的 综述 文章 。1992 年 三 月 份 那 一 期 的 
(Communications of the ACM) 专门 讨论 逻辑 式 编程 。 其 中 有 一 些 有 趣 的 文章 包括 一 篇 简 史 
(Robinson[1992，5.4] ) PROLOG 理论 的 标准 教材 是 Lloyd[ 1987，5.4] ， 其 中 给 出 了 大 量 
的 参考 书目 。 另 外 一 本 侧重 于 消解 以 及 逻辑 式 编程 与 关系 数据 库 的 联系 的 教材 是 Maier 和 
Warren[ 1988, 5.4], 。 最 近 的 两 本 教材 是 Doets[ 1994，5.4] 和 Apt[ 1996, 5.4], 

PROLOG 编程 实践 见 Bratko [ 1970, 5.4], Sterling # Shapiro [ 1986, 5.4]. O'Keefe 
[1990, 5.412€ 3$ Sterling[ 1990, 5.4], Clocksin 和 Mellish[ 1987，5.41 曾 经 是 标准 的 教材 ， 
现在 仍然 适用 。 如 果 想 了 解法 国人 和 日 本 人 的 观点 ， 可 以 分 别 参考 译 著 Boizumault[ 1995, 
5.4] 和 Mizoguchi[ 1991, 5.4], 

X ut—Jb OT HOESEGLAUERSS PROLOG 的 终止 问题 ， 见 Apt 和 Pedreschi[ 1991, 5.4] U& 
所 引用 的 参考 文献 。 

带 等 号 的 逻辑 可 以 参考 第 一 章 后 的 进一步 阅读 建议 中 所 提 到 的 所 有 关于 数理 逻辑 的 标准 
教材 。 可 以 首先 考虑 Mendelson [ 1979, 3.2]. Enderton[ 1972, 3.2] 或 Shoenfield [ 1967, 
3.2]。 关 于 模型 论 基 础 的 书 如 Chang 与 Keisler[ 1973, ，3. 4] 也 值得 看 一 看 。 

AK PROLOG 中 因 失 败 而 否定 规则 的 论述 见 Lloyd[ 1987，5.4] 的 第 三 章 和 第 四 章 以 及 
所 引用 的 参考 文献 。 在 Shepherdson[ 1992, ，5.4] 中 可 以 发 现 一 个 很 好 的 综述 以 及 大 量 的 参考 
书目 。 

关于 非 单调 逻辑 的 基础 性 文章 见 Ginsberg[ 1987，5.5] 。 要 了 解 第 七 节 中 方法 的 进一步 
发 展 ， 我 们 推荐 Marek, Remmel 和 Nerode[ 1990 和 1993，5.5]。 要 了 解 第 七 节 开 头 提 到 的 
非 单调 逻辑 的 不 同 的 研究 方法 及 起 源 ， 见 Apt. Blair # Walker[ 1988, 5.4 ]. Clark[1978, 
5.4] Doyle[ 1979, 5.5], Hintikka[1962, 5.5], McCarthy [ 1980, 5.5], Minsky [ 1975, 
5.5] 、Moore[ 1985，5.5] 和 Reiter[ 1980，5.5] 。 当 前 研究 的 论文 一 个 很 好 的 来 源 是 表 5.5 
中 列 出 的 几 着 TARK (< Theoretical Aspects of Reasoning about Knowiedge》) Marek 和 
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Truszezynski[ 1993, ，5. 5] 是 关于 这 一 学 科 的 第 一 本 真正 的 数学 教材 。 

要 看 一 本 很 棒 的 承认 丘 奇 论题 并 且 从 非 形式 观点 介绍 递归 函数 理论 (可 计算 性 理论 ) 的 
书 ， 我 们 推荐 Rogers[ 1967，3.6]。 要 了 解 几 种 不 同 的 定义 相互 等 价 的 细节 及 其 具体 “做 
法 ”， 我 们 推荐 Davis 和 Weyuker[1983, 5.2] Æ Odifreddi[ 1989，3.6]。 想 进一步 专门 了 解 
寄存 器 机 ， 见 Fitting [ 1987, 5.2], Cutland[ 1980, 3.6], Tourlakis [ 1984, 3.2] 或 者 
Shepherdson 与 Sturgis 的 开创 性 论文 [1963，3.6] 和 Minsky[ 1961, 3.6], Machtey 和 Young 
11978，5.4] 中 有 一 些 更 加 面向 计算 机 科学 的 研究 。 

沿 着 谓词 逻辑 不 可 判定 性 的 证 明 思 路 ， 接 着 出 现 的 是 著名 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 : 一 阶 
算术 谓词 逻辑 语言 中 存在 语句 w， 使 得 与 gp 都 不 能 用 任何 合理 的 算术 公理 证 明 。Crossley 
等 人 的 [1990，3. 2] 是 关于 不 完全 性 结果 的 简要 的 人 门 教材 。 这 个 结果 在 许多 标准 的 教材 中 
也 可 以 见 到 ， 例 如 Boolos 和 Jeffrey[ 1989, 3.2], Enderton[ 1972, 3.2] 和 Mendelson( 1979, 
3.2]。 以 递归 论 的 观点 所 做 的 处 理 见 0difreddi[ 1989，3.6] 。 对 于 难题 的 研究 (a puzzlers 
approach) Hf Ji, Smullyan[ 1987 和 1978, 3.2], Gödel 的 原创 论文 [1931，2. 3] 仍 然 值得 一 读 。 





第 四 章 e od BS 


第 一 节 可 能 性 与 必然 性 ; 知识 或 信念 


发 展 形式 模 态 逻辑 的 目的 是 为 了 准确 地 表达 一 些 概念 之 间 不 同 的 数学 性 质 ， 比 如 哲学 和 
自然 语言 中 的 可 能 性 、 必 然 性 、 人 信念、 知识 和 时 态 发 展 等 概念 。 自 从 20 世纪 70 年 代 以 来 ， 
模 态 逻辑 已 经 成 为 计算 机 科学 和 人 工 智能 中 表达 基本 观念 的 有 用 工具 。 

从 形式 上 来 说 ， 模 态 逻 辑 是 经 典 的 命题 逻辑 或 谓词 逻辑 的 扩展 。 在 经 典 逻辑 语言 上 添加 
了 新 的 “ 模 态 算 子 ”。 标 准 的 基本 算 子 传统 上 表示 为 口 和 © 。 语 法 上 来 说 ， 它 们 可 以 视 为 新 
的 一 元 联结 词 。( 我们 省 略 对 于 命题 逻辑 的 单独 处 理 ， 直 接 面 向 谓词 逻辑 。 正 如 第 二 章 定 
理 4.8 中 经 典 逻 辑 那样 ， 命 题 逻 辑 可 以 视 为 谓词 逻辑 的 子 集 ， 所 以 关于 谓词 逻辑 的 结果 包含 
关于 命题 逻辑 的 结果 。 经 典 逻辑 与 模 态 逻辑 之 间 也 具有 这 样 的 关系 。) 

定义 1.1 如 果 C 是 (经 典 的 ) 谓 词 远 辑 语 言 (如 第 二 章 第 二 节 中 的 定义 ) ， 那 么 (在 第 二 
章 定义 2.1 中 ) 添 加 两 个 新 的 原始 符号 口 和 心 ， 把 它 扩 展 为 模 态 语言 (modal language) Co 。 。 
对 于 公式 的 定义 (第 二 章 定义 2.5) 我 们 加 上 一 个 新 的 条 款 : 

(iv) Rp 是 一 个 公式 ， 那 么 ( 口 p) 和 (Ce) 也 是 。 

其 他 如 子 公 式 、 约 束 变 元 和 语句 等 有 关 概 念 可 以 一 字 不 差 地 移植 过 来 。 

在 不 引起 混 清 时 ，Lo 。 中 的 脚 标 可 以 省 去 ， 仅 记 为 ( 模 态 ) 语 言 C。 

对 于 模 态 语言 的 解释 最 初 是 哲学 所 考虑 的 问题 。 口 和 人 一般 读 作 “…… 是 必然 的 ”与 
“.….… 是 可 能 的 ”"。 另 外 一 种 读 法 是 “…… 将 总 是 真 的 ”和 “…… 将 最 终 是 真 的 ”"。 你 也 许 注意 
到 口 积 今 的 关系 类 似 于 VY 和 习 的 关系 。 它 们 是 下 面 意义 下 的 对 偶 算 子 ， 即 Og 通常 的 含义 是 
- 口 ~p。 根 据 刚才 提 到 的 两 种 解释 ， 这 两 个 算 子 各 有 一 个 常用 的 名 字 。 有 时 候 只 需要 使 用 
一 个 算 子 。 例 如 ， 在 有 关 知 识 或 信念 的 解释 中 ， 往 往 只 用 算 子 口 ( 这 样 的 语言 记 为 Co) ， 且 
Cle 理解 为 “我 知道 pg” 或 “我 相信 pg”。 也 可 能 使 用 更 多 的 模 态 算 子 口 ; 和 今 ; 并 给 以 不 同 的 解 
释 。 我 们 倾向 于 把 口 和 八 读 作 “ 方 框 ” 和 “ 萎 形 ”， 这 样 可 以 避免 预先 确定 其 解释 。 

模 态 语言 Cn 。 的 语义 以 Kripke 框架 (Kripke frame) HEM, CRA RAMP RAR 
语义 中 结构 这 个 概念 的 推广 。 从 直观 上 来 说 ,我 们 考虑 一 个 “可 能 世界 ”( possible world) 族 
W BHA we WW 代表 着 一 种 对 于 现实 的 看 法 ， 用 结构 C(w) 表 示 。 我 们 借用 集合 论 的 力 迫 
(forcing) FS, Awl e 表示 e 在 可 能 世界 w PHAR, (RTE w lt o 读 作 “w His o" 或 “wp 
few PHA”) 如果 o 是 经 典 语言 C 的 语句 ， 这 应 该 理解 为 p 在 结构 C(w) 中 为 真 。 如 果 口 解 
释 为 必然 ， 那 么 我 们 把 必然 这 个 概念 理解 为 在 所 有 可 能 世界 中 为 真 ; 用 今 所 表示 的 可 能 性 概 
念 ， 其 意思 是 在 某 个 可 能 世界 中 为 真 。 

时 态 概念 或 关于 某 个 事实 o 在 某 些 事件 已 存在 情况 下 的 必然 性 或 可 能 性 的 断言 ， 可 以 
用 可 能 世界 之 间 的 可 达 ( 或 者 后 继 ) 关系 8 来 表示 。 因 此 ， 我 们 用 zl Oe 表示 o 在 w 的 所 
有 可 能 后 继 世界 或 的 所 有 可 达 世 界 中 为 真 。 这 是 “9 在 世界 w 中 必然 为 真 " 的 一 个 合理 的 
解释 。 

在 第 二 节 形 式 化 模 态 逻辑 的 语义 之 前 ， 我 们 先 看 看 计算 机 科学 中 的 两 种 应 用 ， 从 中 可 以 
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看 出 模 态 逻辑 的 另外 一 个 动机 。 

第 一 个 应 用 领域 是 程序 行为 理论 。 在 Turing[ 1949, 5.7], Von Neumann[ 1961, 5.7], 
Floydf 1967, 5.7]. Hoare[ 1969，5.7] 和 Burstall[ 1972，5.7] 等 关于 程序 正确 性 的 著作 中 ， 
模 态 还 没有 明确 的 定义 ， 其 内 在 的 模 态 路 辑 系统 是 许多 后 来 人 揭示 出 来 的 。 最 近 由 于 程序 分 
析 而 发 展 起 来 的 逻辑 包括 算法 逻辑 (algorithmic logic)、 动 态 逻 辑 (dynamic logic), HRW 
(process logic) 和 时 态 逻 辑 (temporal logic)。 下 面 给 出 其 中 一 个 逻辑 系统 即 顺序 程序 
(sequential program ) 的 动态 逻辑 所 使 用 的 模 态 词 。 

4 a 为 一 (可 能 是 非 确定 的 ) 顺 序 程序 ， 并 令 :为 执行 a 的 机 器 的 一 个 状态 。 令 gp 为 关 
于 状态 的 谓词 或 者 性 质 。 我 们 引入 模 态 算 子 口 和 OO。 来 描述 程序 a 的 执行 ， 其 中 口 。p 解释 
为 在 a 执行 后 p 必然 为 真 或 总 是 为 真 。O。 的 意思 是 在 a 执行 时 pg 有 时 为 真 ( 即 a 的 某 个 执 
TE o AR.) AO, 是 模 态 必然 性 算 子 ，@ 。 是 模 态 可 能 性 算 子 。 

采用 上 面 描述 的 可 能 世界 观点 可 以 使 得 这 个 语言 的 作用 更 大 。 这 里 “可 能 世界 "是 机 器 
的 状态 ， 而 可 达 关 系 由 程序 a 的 可 能 执行 序列 确定 。 更 准确 地 ， 我 们 对 模 态 公式 的 力 迫 性 断 
BEM FRR: 

sl- Due 断言 : p 在 任何 状态 S FAR, PARR a 有 一 个 从 * 开始 并 最 终 到 达 WA 
法 的 执行 。 

sp 斯 言 : 9 在 某 个 状态 S TAR, PERF a( 至 少 ) 有 一 个 从 :开始 并 最 终 到 达 
s' 的 合法 的 执行 。 

KE, a 所 确定 的 可 达 关 系 S, EHA s Tis, WA 5S。s'， 当 且 仅 当 从 状态 s 开始 执行 
程序 a 最 终 可 以 到 达 状 态 s'o 

对 于 每 个 程序 a 可 以 引入 不 同 的 算 子 口 . 和 人。 这样 就 可 以 对 于 每 一 对 算 子 口 . SO, 
用 可 达 关 系 S, 形成 模 态 克 里 普 克 语义 。 这 样 的 语言 在 讨论 程序 的 等 价 变形 与 证 明 它 们 的 正 
确 人 性 时 是 非常 有 用 的 。 毕 竟 ， 其 正确 性 不 过 是 断言 : 不 管 开始 状态 是 什么 ， 当 程序 a 执行 结 
RM, 某 个 情形 o 总 是 为 真 : De. (CJ Goldblatt [ 1982，5.6]、[ 1992，5.6] 和 Harel 
[1979, 5.7],) 

这 个 主题 有 许多 有 趣 和 有 用 的 变 体 。 例 如 ， 可 以 把 sl O. 解释 为 在 o Ms 开始 执行 所 
到 达 的 每 一 个 状态 s' 上 gq BAR. HIE, slc O oH o 在 a 从 :开始 执行 所 到 达 的 某 一 个 
RSs’ bop 为 真 。 我 们 只 要 改变 一 下 可 达 关 系 便 得 到 所 谓 的 进程 逻辑 。 这 个 解释 与 时 态 逻 辑 
也 很 接近 。 在 时 态 逻 辑 中 ， 口 p 的 意思 是 p 总 为 真 ， 而 Oo% 的 意思 是 o 最 终 ( 或 有 时 候 ) 为 
真 。 这 一 逻辑 对 于 不 同时 间 观 念 的 模 态 算 子 可 以 有 不 同 的 扩展 。 在 一 个 数字 时 序 机 (digital 
sequential machine) 中 ， 把 时 间 视 为 自然 数 那样 的 序列 也 许 是 合理 的 。 在 这 种 情形 下 ， 举 例 
来 说 ， 可 以 引入 模 态 算 子 。 并 把 i EK o 在 i 的 直接 后 继 时 刻 为 真 。 再 举 一 个 例子 ， 可 以 
用 这 些 系统 (甚至 可 以 不 用 。) 表达 不 同 的 公平 观念 : 每 个 持续 活跃 的 过 程 终 将 在 计划 安排 之 
中 (被 执行 或 审查 等 等 ) 一 一 口 p(c) 一 Oy(c); 每 个 曾经 活跃 的 过 程 至 少 一 次 被 列 人 计划 安 
排 之 中 一 一 pg(c) 一 Oywy(c); 每 个 无 穷 次 活跃 的 过 程 将 被 无 穷 次 地 列 人 计划 一 一 口 C 9(e) 一 
口 Ow(c); 等 等 。 因 此 这 些 逻 辑 可 用 于 分 析 并 行程 序 (concurrent program ) 或 不 间断 程序 
(perpetual program) 的 一 般 行为 ， 特 别 是 它们 的 正确 性 。( 这 里 另外 一 本 很 好 的 参考 书 是 
Manna 和 Waldinger[ 1985, 5.6].) 

模 态 逻辑 在 计算 机 科学 中 的 一 个 十 分 不 同 的 应 用 领域 是 人 工 智能 知识 与 信念 理论 。 这 里 
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我 们 可 以 把 口 rg 理解 为 “ 某 个 (固定 的 ) 代 理 或 处 理 器 知道 p( 即 o WEA)”, RAED, o 理解 
为 “ 某 个 (固定 的 ) 代 理 或 处 理 器 相信 e (BI o 为 真 )”。 我 们 再 次 希望 讨论 的 不 仅仅 是 一 个 而 
是 很 多 的 处 理 器 。 于 是 引入 这 样 一 些 模 态 算 子 如 口 5p， 把 它 理解 为 “处理 器 a 知道 p”。 因 
Jt, BiU, Oy Ox 的 意思 是 : a 知道 B 知道 p; Die Dl 的 意思 是 : 如 果 a 知道 
e. KABA y. (FATAR, —8 575 Tumer[1984, 5.6].) 

这 一 语言 显然 允许 我 们 表述 分 布 式 或 并 发 系统 中 关于 通信 和 知识 的 观念 。 另 外 一 种 相关 
的 研究 道路 考虑 把 人 类 以 及 机 器 系统 的 信念 或 知识 公理 化 。 这 样 可 以 从 公理 中 推出 知识 或 信 
念 的 其 他 性 质 。 根 据 这 些 推理 ， 人 们 也 许 要 么 改变 自己 的 认 知 观 ， 要 么 改变 自己 所 乐于 接受 
的 关于 知识 的 公理 。 把 模 态 逻 辑 视 为 信念 或 知识 的 逻辑 的 观点 与 数据 库 管理 分 析 密切 相关 。 
因而 ， 它 也 与 第 三 章 第 七 节 的 非 单调 逻辑 密切 相关 。( 见 Fagin 等 人 的 [1995 ，5.6] 中 关于 知 
识 与 信念 逻辑 的 综述 和 Thayse[ 1989, 5.6] 中 对 于 应 用 于 演绎 数据 库 和 人 工 智 能 的 模 态 逻辑 
的 详细 论述 。) 

在 下 面 几 节 中 给 出 模 态 逮 辑 的 形式 语义 (第 二 节 ) 和 一 个 图 表 式 证 明 系统 (第 三 节 ) 。 在 
第 四 节 中 证 明了 这 个 证 明 系 统 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 。 模 态 逻辑 的 许多 应 用 都 针对 这 样 的 一 
些 系统 ， 其 中 允许 (或 建议 ) 对 有 关 的 解释 加 上 一 些 限制 ， 以 反映 我 们 对 于 必然 性 、 知 识 、 
时 间 等 概念 的 不 同 观点 。 在 第 五 节 中 探讨 可 达 关 系 上 不 同 限制 之 间 的 关系 ， 对 其 内 在 逻辑 添 
加 模 态 算 子 公理 ， 并 给 出 新 的 表 证 明 规 则 。 最 后 一 节 ( 第 六 节 ) 描述 一 个 传统 的 希 尔 伯 特 式 
模 态 逻 辑 系统 ， 它 扩展 了 第 二 章 第 八 节 的 经 典 逻 辑 。 


第 二 节 BRM 


为 了 技术 上 的 方便 ， 我 们 对 基本 ( 模 态 ) 语 言 C 作 两 个 修改 。 首 先 ， 把 联结 词 ** 从 我 们 的 
形式 语言 中 省 略 掉 ， 仅 把 pod tU pou apre 的 缩写 。 其 次 ， 设 本 章 中 每 个 语言 C 至 少 
有 一 个 常 元 符号 ,并且 除 了 常 洱 数 之 外 没有 其 他 的 函数 符号 。( 删除 函数 符号 不 会 严重 损害 
语言 的 表达 能 力 。 我 们 可 以 全 部 用 关系 代替 函数 符号 。 例 如 ， 二 元 函数 符号 f(x，y) 的 功能 
可 以 用 三 元 关系 符号 R(x, y, DRE, RBBB f(x, y) =z。 从 而 公式 px, 7Y) ) 也 可 全 
部 替换 为 3z(R(x, y, 2^9(2)«) 

现在 给 出 表示 模 态 逻辑 语义 的 框架 的 精确 概念 。 正 如 我 们 曾经 解释 的 ， 框 架 由 一 个 “可 
能 世界 "集合 WW、 可 能 世界 之 间 的 可 达 ( 或 后 继 ) 关 系 S 和 给 每 个 pe WW 赋予 一 个 经 典 结构 
Clp) 的 指派 这 三 个 部 分 所 构成 。 我 们 要 求 结 构 C(p) 的 论 域 C(p) 对 于 后 继 关 系 是 单调 的 ， 即 
如 果 g 是 p 的 后 继 世 界 ， 记 为 pSg， 那 么 C(p) EC(9)。 这 个 弱 单 调 性 要 求 并 不 是 一 个 严格 
的 限制 。 因 为 即便 是 原子 谓词 也 并 没有 被 要 求 具 有 单调 性 ， 即 COKER e 可 以 在 C(p) 中 
ATR R 而 在 C(9) 中 没有 ， 所 以 我 们 可 以 宣称 任何 对 象 不 再 是 某 个 特殊 数据 库 或 者 谓词 的 
论 域 中 的 元 素 。 人 们 也 可 以 给 出 没有 这 个 限制 的 框架 语义 ， 但 这 样 会 出 现 许 多 我 们 希望 避免 
的 困难 。 例 如 ， 如 果 论 域 中 没有 任何 对 象 ， 即 有 某 个 C(4) = 名， 那么 我 们 就 完全 脱离 了 经 
典 谓词 逻辑 的 领域 ， 因 为 谓词 逻辑 所 探讨 的 论 域 都 是 非 空 的 。 

定义 2.1 4C-(W, S, (C(p)l,.,) BROW. W.Ee9 —jX & $ 和 一 个 给 多 中 每 个 
p 分 配 语言 C 的 (在 第 二 章 定义 4.1 意 义 下 经 典 的 ) 一 个 结构 C(p ) 的 函数 构成 。 为 简化 符号 ， 
AdildeC-(W, S, (C(p)l,., i623 C2 (W, S, C(p)). £38 E —88, ACATA H 
C(p) 的 论 域 。 以 第 二 章 第 四 节 的 真 值 定义 中 那样 的 方式 ， 向 L 添 加 c, 作为 C(p) 的 每 个 元 素 
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a 的 名 字 ， 所 得 的 扩张 记 为 C(p)。 用 pSg 或 (p，9) ES 表示 关系 3 在 已 和 4 之 间 成 立 。 我 们 
也 把 这 一 状态 描述 为 从 p 可 达 (accessible)g( 或 者 9 0€ p 的 后 继 )。 我 们 称 C 是 语言 LC 的 一 个 栓 
(frame), 或 者 简称 为 L 框 架 ， 如 果 对 于 WPA p fe q, pš C(p) CC(q) R£CCp) C 
L(g) 中 常 元 的 解释 与 其 在 C(p) 以 及 C(g) 中 的 解释 相同 。 

现在 给 LC 框架 定义 力 迫 关系 。 在 阅读 下 面 定 义 和 后 面 例子 的 时 候 ， 记 住 下 面 的 解释 范例 
是 有 用 的 : 每 个 pe W 是 一 个 可 能 世界 ; pSg 意思 是 4 J& p 的 一 个 可 能 未 来 ; pl- o 意思 是 p 
在 世界 p 中 为 真 ; Cle 意思 是 p 将 一 直 为 真 ， 而 Og 的 意思 是 9 在 未 来 某 个 时 候 为 真 。 

定义 2.2( 框 架 的 力 迫 ) 令 C= (W, S, C(p)) 28 $ C89 — A38, pEW PHO RE 
言 L(p) 的 语句 。 对 语句 o BA, RAZL p HÉ (force) p, iA pl po 

(i) 对 于 原子 语句 o, p pee Clp) PAR, 

Gii)p lK(gou)opl o Z& iB p l- Jr. 

(ili)p -~p exp RAB P(A po). 

(iv)p lc ( Vx) e(x) o STL p) PHBA Hc, pit el)s 

(p IF C3x)e(x) e& CC) P £d — Hc, HH pl ec). 

(vi)p IF (e ^ d) epl- e Epik y. 

( vii)p l-(9 v V)espl- e X pl- y. 

(vii)p It Doe e SF 4£ 4148 ff pSq $66 qe W, ite. 

(x)pl- Ope Z4 qe W, 使 得 pSg Halt o. 

如 果 要 指明 所 用 框架 ， 我们 可 以 说 在 C 中 p 力 迫 e, HWH p lee. 

定义 2.3 令 9 为 语言 LC 的 语句 。 我 们 说 o ACERCHBAW, Alo, PMRW 中 的 
任何 p 力 迫 g。 我 们 说 gp 是 永 真 的 ， 记 为 Fp， 如 果 提 在 每 个 C 框 架 C 中 被 力 迫 。 

例 2.4 对 于 任何 语句 ， 语 名 Dep 一 ”~ 令 -ep 是 永 真 的 : AJETERHERC-(W, S, C(p)) 
AVE pew, RA DAR BE M 2.2 Wii) WIE pl Openg. FRR pl Oe. WR 
PK AO 79, ABA ARE (iii) )piH Ong. (X), FRE Ge W, (E18 pSq H qlng HR 
pit Cle 5(viii) TM gl- p, SGi) FB. YA) 证 明 逆 命题 -C 2p — Oe 也 是 永 真 的 。 

$02.5 我 们 断言 : 口 YVxp(x) 一 Vx 口 p(x) 是 永 真 的 。 如 果 不 是 ， 则 存在 框架 C 和 p， 使 
14 pit O Vap(x) (8 pK YxOgolx)s MR pK VxOlo(*), BARE (iv) FH cE L(p),， 使 
得 p 类 Cp(c)。 然 后 根据 (ix)， 存 在 qe V fifi pSq H qi£g(c). HF pl OVxe(«), 根据 
(ix) 有 glH Vxep(x)。 最 后 ， 根 据 (iv) 有 9IHe(e)， 由 此 得 出 矛盾 。 注 意 ， 论 域 C(p) 的 单调 
HER, BI pSq 一 C(p) SEC(9) ， 在 论证 中 起 着 关键 作用 。 

例 2.6 口 p(c) 一 pg(c) 不 是 永 真 的 ， 考虑 任何 这 样 的 框架 ， 其 中 原子 语句 ol) ERA 
C(p) 中 不 真 且 没有 4 使 得 psg。 在 这 样 的 框架 中 , pl Ogle) pele). 

812.7. Vxp(x) 一 口 YVxp (x) 不 是 永 真 的 : 令 C 为 一 框架 ， 其 中 色 = fp, ql, S= 
{(p, 1, C(p) 2 lel, C(q) = le, d}, Cp) Fele) HCC) Fele)ang(d), 现在 
pl- Vxg(x), 但 p 米 口 Yxp(x)， 因 为 q 米 pg(d)。 这 个 例子 的 关键 在 于 没有 设 框架 C 的 各 论 
域 C(p) 相 同 。 第 四 节 习 题 8 考虑 了 限制 在 常 论 域 上 的 模 态 逻辑 。 

注意 对 于 不 含 模 态 算 子 的 语句 9 而 言 ， 这 里 所 定义 的 永 真性 与 经 典 谓词 逻辑 的 定义 相 
同 ( 习 题 10) 。 
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在 定义 模 态 逻辑 “人 逻辑 后 承 ” 时 应 当 小 心 一 点 。 如 果 基 本 结构 是 整个 框架 而 不 是 其 中 单 
独 的 世界 ， 那 么 就 会 得 出 下 面 的 定义 : 

定义 2.8 令 了 为 模 态 语言 C 的 一 个 语句 集 而 9 是 [的 一 个 语句 。g 是 5 的 一 个 逻辑 后 
K, WAE Foe, MREB—P PST 都 在 某 个 [框架 C 中 被 力 连 时 ，g 也 在 这 个 框架 中 被 
Aik. 

提醒 ”这 个 逻辑 后 承 定义 没有 要 求 ， 在 每 个 5 框 架 C 中 ，g 在 每 个 使 得 所 有 由 es 为 真 的 
世界 2 中 为 真 (习题 11)。 特 别 地 ， 演 绎 定理 (第 二 章 第 七 节 习 题 6) 对 于 模 态 逻辑 不 成 立 ， 
这 可 从 例 2.7 和 例 2.9 看 出 来 。 

例 2.9 Vxgp (x)FF 口 Yxp (x): 设 C 是 一 框架 ,使 得 对 于 每 个 可 能 世界 p e W, 有 
pit Vxp(x)。 如 果 g e WW 我们 断言 glF 口 Yxgp (x)。 否 则 存在 pe W, HE Sp Hpk 
Yxp(x) ， 与 我 们 的 假设 矛盾 。 

例 2.10 WR o 是 一 元 原子 谓词 ， 口 py (c) Cp(c): BEPC 其 中 $= 名 , H 
C(p) Kp(c)， 从 而 对 于 每 个 p， 有 p 米 p(c)。 在 C 中 ， 每 个 p 力 迫 口 p(c)，, 但 没有 一 个 力 迫 
ec) ,从 而 没有 一 个 力 迫 Op(c)。 

对 可 能 世界 集合 多 或 (更 常见 地 ) 对 可 达 关 系 $ 作 限制 还 可 以 得 到 其 他 的 永 真性 概念 (从 
而 得 到 其 他 的 逻辑 后 承 概念 ) 。 例 如 ， 仅 考虑 自 反 且 传递 的 可 达 关 系 常常 是 有 用 的 。 在 第 五 
节 会 讨论 其 中 的 几 个 结果 。 

我 们 应 当 意识 到 尽管 口 和 @ 在 语法 上 是 命题 联结 词 ， 但 它们 的 语义 涉及 所 有 可 能 世界 。 
Oe 是 说 ,不 管 你 到 达 哪 个 后 继 世 界 ，gy 都 在 那里 为 真 。Cep 是 说 ， 存 在 一 个 后 继 世 界 ， 你 
可 以 到 达 那 里 并 使 得 o 为 真 。 对 于 这 样 的 语义 构造 其 表 ， 自 然 涉及 新 世界 的 引入 和 对 旧 世 
界 元 素 进 行 实例 化 。 
习题 

在 定义 2. 3 中 永 真性 的 语义 定义 基础 上 ， 证 明 以 下 是 永 真 的 模 态 语句 。 

1. 一 仿 一 9 一 口 p( 对 任何 语句 e) 
2. VxLlg(x)-» 3xLle Cx) OW FETRI FUB — T BEI x 的 公式 p(x)) 
证 明 下 面 的 模 态 语句 一 般 来 说 不 是 永 真 的 。 令 p 为 任 一 模 态 语句 。 
3. 95 O09 
4. e Lle 
5. Og 
验证 模 态 语句 e 的 以 下 人 逻辑 后 承 实例 ;: 
6. e Fg 
7. (89 一口) 上 ( 口 9 一 口 口 p) 
给 出 框架 表明 下 面 的 逻辑 后 承 不 成 立 : 
8. Clg Eo 
9. (Le 2e) (Dp DID e) 
10. WR g 是 一 个 不 含 口 或 2 的 语句 , 证明: o 在 定义 3.1 意义 下 的 永 真性 与 在 第 二 章 定义 4.4 意义 下 的 永 
真性 相同 。 
11. RIX o Æ I $ A R E K (local consequence of X), ， 如 果 对 于 每 个 C 框 架 C= (W, S, Clp)), Ype 
WI(Vwex)(pl-q)-pl-e]« 
(i) 证 明 : WR o 是 的 局 部 后 承 ， 那 么 它 是 5 的 逻辑 后 承 。 
Gi) TERA: CO) WBA RY, De 可 以 是 的 逻辑 后 承 但 不 是 局 部 后 承 。 





mS EH 151 








第 三 节 Hh A 表 


384] VETE E HERI —-AERTK, CU-PRUTALBAAT PARR RAGE 
为 基础 。 在 经 典 逻 辑 中 ， 进 行 表 证 明 的 策略 是 系统 地 搜索 与 起 始 标号 语句 一 致 的 结构 。 我 们 
或 者 找到 这 样 的 结构 ， 或 者 看 到 每 个 可 能 的 分 析 都 导致 矛盾 。 当 从 某 个 标号 语句 Fo 开始 
NH, 要么 找到 一 个 结构 ，g 在 其 中 为 假 ， 要 么 断定 有 p 的 一 个 证 明 。 对 于 模 态 逻辑 我 们 从 标 
号 力 连 断言 (signed forcing assertion) Tp I- e 8k, Fpl- elp 是 一 个 语句 ) 开 始 尝 试 ， 建立 一 个 与 
该 断言 一 致 的 框架 ,或 者 断定 任何 这 样 的 尝试 都 将 导致 矛盾 。 如 果 从 Fp 十 pg 开始 ， 那 么 要 么 
找到 一 个 框架 ， 在 其 中 p RHL p, HAWEA 的 一 个 模 态 证 明 。 

模 态 逻辑 的 表 和 表 证 明 的 定义 ， 在 形式 上 都 很 像 第 二 章 第 六 节 中 相应 的 经 典 逻辑 定义 。 
模 态 表 (modal tableau) 和 表 证 明 是 带 标 签 的 二 叉 树 。 现 在 这 些 标签 (仍然 称 为 表 的 表 值 
(entries) ) ， 要 么 是 标号 力 迫 断言 ( 即 形 如 Tp Ito 3X Fa l- 的 标记 ， 其 中 为 给 定语 言 的 语 
句 )， 要么 是 可 达 性 断言 pSg。 我 们 把 Tp It o iE p 738 e, H Fp lt e iE p 47118 po 

因为 在 每 个 可 能 世界 中 我 们 所 使 用 的 是 常规 的 谓词 逻辑 ， 所 以 命题 联结 词 v，^， 一 和 一 
的 原子 表 ， 除 了 它们 的 表 值 现在 是 标号 力 迫 断言 之 外 ， 与 第 一 章 第 四 节 或 第 二 章 第 六 节 中 的 
经 典 定义 是 一 样 的 。 量 词 Y 和 了 3 原子 表 的 设计 ， 既 考虑 到 原先 谓词 逻辑 所 关心 的 问题 ， 也 反 
映 了 可 能 世界 的 论 域 在 可 达 关 系 下 的 单调 性 假设 。 因 此 仍然 要 求 只 有 “新 ” 常 元 才能 用 于 见 
证 一 个 真 存在 语句 或 者 用 作假 全 称 语 句 的 反例 。 粗 略 地 说 ,“ 新 " 常 元 就 是 前 面 没有 做 过 任 
何 承诺 的 常 元 ， 例 如 ， 不 在 C 中 或 在 表 中 尚未 出 现 的 任何 常 元 。 另 一 方面 ， 考 虑 一 个 真 全 称 
语句 Tpi- VYxp(x)。 在 经 典 谓词 逻辑 中 ， 我 们 可 以 用 任何 常 元 替换 被 全 称 量词 所 约束 的 变 元 
x。 这 里 我 们 只 能 对 C(p) 或 菜 个 满足 gSp 的 C(g) 中 的 那些 常 元 。 得 出 结论 Tp IF p(e) 。 这 个 
思想 可 以 翻译 为 ， 要求 c 在 Z 中 或 者 已 出 现在 当前 路 径 的 某 个 力 迫 断言 中 ， 且 该 断言 包含 p 
RAR MEG gSp 出 现在 当前 路 径 上 的 g。 这 里 的 要 点 是 ， 如 果 gSp 并 且 c 在 C(g) 中 ， 那 么 
根据 单调 性 c 一 定 也 在 C(p) 中 。 在 模 态 表 的 定义 中 ， 我 们 把 这 些 常 元 称 为 “任何 适当 的 ce”。 
当然 ,“ 新 的 "与 “适当 的 ” 常 元 的 形式 定义 也 将 在 表 定 义 中 给 出 。 

定义 中 另外 一 个 关键 要 素 是 对 于 以 口 或 开头 的 标号 力 迫 语句 的 处 理 。 在 经 典 逻 辑 中 ， 
对 于 通过 表 的 展开 而 建立 的 结构 ， 其 元 素 是 那些 出 现在 该 表 的 某 条 路 径 上 的 常 元 符号 。 我 们 
现在 要 建立 的 是 一 个 完整 的 框架 。 出 现在 表 某 条 路 径 P 的 表 值 中 的 那些 p 和 4 构成 了 该 框架 
的 可 能 世界 。 我 们 还 必须 沿 着 表 的 每 一 条 路 径 确定 相应 的 可 达 关 系 S$。 把 这 一 信息 直接 包含 
在 路 径 上 ， 便 于 构造 框架 。 因 些 我 们 允许 在 表 中 的 表 值 出 现形 如 pSg 的 事实 ， 其 中 p Ag 出 
现在 路 径 上 该 表 值 之 前 的 某 些 标号 力 迫 断言 中 。 在 口 和 人 的 原子 表 中 含有 这 样 的 表 值 。 例 
Wm, M Tpi Op 可 (语义 地 ) 得 出 结论 : FEE q, 使 得 pSq Tq ite. Alt, Tpi- Op 的 原 
TE pSqURI Tq 上 He 都 放 在 其 路 径 上 ， 其 中 9 为 某 个 新 世界 ( 即 尚未 出 现在 当前 所 展开 的 表 
1), A-FAH, Tpit Oe 的 原子 表 反 映 了 这 样 的 思想 : pl Oe 的 意思 是 o 在 每 个 使 得 pSg 
的 世界 9 中 为 真 。 对 于 任何 适当 的 9， 即 那些 我 们 已 知 pSq 成 立 的 9， 亦 即 当前 路 径 上 pSg 中 
的 g， 该 原子 表 把 断言 Tq lo 放 在 此 路 径 上 。 这 样 ， 我们 沿 着 表 的 每 一 条 路 径 建 立 了 一 个 相 
应 的 框架 。 

我 们 现在 形式 地 定义 各 个 原子 表 。 

定义 3.1( 原 子 表 ) ”我 们 从 某 给 定 模 态 语言 LC 开始 。 令 Li 为 在 L 中 添加 新 常 元 c(ieN) 
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所 得 的 扩张 。 图 43 列 出 了 (语言 上 的 ) 原 子 表 。 在 所 列表 中 ，9p 和 小 如果 不 带 量词 ， 那 么 


们 是 语言 Ce 中 任何 语句 。 如 果 带 量词 ， 那 么 它们 是 以 * 为 唯一 变 元 的 公式 。 


达 关 系 作为 节点 标记 的 二 又 树 ; 两 种 标记 都 称 为 该 表 的 表 值 。(C 的 ) 模 态 表 的 归纳 定义 如 下 。 











TAt 


FA! 


























Fpl- v 


Tpit e FplF9 
对 于 任何 原子 语句 8 和 任何 p 对 于 任何 原子 语句 8 和 任何 p 
-一 ———-—____ 
FV TA FA 
Fol-evy Tp iH PAW 
Tp lk PV | Fplt epAw 
Fpl- 9 Tpl- 9 
Tpl- 9 Tp lF-v | Fpl- 9 Fp Fw 
Fpl- v Tpi- v 
— 41 
上 一 T^ Fr 
Fpl-9—w 
Tpk p —w Tp |tn@ Fp |k ^e 
TplF e | 
Fpl- 9 Tpi- v Fpi- 9 Tpi- e 














T3 
TplF(3x) p(x) 


F3 
FplF (3x)e(x) 


































Tpl- (Vx)g(x) 
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FV 
Fp H (¥x)@(x) 




























Tp lt 9 (c) Fp tk g(e) Tpl- 9 (c) Fpi- 9(c) 
对 于 任何 对 于 任何 
对 于 某 个 新 的 c 适当 的 c 适当 的 c 对 于 某 个 新 的 c 
FO TO FO 
FpitOg TplFoe 
| Fpi- Op 
pSq pSq 
| | Fgqlt 9 
Falk p Rire 对 于 任何 


对 于 某 个 新 的 9 | 对 于 某 个 新 的 9 


图 43 




















适当 的 9 





它 


RE 在 (T 口 ) 和 (FC ) 中 我 们 允许 不 存在 适当 的 4 这 种 可 能 ， 这 时 (T 口 ) 和 (FO ) 的 实 
fA PHA Tp Ik Og 和 Fp lk Oe. 
这 个 表 的 形式 定义 很 像 第 二 章 第 三 节 中 经 典 逻 辑 的 表 定 义 。 
我 们 继续 使 用 给 定 的 模 态 语言 LC 及 其 用 常 元 进行 的 扩张 C。。 我 们 再 固定 一 个 集 
合 | 户 17 人 NI ， 其 中 元 素 可 用 作 力 迫 断言 中 的 忆 和 9。(C 的 ) 模 态 表 是 一 个 用 力 迫 断言 或 者 可 


定义 3.2 


i) 每 个 原子 表 7 是 一 个 表 。 在 情形 (T ) 和 (FV ) 中 要 求 “c 是 新 的 ”， 其 意思 是 ，c 是 添 
加 到 人 得 到 Ce 的 那些 常 元 c; 之 一 ， 且 c 不 在 g PRR, A(FI)M(TV) P, 短语 “任何 适当 
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的 c” 的 意思 是 指 [ 或 pg 中 任何 常 元 。 在 (fF 口 ) 和 (TO ) 中 要 求 9 是 新 的 ， 是 指 4 是 任何 不 同 
Fp p;。 在 本 情形 中 ， 由 于 没有 适当 的 g， 所 以 (T 口 ) 和 (FQ ) 中 短语 “任何 适当 的 9 就 意 
味 着 该 表 是 Tp 上 上 口 q 或 Fpl Og, 

让 ) 如 果 T 是 有 穷 表 ,， PT L-R, EAr 出 现在 PP 上 的 表 值 ， 且 7' 是 在 7 中 将 
HRA ERT RES PRM, MBA LEAK, 

这 里 ， 情 形 (T ) 和 (FV ) 中 要 求 “c 是 新 的 ” ， 是 指 c 为 ci 之 一 (从 而 不 在 C 中 ) 且 ec 不 出 现 
在 7 的 表 值 中 。 在 (了 上 习 ) 和 (TY ) 中 ， 和 短语“ 任何 适当 的 c ”的 意思 是 指 ，c 是 L 中 任何 常 元 ， 或 
RRMA P LK Tpl-y, Fpl-w, Tal-y & Fg l- y HR, 454 qSp 也 出 现在 已 上 。 

在 (fF 口 ) 和 (TO ) PER g 是 新 的 ” ， 是 指 选取 一 个 不 出 现在 7 上 的 P 忆 作为 9。 在 (TD) 
fe (FO ) 中 短语 "任何 适当 的 9 "意思 是 指 ， 我们 可 以 选取 已 上 任何 pSq 中 的 9。 

放 ) 如 果 7。，7,，…，7,，…， 是 有 穷 表 的 一 个 序列 ， 使 得 对 任何 nn 汪 0,7,,| 由 7, 应 用 
ii) 得 来 ， 那 么 7 = U7, 也 是 一 个 表 。 

同 经 典 表 的 定义 一 样 ， 我 们 要 求 在 条 款 ii) 中 连接 一 个 原子 表 到 P 的 末端 时 ， 其 根 表 值 
EE 仍 要 写 出 来 ， 以 保证 最 后 得 到 的 表 是 完成 的 。 需 要 这 样 做 的 原子 表 有 (F3), (TY), 
(T 口 ) 和 (FO )。 但 是 为 了 符号 上 的 简便 ， 在 我 们 的 例子 中 一 般 不 再 重复 写 出 根 表 值 。 下 面 
的 表 证 明 的 定义 方式 是 我 们 所 熟悉 的 。 

定义 3.3( 表 证 明 ) 令 7 为 一 模 态 表 而 是 7 的 一 条 路 径 。 

i)P X3 BB, dX TX ZGRBEEpl-o, rites Fpl- o 都 作为 表 值 出 现在 P 上 。 

ir AFER, tR 7 的 每 条 路 径 是 矛盾 的 。 

ii)7 是 p f WEBB, de r 是 一 个 根 标 记 为 同上 Hp 的 有 穷 矛 盾 模 态 表 。9 是 可 证 明 的 ， 
记 为 Fp， 如 果 存 在 9p 的 一 个 证 明 。 

注意 ， 同 经 典 逻辑 一 样 ， 如 果 存 在 一 个 根 节点 为 Ppl 的 矛盾 表 ， 那 么 就 存在 一 个 有 
穷 的 矛盾 表 ， 即 p 的 一 个 证 明 : 当 一 条 路 径 变 了 矛盾 时 就 不 再 继续 展开 。 由 于 每 条 路 径 是 有 
穷 的 ， 根 据 库 尼 西 引 理 ， 整 个 树 是 有 穷 的 。 因 此 ， 定 义 中 要 求证 明 是 有 穷 的 ( 表 ) 不 影响 任 
何 语句 证 明 的 存在 性 。 还 有 一 个 观点 是 ， 我 们 可 以 要 求 在 表 定 义 的 站) 中 的 路 径 已 为 不 矛盾 
的 ， 这 也 不 会 影响 证 明 的 存在 。 因 此 ， 在 实践 中 构造 证 明 时 我 们 用 @@ 标 记 矛 盾 路 径 ， 并 停止 
沿 着 该 路 径 继续 展开 表 。 

在 处 理 模 态 逻辑 表 法 的 可 靠 性 与 完全 性 之 前 ， 先 看 一 些 模 态 证 明 的 例子 。 注 意 ， 它 们 是 
简略 的 表 ， 我 们 一 般 不 再 重复 写 出 被 展开 项 。 我 们 在 表 的 左边 用 数字 标 出 其 各 个 分 层 ， 在 其 
右边 指出 每 个 分 层 是 由 上 面 哪 一 层 的 原子 表 产 生 的 。 

83.4 对 于 不 含 模 态 算 子 的 语句 ， 在 经 典 谓词 逻辑 与 | whe oe 

















醒 态 逻辑 的 表 之 间 存 在 一 个 自然 对 应 。 把 标号 力 迫 断言 ， LI as 

Tp i ofl Fp I- o 分 别 替 换 为 对 应 的 标号 语句 Tp 和 Fo, TH 

模 态 玫 对 应 到 经 典 表 。( 另 一 个 方向 的 对 应 必须 考虑 第 一 章 ， pw ái 

定义 6. 1 中 新 常 元 的 不 同 含义 。) 注 意 到 ， 该 对 应 关系 把 证 明 

对 应 到 证 明 ( 见 习题 1 ) 。 4 wSu 对 某 个 新 的 w — H13 
例 3.5 pp 一口， 有 时 称 为 必然 模式 (scheme of 

necessitation ) ， 不 是 永 真 的 。 图 44 尝试 给 出 其 证 明 。 5 Fulko H3 


这 个 失败 的 尝试 隐 含 着 一 个 框架 反例 C， 其 中 W= 图 44 
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lw, vl, Sz 1(w, v) HARER o 在 w 中 成 立 但 在 "中 不 成 立 。 这 样 的 框架 表明 9 一 口 p 
不 是 永 真 的 ， 因 为 在 这 个 框架 中 ，2w 不 力 据 9 一 口 p。 








例 3.6 类 似 地 ， 口 wp 一 9 不 是 永 真 的 ， 这 可 从 图 45 中 所 1 Fw 上 Dep 一 9 
尝试 的 证 明 看 出 。 

这 里 所 隐 含 的 框架 反例 ， 包 含 一 个 世界 不 = {w| 与 一 个 空 2 TwitDp 由 1 
的 可 达 关 系 $5， 且 使 8 在 w 上 为 假 。 这 表明 口 p 一 9 KEK 
真 的 。 3 FwlF 9 由 1 

口 的 不 同 解释 诱 使 人 们 认为 口 p 一 p 应 当 是 永 真 的。 例如 ， 图 45 


大 概 所 有 哲学 家 都 会 同意 ， 如 果 e 必然 为 真 ， 那 么 它 事 实 上 为 真 。 另 一 方面 ， 大 多 数 但 也 
许 不 是 所 有 的 认 知 学 家 会 认为 ， 如 果 我 知道 p， 那 么 它 也 一 定 为 真 。 最 后 ， 很 少 有 人 会 声 
称 ，( 对 于 任何 gp) 如 果 我 相信 o, BAe 就 为 真 。 习惯 上 ， 把 口 pq 一 9 RAT” RARA 
理 ”。 在 口 的 许多 解释 中 ， 它 应 当 是 永 真 的 。 从 上 面 的 尝试 性 证 明 可 以 看 出 ， 假 如 我 们 知道 
wSw 的 话 ， 那 么 很 快 可 以 得 到 所 需要 的 了 矛盾。 因此， 在 7 与 可 达 关 系 的 自 反 性 之 间 存 在 某 种 
联系 。 PRE, 不 仅 T 了 在 所 有 带 自 反 可 达 关 系 的 框架 中 是 永 真 的， 而 且 反 过 来 任何 在 所 有 这 
样 框架 中 永 真 的 语句 都 能 由 了 推导 出 来 。 在 第 五 节 中 精确 地 说 明了 这 个 以 及 其 他 像 这 样 的 对 

例 3.7 我 们 在 图 46 中 证 明 口 ( Vx)g(x) 一 ( Vx) 口 p(x) 是 可 证 明 的 。 

注意 ， 第 6 行 和 第 8 行 的 推导 使 用 了 单调 性 ， 这 与 例 2.5 中 的 语义 论证 是 相对 应 的 。 

例 3.8 图 47 给 出 口 (og 一 ) 一 ( 口 p 一 口 ) 的 一 个 表 证 明 。 


1 Fw |tO@ + y) = (O99— Dv) 




































































2 Tw ttO(o v) 由 1 
l Fv tt Ox) 9) — (vx) Op) 3 FwitOe-Oy 由 1 
2 TwIFCD(vx)e x) 由 1 4 Tw Cip 由 3 
3 Fwlk (YDP) 由 1 5 PeiDy 由 3 
4 Fw it O(c) 由 3 6 wSu 新 的 v H5 
5 wSu 由 4 7 Ful v 由 5 
6 Fulk (c) 由 4 8 Tulkp 由 4,6 
7 Tulk (vp) 由 2,5 9 Tulo — v 由 2,6 
8 Tuik g(c) m? 10 Fulto Tvl- V 由 9 
© Hh6,8 11 & & 由 8, 7 


图 46 图 47 
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(图 47 所 论证 的 语句 在 第 六 节 希 尔 伯 特 式 的 模 态 逻辑 证 明 系 统 中 被 用 作 公理 模式 。) 

例 3.9 图 48 给 出 了 Yx 口 p(x) 一 口 Yxp(%) 的 一 个 错误 证 明 。 

第 7 行 的 推导 是 错误 的 。 根 据 第 6 行 我 们 可 以 把 用 于 有 关 ，* 或 者 任何 v ARAMA 
迫 断 言 中 ， 但 我 们 没有 理由 把 它 用 于 关于 w 的 断言 中 。 如 同 例 2.7 中 那样 ， 这 一 步 推导 在 常 
论 域 框架 的 分 析 中 是 可 以 的 。( 见 第 四 节 习 题 8。) 

例 3.10 (Vx) -L1g— —^C1C 3x) e 不 是 永 真 的 。 图 49 中 以 此 公式 开头 的 表 不 是 一 个 证 
明 。 但 是 它 提 醒 了 我 们 如 何 构造 一 个 框架 反例 。 令 该 框架 有 一 个 常 论 域 C = |c，d} ; 两 个 世 
Fw 和 v， 和 使 得 从 w 可 达 v; 没有 原子 语句 在 w JA, BEA wp(d) 在 "上 为 真 。 这 个 框架 
提供 了 所 需要 的 反例 。 
































1 Fw it (¥x)-De +71 (ax)e 

i FwiFH(VX)C19(x) + CXvx) e (x) 2 Tw lk (¥x)7D? 由 1 
2 Tw tt (Vx) p(x) 由 1 3 Fw 卜 - 口 (xp 由 1 
3 Fwl- XYx) p(x) 由 1 4 Twit (axe 由 3 
4 u 由 3 5 Twit -Dp(c) 由 2 
5 FvlF(Vx)o(x) 由 3 6 Fwit De(c) 由 5 
6 Fulg(c) ”新 的 。 ”由 5 7 wsv 由 6 
7 Tw 上 Dop(e) 由 2 8 由 6 
8 Tult e(c) 由 7 9 renee 由 4,7 

® ‘10 Tulte(d) 新 的 4 由 9 

图 48 49 


同 定义 逻 辑 后 承 的 语义 时 一 样 ， 我 们 必须 谨慎 地 定义 从 语 甸 集 (其 中 语 旬 常 称 为 前 
件 ) 出 发 的 模 态 表 证 明 。 这 个 定义 应 该 符合 这 样 的 直觉 : 我 们 只 需 考虑 所 有 前 件 都 在 其 中 被 
力 迫 的 那些 框架 。 为 此 ， 我 们 允许 对 于 任何 适当 的 可 能 世界 p 与 任何 ez， 在 表 中 加 入 形 
如 Tp it 9 的 表 值 。 

定义 3.11 令 台 为 某 模 态 语 言 的 语句 集合 ， 其 中 的 语句 称 为 前 件 。 从 3 出 发 的 模 态 
3& ( modal tableau from X) XE L K X 30 3. 2 中 简单 模 态 表 是 一 样 的 ， 除 了 一 个 附加 的 构成 
规则 : 

(证 ) 如 果 7 了 是 一 个 从 开 出 发 的 有 穷 表 ，p E55， PP 是 7 的 一 条 路 径 ， 且 p 是 在 PP 上 某 标 
号 力 迫 断言 中 出 现 的 可 能 世界 ， 那 么 把 和 pihHp 连 接 到 已 的 末端 就 构成 了 从 马 出 发 的 另 一 个 
RT. 
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现在 那些 用 来 定义 表 证 明 的 概念 可 以 从 定义 3.3 移植 ! Avow) 
到 从 出 发 的 表 证 明 上 ， 只 要 把 其 中 的 “ 表 ” 替换 为 “从 
HAM” BDA, RNAS +e XR p AX X BR T E SR 
的 ， 即 存在 p 的 一 个 从 互 出 发 的 证 明 。 ; 
$03.12. 图 50 给 出 了 口 Yxp(x) 的 一 个 从 前 件 Vxp(x) 
出 发 的 表 证 明 。 4 Fq lt ec) 新 的 c HIB 
习题 
1. 把 例 3.4 所 描述 的 对 应 关系 精确 化 ， 并 证 明 它 把 经 典 谓词 逻辑 的 
表 证 明 变换 为 模 态 逻辑 的 表 证 明 。 反 过 来 ， 如 果 r RAAB 
^] o 的 模 态 表 证 明 ， 描 述 另 一 个 方向 的 适当 的 变换 ， 并 证 明 它 把 7 
变换 为 p 的 经 典 证 明 。 
在 习题 2 ~8 rh, So 和 乡 为 不 带 自由 变 元 或 在 适当 的 情形 中 仪 
含 自由 变 元 x 的 任何 公式 。 给 出 它们 的 模 态 表 证 明 。 图 50 


2 pSq 由 1 


Falt (vdp (x) 由 1 


5 Tg VF (Vx)g(x) 前 件 


6 Tq IF e(c) 由 5 





© 


2， 一 他 一 Y 一 口 p 

3. Vx[1o(x)— 3xD]e(x) 

4. OD (ev (Vale) SC Vx) Coe v & 20) , «TE e 中 不 自由 

5. SOo(S(toeA (Ax) x) A Cds) (gp ^O) , Ep 中 不 自由 

6. Olev ab) (Op O@) 

7. OC As) (pad(s) ) Olea C3x)u(x)) , so PRAM 

8. O( dx) (e(x) 5L) OC CCVx)e(x ) Oe), Æp PRA 
给 出 下 面 公式 的 模 态 表 证 明 : 

9. ol Oe 

10. (g-Oeg) it Oe Oe 

11. Vxp(x)Ik VxL]o(x) 

12. 常 元 定理 : 令 p(x,，…， +, ARSBACHAR, 其 所 有 自由 变 元 都 已 显示 出 来 。 再 令 c, ，…，c, 为 
不 在 C 中 的 常 元 符号 。 证 明 : Vx, Vx,p(x!，…，%,) 是 表 可 证 的 ， 当 且 仅 当 gp(c,，…，c,) 是 表 可 证 
的 。 从 语法 上 论证 ， 给 定 其 中 一 个 公式 的 证 明 可 以 构造 出 另外 一 个 公式 的 证 明 。 


第 四 节 ”可靠 性 和 完全 性 


本 节 第 一 个 目标 是 证 明 : (与 在 经 典 逻 辑 中 一 样 ) 模 态 逻 辑 中 可 证 明 性 蕴涵 永 真性 。 类 
似 于 经 典 可 靠 性 定理 的 证 明 ( 第 二 章 定理 7.2)， 先 证 明 ， 一 个 框架 如 果 与 某 表 的 根 节点 “一 
致 "， 那 么 它 也 与 该 表 某 条 路 径 上 的 每 一 个 表 值 “一 致 " 。 在 经 典 情形 中 (第 二 章 定义 7.1)， 
我 们 在 表 中 构造 出 这 样 的 路 径 并 定义 一 个 结构 ， 其 论 域 由 出 现在 该 路 径 标号 语句 中 的 常 元 e 
构成 。 在 模 态 情形 中 ， 我 们 应 当 定 义 一 个 可 能 世界 集 下 ， 并 且 对 于 每 个 pe W， 根 据 出 现在 
该 路 径 上 的 常 元 定义 一 个 结构 。 匈 由 在 该 路 径 的 力 迫 断言 中 出 现 的 P 组 成 。 然 后 根据 该 路 径 
上 出 现 的 断言 pSg 定义 多 上 的 可 达 关 系 。 

定义 4.1 iC-(V, T, Cp) E tib E CER, cT 是 一 个 表 ， 其 根 标 记 是 如 中 语句 
9 的 力 连 断 言 ， 且 PP 是 7 的 一 个 条 路 径 。 令 到 为 在 P 的 力 连 断 言 中 出 现 的 p 的 集合 ， 并 令 5 
为 上 的 可 达 关 系 ， 它 由 上 的 那些 断言 p 所 确定 。 我 们 说 C 与 一 致 ， 如 果 存 在 映射 了 
fe 使 得 

(GF 是 从 多 到 了 上 的 保持 可 达 关 系 的 映射 ， 即 pSq f(p)T/(q) , (ik &, /不 一 定 是 一 
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一 映射 。) 

(i)g Je P LEDERE Tp IF A Fp lc HBA y PERLES EUG e 对 应 到 L(f(p)) 中 
EAKA. wI, g JECIS UO EE de RAMS ANUP X Ade g 扩张 为 公式 上 的 映射 : 
把 由 中 每 个 常 元 c 替换 为 g(c) 得 到 8( 峭 ) 。 

(iii) eR Tpl- 4 P E, 8RZ f(p) &C AM e(b), BR Fpl-j APL, SRZf(p) 
在 C 中 不 力 连 g(y)。 

定理 4.2 设 C=( 了 Y，7，C(p) ) 是 模 态 语言 C 的 框架 ， 且 了 是 一 个 表 ， 其 根 标记 是 关于 了 
的 语句 o 的 一 个 力 连 断言 。 如 果 geV 且 

(i) Frl- o 是 7 的 根 且 gq 在 C 中 不 力 连 gp 
或 者 

(i)Trl- o £7 83K B. q ECHE p， 

那么 在 7 中 存在 一 条 与 C 一 致 的 路 径 忆 ， 其 (如 定义 4.1 所 要 求 的 ) 见 证 函数 上 把 r hk 
到 9。 

根据 表 T 的 构造 对 该 定理 进行 归纳 证 明 。 在 给 出 其 细节 之 前 ， 我 们 把 该 结果 重新 表述 为 
标准 版 本 的 可 靠 性 定理 。 

定理 4.3( 可 靠 性 , to 一 Fp) 如果 存在 ( 模 态 逻辑 的 ) 语 句 p 的 一 个 ( 模 态 ) 表 证 明 ， 
那么 9 是 ( 模 态 ) 永 真 的 。 

证 阴 ( 可 靠 性 ) o 的 模 态 表 证 明 是 根 形 如 Frio 的 表 r， 其 每 条 路 径 都 是 矛盾 的 。 如 果 
9 不 是 永 真 的 ， 那 么 存在 一 个 框架 C= (V，7T，C(p)) 和 一 个 geV, 使 得 g 在 C 中 不 力 迫 w。 
现在 应 用 定理 4. 2 得 到 7 的 一 条 路 径 P 了 与 函数 f 和 gg 满足 定义 4.1 中 所 列 的 性 质 。 因 为 > 是 
矛盾 的 ， 存 在 一 个 p 与 一 个 语句 ,使 得 Tp It 53 Fp it EP E. HEX 4. 1 (iii) 3r Zi] 
得 出 矛盾 。 口 

我 们 把 定理 4.2 的 证 明 分 成 几 个 部 分 。 首 先 ， 对 应 于 定义 3.2 的 i) 和 和 18 个 原子 表 ， 有 
18 种 基本 情形 。 

引 理 4.4 对 于 每 个 满足 定理 4.2 的 假设 的 原子 表 T， 存 在 该 定理 结论 中 所 要 求 的 
P, ffe g, 

其 次 ， 对 应 于 定义 3.2 中 的 ii) 所 选择 的 原子 表 类 型 ， 共 有 16 种 归纳 情形 。 为 了 便于 归 
纳 ， 我 们 实际 证 明 的 是 一 个 比 该 定理 更 强 的 结论 。 

引 理 4.5 如 果 / 和 gg 是 表 7 的 路 径 忆 与 [一致 的 证 据 ， 且 7' 由 7 应 用 定义 3.2 的 ii) 得 
到 ， 那 么 分 别 存在 P,，f 和 gg thr K P, fhg, 使 得 和 gg' 是 表 7T' 的 路 径 P' 与 [一 致 的 
证 据 。 

定理 4.2 是 这 两 个 引 理 的 简单 推论 ， 所 以 在 证 明 两 个 引 理 之 前 先 给 出 该 定理 的 证 明 。 

证 明 ( 定 理 4.2) 根据 引 理 4.4， 定 理 对 于 原子 表 成 立 。 然 后 根据 引 理 4.5， 通 过 归纳 
法 可 以 证 明定 理 对 于 所 有 有 穷 表 成 立 。 其 实 ， 这 也 证 明了 定理 对 于 无 穷 表 成 立 : Ber Ur, 
是 定义 3.2 的 证) 中 所 定义 的 无 穷 表 。 首 先 对 7。 应 用 引 理 4.4 BAYH PL, f Mle. RA 
再 依次 对 每 个 r, 应 用 引 理 4.5 构造 P,,，f, 和 g,。 对 于 7 所 要 求 的 P, f 和 g 分别 是 P,,，f. 和 
g, 的 并 。 口 

证 明 ( 引 理 4.4) 首先 定义 f(p) =r, 为 Ce 中 常 元 上 的 恒 等 映 射 。 根 据 定 理 的 假设 ， 
这 样 定义 的 1 和 g 表明 原子 表 的 根 与 C 一 致 。 这 就 完成 了 对 于 TA 与 FA 的 证 明 。 对 于 其 他 
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原子 表 的 论证 完全 与 引 理 4. 5 的 对 应 情形 相同 。 对 于 这 些 其 他 原子 表 进 行 归 纳 论证 可 以 提供 
所 需要 的 扩张 。( 也 许 从 技术 上 来 说 ， 退 化 情形 (T 口 ) 和 (FS ) 是 例外 ， 但 在 这 些 情形 中 结 
论 与 假设 是 相同 的 。) 因 此 我 们 已 经 把 该 引 理 的 证 明 归 约 到 引 理 4.5 的 证 明 。 口 

证 明 ( 引 理 4.5) ”首先 注意 到 ， 如 果 7' 不 是 通过 在 P 的 末端 扩展 7 得 到 的 ， 那么 7 的 证 
据 对 于 7' 也 起 作用 。 因 此 ,可 设 7' 是 由 7 通过 在 P 的 末端 连接 一 个 原子 表 得 到 的 。 现 在 考 
虑 定义 3.1 中 16 种 原子 表 所 对 应 的 情形 。 

(TA), (FV), (FO) S(TO ) 之 外 的 其 他 情形 不 要 求 扩张 /或 8。 在 这 些 情 形 中 ， 根 
据 归 纳 假设 与 力 迫 定义 (定义 2.2) 的 相应 情形 (对 于 情形 (F3) 和 (TY )， 论 域 C(p) 上 的 单 
调 性 假设 ) ， 显 然 可 知 7' 上 由 PP 扩展 所 得 的 各 路 径 中 必 有 一 条 满足 引 理 的 要 求 。 

我 们 详细 地 论证 情形 (T3 ) 和 (TO )。 人 情形 (FV ) 和 (F 口 ) 是 类 似 的 ， 留 作 习 题 1。 在 情 
ÆTI), P 上 被 展开 的 表 值 是 Tpi 3x)g(%x)。 所 得 P 的 扩张 已 是 唯一 的 ， 它 是 通过 在 
P 的 末端 加 上 Tpl- p(c) 得 到 的 。 根 据 我 们 的 归纳 假设 , F(op) Fe ((3x)g(x)) o BETE 
语句 的 力 追 定义 (定义 2.2(v) ) ， 存 在 cs L(p), HA Kp) g(yp(e'))。 固 定 这 个 c' 并 通过 
令 g'(c) »c', 把 g 扩张 为 g'。 现 在 显然 ，P', =f 和 g' 满 足 引 理 的 要 求 ， 即 和 g' 见 证 P' 
与 (一致 。 

最 后 ， 在 情形 (TO ) 中 , P 上 被 展开 的 表 值 是 Tpi Op。 所 得 P 的 扩张 P' 是 唯一 的 ， 它 
是 通过 在 P 的 末端 加 上 pSq fü Tq |- o 得 到 的 。 根 据 我 们 的 归纳 假设 , Ap) (Oo). AW 
(09) = Og( o), 根据 改 的 力 迫 定义 (定义 2.2(x))， 存 在 g EV, [BIB f(p) Ta B. q'i e(¢). 
固定 这 个 9 并 通过 令 P(9) =q, EST KAS. REBR, P', Hg =g 满足 引 理 的 要 求 ， 
BB ff g' Wu P' 与 0 一 致 。 口 

我 们 下 一 个 目标 是 证 明 表 证 明 法 对 模 态 逻辑 来 说 是 完全 的 。 首 先 定义 ( 像 第 二 章 定义 
6.9 那样 的 ) 一 种 方法 ， 用 来 构造 适当 的 以 给 定 的 标号 力 迫 断言 作为 根 标 记 的 完全 系统 表 。 
然后 证 明 ， 对 于 该 表 上 的 任 一 条 不 矛盾 路 径 P， 我 们 能 建立 一 个 与 P 一 致 的 框架 C。 因 此 ， 
如 果 这 个 系统 性 方法 应 用 于 某 个 力 迫 断言 Fp lc o 时 不 能 产生 o 模 态 表 证 明 的 话 ， 那 么 我 们 
将 可 以 建立 一 个 不 力 迫 o 的 框架 ， 从 而 证 明 o 不 是 永 真 的 。 

首先 把 已 约 化 的 表 值 与 完成 表 等 概念 (第 二 章 定义 6.7) 推 广 到 模 态 逻辑 。 

注意 ，ci ，…，c,，… 是 扩张 语言 CL 的 所 有 常 元 序列 ， 而 p, ，P ，… 是 备用 的 可 能 世界 
序列 。 为 了 方便 ,我 们 设 c ELH, 

定义 4.6 令 T=Ur, 是 一 个 表 ， 尸 是 了 7 的 路 径 ， 巨 是 已 上 的 表 值 ， 且 如 是 已 在 已 上 的 
Rik PER i NARA EHS). 

(i)w & PEE ERM (reduced), Jo X F5] Hz —X x; 

(1)E &CEX 3.1 P$) & A(F3), (TV), (TD A&(FO) S JE RE X E488, 
ROS PEN], 7,27, P GE SEE E fer PHEA P Ho 46 BEES 348 SARL 3.2 的 规则 
(ii) 所 得 的 表 。( 这 时 我 们 说 已 作为 原子 表 的 根 表 值 出 现在 已 上 。) 

(2) E HY so Fp IK dx)p(x) & Tp IEC Va) p(x) (分别 为 情形 (F3) 和 (TY )); 在 已 上 看 
EEH i+ 个 出 现 且 

(a) 当 gSp 出 现在 已 上 时 ，c; 不 出 现在 P 的 任何 关于 可 能 世界 g 的 断言 中 ， 或 者 

(b) Fp Ir olc) A Tp Ik ole) Æ P HRE, 

(3) E % de Tpi Oe & Fpl- Og( 分 别 为 情形 (T 口 ) 和 (FO)); 在 已 上 存在 已 的 第 ;+1 
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个 出 现 且 

(a)pSp, 不 是 已 的 表 值 ， 或 者 

(b) Tp, l- o & Fp, lke X P $5 &4&, 

(4) E JE 4 pSq. 

(ii)r 是 完成 的 ， 如 果 7 上 每 个 表 值 的 每 次 出 现在 含有 它 的 每 一 条 不 矛盾 路 径 上 都 是 已 
约 化 的 。 和 否则 它 是 未 完成 的 。 

如 同 在 处 理 经 上 典 表 时 那样 ， 一 个 形 如 Tpi Yx)g(x) 的 标号 力 迫 断言 ， 必 须 用 我 们 语言 
中 每 个 常 元 c; 实例 化 之 后 ， 才 能 说 我 们 已 经 把 它 完 成 。 另 外 ， 如 果 这 里 p 力 迫 口 p,， HA o 
必须 被 p 的 所 有 后 继 g 所 力 迫 。 现 在 可 以 通过 构造 适当 的 完全 系统 表 来 证 明 : 存在 以 任何 给 
定 的 标号 力 迫 断言 为 根 的 完成 表 。 我 们 采用 的 方案 与 基于 层 字典 序 S, (第 二 章 定义 6.8) 的 
经 典 情形 相同 。 

引 理 4.7 bw RE Er 的 路 径 P 上 的 第 i 次 出 现 且 在 PP 上 是 已 约 化 的 。 如 果 T' 是 7 
的 一 个 扩张 ,而 P' 是 也 在 7' 中 的 一 个 扩张 ， 那么 w 在 P' 上 不 是 已 约 化 的 唯一 原因 是 

(1) E ae Fpl- Jxp(x) (Tp lk Vxe(x)), E% gSp 出 现在 已 上 时 ，c; 不 出 现在 PP 的 任 
何 关 于 可 能 世界 g 的 断言 中 ,但 c, 出 现在 P' 上 这 样 的 断言 中 ， 且 Fpl-e(c)) (Tpl- ple)) 不 
是 P' 的 表 值 ; 或 者 

(ii) E +e Tpi- Ljg(Fpl- Og)， 且 pSp,; 出 现在 P' 上 但 不 出 现在 PP 上, B. Fp, It e(Tp, i- o) 
不 出 现在 P' 上 。 

证 明 根据 定义 该 结论 是 显然 的 。 口 

定义 4.8 我 们 用 归纳 法 定义 由 语句 o 开始 的 完全 系统 模 态 表 ( complete systematic modal 
tableau, CSMT) 如 下 。 

(i)r, 是 根 为 FpiihHe 的 原子 表 。 根 据 下 面 的 规定 ， 这 个 原子 表 是 唯一 确定 的 。 在 情形 
(F3) 和 (TY ) 中 ,我 们 用 常 元 cl。 在 情形 (T 了 了) 和 (FRVY ) 中 ,我 们 用 下 标 i 最 小 的 cj。 而 在 
情形 (Ff 口 ) 和 (TO ) 中 ,我 们 用 不 在 根部 出 现 的 最 小 的 p,。( 注意 ,情形 (T 口 ) 和 (FO ) 的 表 
只 有 根 表 值 。 它 是 完成 表 并 且 构 成 CSMT。) 

MAAR, REA HAIE T. WR, 是 完成 的 ， 那 么 我 们 停止 构造 。 否 则 ， 令 
w 为 7, 中 层 字 典 序 最 小 的 节点 且 w 含有 表 值 的 一 次 出 现 ， 其 中 是 在 7 某 条 不 矛盾 路 径 
P 上 未 已 约 化 的 表 值 。 我 们 现在 应 用 下 面 的 做 法 之 一 把 7, 扩展 为 7,,,: 

(Gi) E RABBI), (TV), (TEDA(FO)SJE S &, MAAE ARH 
ACTAE SD r PE w 9 PER CR PRAE SOR GU HFRBA(TIDNACFVIHE, AMAA 
未 在 表 中 出 现 的 最 小 的 常 元 cc。 如 果 巨 的 类 型 是 (F 口 ) 或 (TO)， 那 么 选取 pj FAQ, Xj 
AE RE p 尚未 出 现在 表 中 的 最 小 下 标 。 

( 首 ) 如 果 思 的 类 型 是 (F3) 或 (TY ), 且 ww 是 EE 在 P 上 的 第 i 次 出 现 ， 那 么 我 们 把 相应 
的 原子 表 接 到 了 的 末端 ， 其 中 c 使 用 下 标 j 最 小 的 c;， 满足 c 是 适当 的 且 Fp lt e(c) & Tp lk 
g(c) 作 为 一 个 表 值 不 出 现在 P 上。 如 果 没 有 这 样 的 c，c 就 取 ci。 

(iy) 如 果 巨 的 类 型 是 (T 口 ) 或 (FO),， 且 ww 是 忆 在 P 上 的 第 i 次 出 现 ， 那 么 我 们 把 相应 
的 原子 表 接 到 P 的 末端 ， 其 中 g 使 用 下 标 j 最 小 的 gq， 满足 g, 是 适当 的 且 Tg IF p X Fa lr o 
作为 一 个 表 值 不 出 现在 P 上 。 如 果 对 于 每 个 适当 的 q,, Tq; I (RK Fo, lg) CARMA P 
t, MARTRET pg( 或 Fq, lH p), 其 中 j 是 最 小 的 下 标 ,， Rg 是 适当 的 。( 根 据 
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假设 已 在 已 上 不 是 已 约 化 的 ， 至 少 存 在 一 个 适当 的 go) 

表 序 列 7, 的 并 7 就 是 由 gy 开始 的 CSMT, 

注意 ， 一 般 来 说 一 个 CSMT 是 无 穷 的 表 ( 即 使 S$ 是 有 穷 的 ) 。 重 点 在 于 它 总 是 一 个 完 
成 表 。 

引 理 4.9 ”如果 p,Sp, 作为 一 个 表 值 出 现在 某 个 CSMT IE, RA i<j。 

证 明 只 有 在 情形 (F 口 ) 和 (TC ) 中 ， 根 据 定 义 3.8(ii) 把 形 如 疡 SP 的 表 值 放 在 表 上 时 ， 
新 的 可 能 世界 p 和 可 达 关 系 新 的 实例 才 会 出 现在 一 个 CSMTr = Ur, 上 。 因 此 它们 是 按 数字 
的 次 序 放 到 该 CSMT 上 去 的 ， 从 而 当 PSp; 在 该 树 上 时 就 有 i<j. 口 

命题 4.10 每 个 CSMT 都 是 完成 的 。 

证 明 对 于 给 定 的 CSMTr， 考 虑 任何 表 值 及 其 在 某 条 不 矛盾 路 径 P 上 的 任何 未 约 化 
的 出 现 w。( 如 果 不 存在 这 样 的 w， 那 么 根据 定义 ,7 是 完成 的 。) 设 所 做 的 力 迫 断言 是 关 
于 某 可 能 世界 p, 的 , w 是 EE 在 P 上 的 第 i 次 出 现 ， 且 在 r+ 上 有 nn 个 节点 其 层 字 典 序 小 于 w, 
S k EEKE 

Ci) E WHER wÉ r Po 

(二 ) 如 果 p, Sp, E P E, BACHE T, 中 的 P 上 。 

(ii) n FE il EF AI n] BE ET. p, 的 断言 (该 断言 使 得 p Sp, 出 现在 P E) RUSSE c; 出 
MEP E, BA p,Sp, 与 某 个 涉及 p, Hlc, 的 断言 出 现在 r PH PE. 

注意 到 ， 根 据 引 理 4.9 仅 存 在 有 穷 多 的 户 5j Cii) 相关， 从 而 我 们 可 以 发 现 一 个 足够 大 
的 大 适合 上 述 所 有 条 件 。 

显然 ， 根 据 CSMT 定义 ， 在 构造 rr ,时 ， 必 须 在 已 上 约 化 w。 再 根据 引 理 4.7， 一 且 
这 样 被 约 化 ，w 就 永远 是 已 约 化 的 。 因 此 在 c 的 每 条 不 矛盾 路 径 上 ， 每 个 表 值 的 每 个 出 现 都 
是 已 约 化 的 ， 这 正 是 所 需要 的 结果 。 口 

我 们 现在 可 以 证 明 一 个 完全 性 定理 ， 只 要 论证 了 由 Fp, | o 开始 的 CSMT 要 么 是 一 个 证 
明 ， 要 么 给 我 们 提供 了 一 个 框架 反例 。 

定理 4.11 设 7= U7, 是 一 个 CSMT,，P 是 7 中 一 条 不 矛盾 路 径 。 我 们 定义 了 对 应 的 框 
RC-(W, S, C(p))de T: 

(i 让) 下 是 所 有 出 现在 PP 上 力 连 断言 中 的 p; 的 集合 。8 是 已 上 所 有 PiSpi 所 对 应 的 二 元 组 
(Pi, Pj) 构 成 的 集合 。 . 

Ci) a TE pie 到 ， 通 过 对 归纳 定义 C(pi) 为 L 的 所 有 常 元 和 出 现在 PP 上 力 连 断言 
Tq It yR Faiy 中 的 使 得 qSp 的 所 有 其 他 常 元 所 构成 的 集合 。( 注意 ,根据 引 理 4.10， 如 果 
PjSp; 出 现在 PP 上， 那么 j<i。 因 此 C(p,) 的 归纳 定义 合理 。) 

(ii) FHS PEW, C(p) Vj: 3,3: ARTEA yp ECAR, aZ Tp ley 
出 现在 已 上 。( 提 醒 : 我 们 采用 这 样 的 惯例 ， 即 每 个 ce C(p) 在 C(P) 中 用 它 自己 命名 。) 

如 果 令 f 和 gg 分 别 为 玉 和 出 现在 P 上 的 所 有 常 元 集合 上 的 恒 等 函 数 ， 那 么 它们 见证 (与 
P—É, 

证 明 首先 ， 根据 定义 2.1， 上 述 定义 C 的 各 条 款 保证 了 C 是 £ 的 框架 。 注 意 ，L(p) 中 每 
个 常 元 c 以 自己 命名 。 

我 们 现在 希望 证 明 : (f lg 见证 )P 与 [一致 。 对 出 现在 PP 上 力 迫 断言 中 的 语句 9 的 深 
度 进行 归纳 。 归 纳 的 关键 在 于 ， 根 据 命 题 4.9，P 上 每 个 表 值 的 每 个 出 现 是 已 约 化 的 。 
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(ORF e: WR Tpl-o ih Xie P E, 354A o 在 C(p) 中 为 真 ， 从 而 被 p 7138, mH 
Fp Hp 出 现在 PP 上， 那么 因为 P 是 不 矛盾 的 ， 所 以 Tp Fg 不 出 现在 P EL. AF REP Hie 
的 唯一 可 能 的 方式 ， 我 们 可 得 所 要 求 的 结论 : p RAIA po 

对 玉 每 一 种 归纳 情形 ， 我 们 根据 定义 4.6 中 对 应 的 条 款 和 力 迫 定义 (定义 2.2) 以 及 本 定 
理 的 归纳 假设 ， 进 行 诸 个 处 理 。 这 里 考虑 一 些 有 代表 性 的 情形 ， 其 他 的 留 作 习 题 。 

(Qi) 命题 联结 词 : Ute 用 一 个 联结 词 构 成 ， 例 如，g Elp ve. AX c 是 完成 的 ， 所 
以 如 果 Tp lc e 出 现在 PP 上 ,那么 Tp lc e, xx Tp I- o, HREP Ez RRA, an 
Tp IF e, HOE P E, BBA p 力 迫 pg,， 从 而 根据 力 迫 的 定义 (定义 2.2 的 (vii) ) ， 可 得 所 要 求 
的 结果 ， 即 p 738 go XA, WE Fpl-o HAE PL, IA Fpi o, Ml Fpi- o, 出 现在 P 
上 。 因 此 根据 归纳 和 定义 2.2 的 (vii) ， 可 得 所 要 求 的 结果 ， 即 p 不 力 迫 gp。 其 他 经 典 的 命题 
联结 词 可 类 似 地 处 理 。( 见 习题 2。) 

Cii) 量词 : 设 g 形 如 ( Yov)y(v)。 如 果 w 是 TpIF( VYv)yw(v) 在 P 上 的 第 i 次 出 现 ， 那么 
存在 Tpit(Vv)w(v) 在 P 上 的 第 i+1 次 出 现 。 此外， 如 果 cs C(p), HA Tpi yle) HR 
在 P 上 。 因 此， 如 果 Tp IHC Vv)y(v) 出 现在 PP 上， 那么 对 每 个 ce C(p), Tpl- (c) BHM 
在 PP 上 。 因 为 y(c) 的 深度 比 ( Vv)y(v) 低 ， 所 以 对 每 个 ce C(p), p byle) Bit, RE 
定义 2.2 Civ), p 力 迫 ( Vv)y(v)。 如 果 Fpl. Vv)y(v) 出 现在 PP 上， 那么 再 次 因为 + 是 
TRR, HFEA ce, Fpp) BAEP 上。 根据 归纳 假设 , p 不 力 迫 水 (c)。 因 此 ， 根据 
定义 2.2 的 (iv) 得 所 要 求 的 结果 : p RIE Voyo). 

对 于 存在 量词 的 分 析 是 类 似 的 ， 留 作 习 题 3。 

(Gv) US SET: WR Tp i+ Oe 和 pSq HREP E, WARAH TERK, HMA Taie 
出 现在 P 上 。( 注 意 ， 表 是 完成 的 可 保证 ， WR Tpi Op 出 现 ， 那 么 它 就 有 无 穷 多 次 出 现 ， 
从 而 有 某 个 第 7 次 出 现 ， 其 中 9 =pj。) 因 此 根据 归纳 ，g 力 迫 pg， 且 根据 定义 2.2 的 (ix)，Pp 
Ji Le. 

如 果 Fp lt Cp 出 现在 PP 上， 那么 对 于 某 个 9，pSg 和 Fo lt e 都 出 现在 P 上 。 因 此 根据 归 
A, 不 力 迫 p， 且 根据 定义 ，4 是 p 的 一 个 后 继 。 所 以 根据 定义 2.2 B (ix), p KAO. 

仿 情 形 是 类 似 的 ， 留 作 习 题 4。 

至 此 结合 习题 2 完成 本 证 明 。 口 

我 们 现在 可 以 陈述 标准 形式 的 完全 性 定理 。 

定理 4.12( 完 全 性 ，Fe >to) dE Si 8586 g (在 框架 语义 中 ) 是 永 真 的 ， 那 么 
它 有 一 个 ( 模 态 ) 表 证 明 。 

证 明 Re 是 永 真 的 。 考 虑 由 根 Fp, l- e 开始 的 CSMT 7。 根 据 定义 ,7 的 每 个 矛盾 路 径 
RASH. A, WR 的 每 条 路 径 是 矛盾 的 ， 那 么 根据 库 尼 西 引 理 ，r EAS. al 
地 ， 如 果 7 不 是 的 表 证 明 ， 那 么 就 存在 一 条 不 矛盾 路 径 P。 然 后 根据 定理 4.9 可 知 ， 存 在 
一 个 框架 C， 其 中 p, AA e. A, p 不 是 永 真 的 ， 从 而 得 所 需要 的 矛盾 。 口 

现在 可 依照 前 面 的 做 法 ， 把 可 靠 性 和 完全 性 定理 推广 到 逻辑 后 承 的 模 态 概念 和 由 前 件 出 
发 的 表演 绎 。 

定理 4.13( 可 靠 性 ,Fyp —X Fo) ”如果 模 态 逻辑 语句 p 有 一 个 从 语句 集 工 出 发 的 模 
态 表 证 明 ， 那 么 9 是 台 的 逻辑 后 承 。 

WEAR ”可靠 性 定理 (定理 4.3) 的 基本 组 成 部 分 (定理 4.2) 的 证 明 表明 ， 如 果 7 是 一 个 从 
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3 出 发 的 表 ， 且 框架 C 力 迫 每 个 ye 并且 与 7 的 根 一 致 ， 那 么 (与 7 的 某 条 路 径 已 一 致 。 唯 
一 的 新 情况 在 于 ， 表 可 以 通过 以 下 的 方式 进行 扩展 :对 任何 ye 号 ， 把 断言 Tp lE 由 添加 到 任 
何 出 现 p 的 路 径 末 端 。 可 以 很 容易 地 通过 改造 引 理 4.5 的 证 明 来 处 理 这 种 不 同情 况 。 因 为 
(根据 假设 ) 对 于 C 的 每 个 可 能 世界 94， 有 4 目 o 风 ， 所 以 引 理 4.5 证 明 中 的 归纳 假设 在 这 个 新 情 
形 中 也 可 以 立刻 得 到 验证 。 现 在 从 这 个 结果 可 以 推导 出 本 定理 ， 正 如 从 定理 4.2 推出 定 
理 4.3 那 样 。 口 

要 证 明 从 前 件 出 发 的 演绎 的 完全 性 定理 ， 我 们 需要 明确 从 前 件 集 出 发 的 CSMT 这 个 

定义 4.14(CSMT) 我们 用 归纳 法 定义 一 个 由 语句 9 开始 的 从 语句 集 荆 出 发 的 完全 系统 
MEA FS r 是 根 为 Fp Ho 的 原子 表 。 作 为 归纳 步 ， 我 们 像 调 整 第 二 章 定义 6.9 中 的 
CST 那样 调整 定义 4.8 以 容纳 推理 前 件 。 令 了 = |y1jeAM|l。 在 构造 的 偶数 阶段 我 们 按照 定 
义 4.8 的 (i) ~ (iv) 进 行 。 在 末 数 阶段 n=2k+1， 对 于 每 个 i，j<k， 我 们 把 Tp, 小 接 到 r, 
FA p 出 现 的 每 条 不 矛盾 路 径 了 上。 我 们 一 直 不 停 地 构造 ， 直 到 对 于 每 个 沙 e 台 ，Tp 上 由 出 
REESE p 的 不 矛盾 路 径 P 上 为 止 。 

定理 4.15( 完 全 性 ,Fyp Site) 如 果 p 是 模 态 还 辑 语句 集 吕 的 轴 辑 后 承 ， 那 么 p 
有 一 个 从 5 出 发 的 模 态 表 证 明 。 

证 明 设 g 是 5 的 逻辑 后 承 。 命 题 4.10 的 论证 也 证 明了 从 出 发 的 CSMT 是 完成 的 。 
KE MERRIE, MER Ped, ply 出 现在 任何 含有 p 的 不 矛盾 路 径 P 上 。 定 理 4.11 的 
论证 现在 表明 ， 如 果 根 节点 为 Fp, ito 的 从 出 发 的 CSMT RE o HAS 出 发 的 表 证 明 ， 那 
么 存在 一 个 框架 C， 使 得 每 个 we 3 在 其 中 被 力 迫 ,但 p 在 其 中 不 被 力 据 。 所 以 我 们 得 到 了 
所 需要 的 矛盾 。 口 

值得 一 提 的 是 ， 我 们 所 定义 的 CSMT 的 特殊 构造 和 应 用 CSMT 对 完全 性 所 进行 的 论证 说 
明 ， 对 于 ( 模 态 逻辑 中 的 ) 永 真性 而 言 ， 我 们 可 以 仅 考 虑 每 个 可 能 世界 只 有 有 穷 多 个 前 驱 的 那 
些 框 架 。 其 实 ， 我 们 还 可 以 要 求 可 达 关 系 的 传递 闭 包 具有 这 个 有 穷 前 驱 性 质 。( 见习 题 5 ~7。) 
这 些 限 制 并 不 损害 永 真 性 概念 ， 而 对 可 达 关 系 作 其 他 的 限制 则 有 可 能 造成 永 真 性 概念 的 根本 
改变 。 这 样 的 限制 包括 自 反 性 和 传递 性 ， 将 在 第 五 节 中 予以 考虑 。 
习题 
针对 情形 (FV ) 和 (F 口 ) 完 成 引 理 4. 5 的 证 明 。 

对 于 联结 词 一 ，^ 和 一 ， 完 成 定理 4. 11 证 明 的 第 (ii) 部 分 。 

验证 定理 4.11 的 证 明 第 (省 ) 部 分 中 的 存在 量词 情形 。 

验证 定理 4. 11 的 证 明 第 (iv) 部 分 中 的 心情 形 。 

证 明 : 模 态 语句 o 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 在 每 个 框架 C= (W, S, C(p) ) 中 被 力 迫 ， 其 中 s 具有 有 穷 前 驱 
性 质 (finite predecessor property) ， 即 对 于 任何 pe W, S&& lqe W! epi 是 有 穷 的 。 

6. 如 果 9 是 集合 WW 上 的 二 元 关系 ，5 的 传递 一 自 反 闭 包 (transitive-refiexive closure) TRC(S), ÆW EREE 
含 5 的 自 反 且 传递 的 二 元 关系 了 的 交 。 WEH: TRC(S) -US,, HPS, =S, S, -SUI(p, p) ! 3q(pSqv 
q$p)], HS,,,=5,U{(p, q)! Aw(pS,w ^ wS,q)} o 

WEB]: 模 态 语句 o 是 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 在 所 有 框架 C = (W, S, Cp) 中 被 力 迫 ， 其 中 对 于 每 个 Pe Ww, 
集合 lge Wl giRC(S) pi 是 有 穷 的 。 

常 论 域 ( constant domains); 我 们 可 以 限定 所 有 可 能 世界 具有 相同 论 域 ， 并 以 此 改变 我 们 对 于 模 态 逻 辑 的 
观念 。 在 关于 框架 的 定义 2. 1 中 ,我 们 要 求 对 于 任何 P，qge 色 有 C(p) = C(q). JHÉUBGK ME BUE X 
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2.2 和 定义 2.3 保持 不 变 。 对 于 表 的 定义 3.2， 我 们 把 (站 ) 中 术语 “任何 适当 的 "的 意思 改变 为 任何 在 人 
中 或 出 现在 尸 的 某 个 表 值 中 的 c。 用 这 些 定义 证 明 常 论 域 模 态 逻辑 的 可 靠 性 与 完全 性 定理 。 


第 五 节 BAAM fotk Tikk 


对 于 模 态 逻辑 许多 的 具体 应 用 ， 采 用 不 同 特殊 类 型 的 可 达 关 系 似 乎 是 适当 的 。 例 如 ， 在 
分 析 计 算 机 器 行为 时 ， 你 可 能 会 认为 可 达 关 系 应 当 反 映 机 器 所 看 到 的 时 间 特 性 。 在 这 样 的 情 
形 中 要 求 可 达 关 系 具 有 自 反 性 或 传递 性 也 许 是 适当 的 。 如 果 你 对 不 间断 进程 感 兴趣 ， 你 可 能 
会 要 求 每 个 状态 有 一 个 严格 的 后 继 。 从 另 一 个 观点 来 说 ， 模 态 算 子 的 一 些 特殊 解释 可 能 会 提 
出 一 些 你 希望 添加 到 模 态 逻辑 中 的 公理 。 因 此 ， 例 如 ， 如 果 口 的 意思 是 “.……- 必然 为 真 ” 或 
“我 知道 ……… ”， 那 么 你 也 许 想 加 入 这 样 的 公理 模式 口 p-->p。 另 一 方面 ， 如 果 口 的 意思 是 “我 
相信 ……”， 那 么 我 们 可 能 会 拒绝 把 口 p 一 ep 作为 公理 : 我 可 能 有 错误 的 信念 。 然 而 ， 在 给 
信念 建立 模型 的 情形 中 ， 我 们 可 能 会 采纳 一 个 “自省 ”公理 口 pg 一 口 口 p (我 所 相信 的 ， 我 相信 
我 相信 ) 或 - 口 pe 一 口 ~“ 口 p( 我 不 相信 的 ,我 相信 我 不 相信 )。 但 是 ， 如 果 口 的 意思 是 “…… 
必然 为 真 "， 那 么 后 一 个 公理 (一口 p 一 口 - 口 9 ) 就 不 那么 令 人 信服 了 。 

已 经 证 明 ， 在 给 框架 的 可 达 关 系 所 附加 的 一 些 自然 限制 与 各 种 模 态 逻辑 的 一 些 共同 的 公 
理 之 间 存 在 着 紧密 的 联系 。 事 实 上 ， 常 常 有 可 能 两 个 方面 所 描述 的 恰好 是 同一 个 事物 ， 具 体 
来 说 就 是 ， 在 具有 某 种 特殊 类 型 可 达 关 系 的 所 有 框架 中 都 被 力 迫 的 语句 恰好 就 是 某 个 公理 系 
统 的 逻辑 后 承 。 本 节 给 出 了 这 一 现象 的 几 个 例子 。 下 一 节 ， 对 于 这 些 不 同 的 模 态 逻辑 ， 我 们 
以 第 一 章 第 七 节 和 第 二 章 第 八 节 的 样式 描述 传统 希 尔 伯 特 式 公 理 与 规则 系统 。 

在 考 目 具 体例 子 之 前 ,介绍 几 个 一 般 的 术语 ， 以 简化 我 们 的 讨论 。 

定义 5.1 

(让 ) 令 为 一 个 框架 类 且 9p 为 模 态 语言 C 的 语句 。 我 们 说 p 是 下 - 永 真 的 ， 记 为 .pg， 如 
Rp 在 每 个 Ce 中 被 力 连 。 

(这 ) 令 下 为 一 个 关于 表 展 开 的 规则 或 规则 族 ， 即 形 如 "如果 T 了 是 一 个 表 ， 己 是 7 上 的 路 
径 且 7' 由 7 在 PP 的 末端 添加 某 个 (特殊 类 型 的 ) 表 值得 到 ， 那么 7T' 也 是 一 个 表 ” 的 规则 或 规 
则 集 。 按 照 定义 3.2 的 样子 对 玉 -- 表 进行 归纳 定义 ， 其 中 定义 3.2 的 (证 ) 要 包括 玉 中 的 构成 
规则 。 一 个 忆 - 表 是 某 个 语句 p 的 下- 表 证 明 ， 如 果 它 是 有 穷 的 ， 根 节点 形 如 fp 路 gp 且 每 条 
路 径 都 是 矛盾 的 。 我 们 说 gp 是 下 一 可 证 的 (或 下 一 囊 可 证 的 )， 记 为 -pg， 如 果 它 有 一 个 下 -- 表 
证 明 。 

例 5.2( 知 识 公 理 与 自 反 性 ) ”我 们 在 例 3.6 中 看 到 模式 口 p 一 p 不 是 永 真 的 。 这 一 模式 
习惯 上 称 为 知识 公理 并 记 为 7。 如 果 你 给 知识 建立 模型 ， 并 且 认 为 你 不 可 能 知道 p， 除 非 9 
为 真 ， 那么 这 似乎 就 是 一 个 合理 的 公理 。 你 可 能 想 要 了 解 它 的 逻辑 后 承 。 有 一 个 证 明 论 的 处 
BOR: 我 们 可 以 只 考虑 由 了 的 所 有 实例 (的 闭 包 ) 组 成 其 前 件 集 的 表演 绎 。 

语法 上 来 说 ， 这 种 办 法 很 难 操作 。 这 很 大 程度 地 破坏 了 表 方 法 相对 于 希 尔 伯 特 式 系统 而 
言 的 明显 优势 。 主 要 问题 是 ， 如 果 我 们 要 得 到 一 个 聪明 的 简短 证 明 ( 而 不 是 使 用 CSMT) ， 我 
们 没有 好 的 办 法 可 以 知道 该 把 公理 的 哪些 实例 放 在 任何 特定 的 地 方 。 然 而 ， 基 本 的 表 方 法 一 
般 以 相当 直接 且 容 易 预 测 的 方式 给 出 证 明 。 此 外 ， 公 理化 方法 很 少 能 让 我 们 洞察 到 任何 对 应 
于 了 的 语义 。 很 难 知道 ， 要 求 7 了 的 每 个 实例 在 所 考虑 的 每 个 框架 中 被 力 迫 会 对 这 个 框架 类 给 
出 什么 样 的 刻画 。 

要 解决 这 两 个 问题 ， 可 以 通过 (在 例 3.6 中 所 做 的 ) 尝 试 证 明了 的 某 个 典型 实例 ， 
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在 这 个 地 方 ， 所 尝试 的 证 明 陷入 困境 。 然 而 显然 ， 如 果 我 们 知道 wSw， 那 么 我 们 将 有 个 
完整 的 证 明 。 这 建议 我 们 把 自 反 性 加 入 到 关于 7 的 语义 和 表 证 明 规 则 中 。 

定义 5.3 

(i) RX MA BEHER (reflexive frame) 类 ， 即 其 中 所 有 框架 的 可 达 关 系 是 自 反 的 (对 每 个 
weW A wSw), 

(ii) 丸 是 一 个 自 反 表 展开 规则 (reflexive tableau development rule) 指 ， 给 定 表 了 T， 我 们 可 以 
在 7 中 含有 w 的 任何 路 径 已 的 末端 加 上 wSw, JS To 

(ii) T AE X, T: Ope 所 有 实例 的 全 称 闭 包 集 。 

就 下 列 确切 的 意义 而 言 ， 我 们 认为 这 些 概念 准确 地 抓 住 了 THES: 

定理 5.4 对 于 模 态 语言 L 中 任何 语句 p， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

()TFo, 9 €T iE S e, 

(ü)T-Fo, p 是 从 了 出 发 表 可 证 的 。 

Cii) Feo, p 在 每 个 自 反 的 人 框架 中 被 力 追 。 

CGv)kr p, p 是 用 自 反 表 展 开 规则 R 可 证 的 。 

注意 ， 这 个 定理 不 仅 刻 画 了 公理 模式 了 的 逻辑 后 承 ， 它 还 包含 了 模 态 逻 辑 的 可 靠 性 
(iv>iii) 与 完全 性 (过 沁 iv) 定 理 ， 在 该 模 态 逻辑 的 语义 中 永 真性 意味 着 在 所 有 自 反 框架 中 被 
力 迫 ， 而 其 证 明 系 统 由 通常 的 构造 规则 加 上 民 组 成 。(i) 与 (ii) 等 价 就 是 从 前 件 出 发 的 演绎 
的 可 靠 性 与 完全 性 定理 (定理 4. 13 和 定理 4.15) 。 要 完成 这 些 等 价 关系 的 证 明 ， 我 们 只 需 证 
明 关于 R 的 可 靠 性 与 完全 性 结果 (iiesivy) 以 及 (i) 与 (证) 的 等 价 性 。 

证 明 MEH, ko Fp 9. Wr ERA Fpi e BS R—EBC-(W, S, C(p)) & 
TARER., WR peW, ffi pio, MACH 4.2 的 证 明 表 明 C 与 7 的 某 条 路 径 一 
致 。 唯 一 的 新 情况 是 用 规则 把 某 个 表 值 wSw 放 在 c 上 时 ， 根 据 S 的 自 反 性 ， 它 在 C 中 成 立 。 
因此 ， 如 果 7 是 gp 的 一 个 丸 - 证 明 (Fap) ， 那 么 就 不 能 存在 一 个 不 力 迫 ep 的 自 反 框架 ， 即 Fo。 

TE, Fre tpg. RIMARRA Fp, I} o 的 完全 系统 自 反 模 态 表 (complete systematic 
reflexive modal tableau, R-CSMT) 开始 。 此 概念 的 定义 是 显然 的 。 它 与 定义 4. 14 中 从 前 件 集 
Z 出 发 的 CSMT 的 定义 相同 ， 除 了 在 奇数 阶段 n =2k +1, XT 8T ick, Æ p,Sp, 接 到 每 条 
RA p, 的 不 矛盾 路 径 P 上 之 外 。 如 果 由 Fp, I- p 开始 的 R-CSMT 不 是 的 一 个 RR- 证 明 ， 那 
么 其 中 必 有 一 条 不 矛盾 的 路 径 P. dr 4.10 的 论证 再 次 表明 任何 R-CSMT 是 完成 的 。 根 据 
其 定义 易 知 pSp 出 现在 每 条 含有 的 不 矛盾 路 径 PP 上。 因此， 定理 4.11 HERRE PEX 
了 一 个 与 P 一 致 的 自 反 框架 C。 这 就 证 明了 o 不 是 也- 永 真 的 。 

TFgp 一 Fzg。 由 力 追 口 p 的 定义 2.2 的 (x) 立即 可 得 7 的 每 个 实例 在 每 个 自 反 框架 中 
都 被 力 迫 。 因 此 ， 如 果 在 每 个 使 得 7 了 的 所 有 实例 被 力 迫 的 框架 中 p 都 被 力 迫 ， 则 o 在 每 个 
ARERR PRA, IT Eg E, o. 

另外 还 可 以 这 样 证 明 。 记 得 在 前 面 的 例子 中 ， 了 TT 菜 个 典型 成 员 口 gg 的 表 证 明 尝 试 可 





HA Y OB 165 





LAB ZEE HERE —^ RUE, CHER, TOME — BUE AI VX(Deo). ERB, X 
表 证 明 要 首先 用 新 常 元 替换 全 称 量词 所 约束 的 变 元 。 然 后 再 像 以 前 那样 进行 下 去 。) 因此， 
对 于 每 个 gseT， 有 Habg。 于 是 ， 由 刚才 证 明 的 Fs 的 可 靠 性 定理 知 ， 对 于 每 个 psT， 有 Fasb。 
特别 地 ， 如 果 TFe， 则 o 在 每 个 自 反 框 架 中 被 力 迫 ， 即 Fap。( 由 于 这 个 证 明 比 较 容 易 ， 下 
面 例子 中 就 采用 这 种 证 法 。) 

Fa 之 了 Fep。 为 了 得 出 矛盾 ， 设 Faep 但 Tkgp。 令 7 是 根 为 Fp I e 的 从 人 出 发 的 
CSMT。 根 据 假设 与 定理 4.13, 7 不 是 p 的 一 个 证 明 ， 即 在 r 中 存在 一 条 不 矛盾 路 径 P。 令 
C=(W, S, CCp) ) 是 如 同 定理 4. 11 中 那样 根据 P 而 定义 的 框架 。 令 C= (QW, S, C) 
为 C 的 自 反 闭 包 ， 即 W'-W, C'(p) -C(p), TS’ =SU{(w, w)|weWiESHARHMA. 
我 们 断言 自 反 框 架 C 与 PR. Ap, 烧 。 pq， 从 而 得 所 需要 的 矛盾 。 口 

证 明 C' 与 P 一致 与 定理 4. 11 中 证 明 C 与 P 一 致 是 相同 的 ， 除 了 在 归纳 步 中 还 需要 论证 ， 
由 于 Tp It Op R Fpi- Oy STE P E, DHA plc HE piE SU. BRIX ABU Fl 
理 ( 情 形 p -q 是 非 平 凡 的 ， 并 且 也 是 我 们 马上 要 用 到 的 ) : 

引 理 5. 5 

(i) 如 果 Tpi- Op HRA PLE pS'q, PAT l- 出 现在 P 上 。 

(ii) 如果 Fpi- Oy HRA P EB. pS'q, RA Fgl- jy HRAP H, 

证 明 首先 注意 到 ， 如 果 p 关 9， 那 么 pSg HREP D, BRET 是 完成 的 事实 可 得 出 我 们 
的 结论 。 因 此 设 P=4。 


(i) V Tpit Oy 出 现在 P 上 且 光 形 如 8(c,，…，c,)， 其 中 显示 的 c; Ey PRERE 
始 语言 中 的 常 元 。 TIGR Vx, VYx,( 口 b(x，， ners x,)—80(x,, Ut, x,) ) 出 现在 P E, 因 
为 7 是 一 个 来 自 的 CSMT。 由 于 7 是 完成 的 且 Tpi Ool, e, e) BRE P E, AMA 


Tp IF DA(e,, ++, 6,) 一 8(c1，…，c,) 也 在 P 上 出 现 。 因 此 ，7Tp 上 Oyy TE P EHR. BT 
7 是 完成 的 ，Fp lt Op X Tpl- y 出 现在 PP 上。 前 者 导致 矛盾。 因此 Tpit y HAE P Eu 


(Gi) SR Fpi- Oy 出 现在 PP 上， 那么 (如 同 在 (让 中 那 1 yio -00e 
FE) Tp +t CI y HR P E; Alt, Fpi One RE 
Tp I-— 出 现在 P 上 。 在 前 一 种 情形 中 ,， 通 过 把 关于 某 个 2 TwitOe 由 1 
w 的 pSw 与 Fw it ~ 业 放 在 PP 上， 我 们 最 终 可 以 在 P 上 约 化 
色目 口 -yy。 因 为 7 是 完成 的 ， 其 中 第 一 个 pSw 结合 Fpl 3 Fw ItODp 由 
Oy 可 以 保证 Fw tty 出 现在 PP 上。 类 似 地 ， 第 二 个 结合 
Fw e BEDAE Tw IF yw 出 现在 P 上 。 因 此 在 这 种 情形 ^ wee e BD 
H, PEF, xXx SORA LE EA. CAHAR, ; Fue da 
正如 所 要 求 的 那样 ，Fp lt y 出 现在 PP 上。 口 
至 此 完成 定理 5.4 的 证 明 。 DL. vSu ihu 由 5 
例 5.6( 自 省 和 传递 性 ) BA PI, OP-OOe, tH 
习惯 上 称 为 “4”。 现 在 经 常 称 之 为 肯定 性 自省 模式 (scheme , Ful- o 由 5 
of positive introspection ) ， 因 为 它 所 表达 的 观点 是 : 我 所 相 
信 的 ， 我 相信 我 相信 。 我 们 再 次 看 到 ， 证 明 一 个 典型 实例 g Tuik 9 由 24 
的 尝试 为 我 们 找到 适当 的 语义 和 证 明 规 则 提供 了 线索 。 图 51 


(如 图 51 Bras.) 
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该 表 证 明 没 有 了 矛盾。 根据 其 中 的 原子 语句 ， 我 们 得 到 一 个 3 世界 框架 C= (W, S, 
C(p)) AA We fw, v, ul, S={(v, u), (w, v)], Clo) Fe AC(u), C(w) Eo, XXE 
架 C 是 口 op 一口 口 9 永 真 性 的 反例 ， 因 为 该 语句 在 C 中 的 w 上 不 被 力 迫 。 然 而 ， 我 们 给 可 达 关 
AME wSu 之 后 可 以 产生 一 个 矛盾 。 这 里 的 关键 是 传递 性 。 

定义 5.7 

(i) TRAP A fi E HER (transitive frame) 组 成 的 类 ， 即 所 有 框架 C= (下 ，S,，C(p))，, X 
中 5S 是 传递 的 : wSv A vSu => wSu, 

(ii) TR 是 传递 的 表 展 开 规 则 (transitive tableau development rule) 指 ， 如 果 wSv fe vSu 出 现 
在 某 表 了 的 路 径 已 上 ， 那 么 把 wSu 添加 到 了 的 末端 可 以 得 到 另外 一 个 表 1’, 

(ii) PT 是 模式 PI: 口 g 一 口 口 wp 的 实例 的 所 有 全 称 闭 包 集 。 l 

现在 的 情形 很 类 似 例 5.2, 

定理 5.8 对 于 模 态 语言 L 中 任何 语句 gp， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

() PIbe, p X PIU S M RA, 

(ii)PTH，p 是 从 PT 出 发 表 可 证 的 。 

(iii) Freg, p 在 每 个 传递 C 框 架 中 被 力 迫 。 

(Gv) ne, o 是 可 用 传递 的 表 展 开 规则 证 明 的 。 

本 定理 的 证 明 与 关于 自 反 框 架 的 相应 结果 (定理 5. 4) 的 证 明 是 基本 相同 的 。 我 们 把 自 
反 、R、R 和 了 分 别 蔡 换 为 传递 、TR、 了 RR 和 PIT， 并 在 其 他 方面 作 相应 的 改动 。 例 如 ， 当 存 
在 某 个 g， 使 得 p,Sg 和 qSp, 出 现在 P 上 时 ,在 TR-CSMT 的 n=2k+1 阶段 把 表 值 p,Sp, 接 到 
每 条 不 矛盾 路 径 P 的 末端 。 与 定理 5.4 的 证 明 根 本 不 同 的 唯一 部 分 在 于 证 明 Fj。9 — PIE, 
特别 地 ， 证 明 类 似 于 引 理 5.5 的 结果 。 

证 明 (Frzp 之 PITF9) 为 了 得 到 矛盾 ， 设 Frap 但 PTFp。 令 了 是 根 为 Fp, 小 o 的 从 PT 
出 发 的 CSMT。 根 据 假设 和 定理 4.13, 7 不 是 p 的 证 明 。 所 以 7 中 有 一 条 不 矛盾 路 径 P。 令 
C=(W, S, C(p)) EmA ee 4.11 中 那样 根据 P 所 定义 的 框架 。 令 C'= (W'，S’,，C'(p)) 
为 C 的 传递 闭 包 ， 即 W'zW, C(p)sC(p), Wi S' 是 5 的 传递 闭 包 , 即 S'=US,, AFS, =S 
H$,,2S,Ul(p, 9) 1 3 w(pSjwA^wS,qg)] CER, 根据 其 构造 方法 ，5' 是 传递 的 。) 我 们 
断言 传递 框架 C' 与 P 一致。 因此 pi 米 。%g， 从 而 得 到 所 需要 的 矛盾 。 口 

证 明 C' 与 P 一 致 和 定理 4. 11 中 证 明 C 与 P 一 臻 也 是 相同 的 ， 除 了 在 归纳 步 中 还 需要 论 
WE, ADR Tp i+ Ly R Fpl- Oy 出 现在 P 上， 则 对 于 使 得 pS'g 的 每 个 g 分 别 有 I p x 
g 类 co。 显 然 这 也 只 需 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 5.9 

(i) de X. Tpit Oy 出 现在 P 上 和 且 pS'g, RAT itp RAP L, 

^O (d) 38 XX Fpi- Oy HRA P EB pS'q, MA Fgl- y 出 现在 PP 上。 

证 明 对 把 (Cp,，g) 放 入 5' 中 的 阶段 进行 归纳 证 明 。 对 于 n=0， 两 个 情形 中 的 结论 可 由 7 
是 完成 的 得 到 。 设 引 理 对 (u,v) €S, 和 (P，9) eS, ,成立 。 令 ww 使 得 (p, w), (w, q) €S,. 

(i) MOR Tp Ik Oy 出 现在 PP 上， 那么 (如 同 引 理 5.5 的 论证 ) ?2 小 口 y 一 口 口 y 也 出 现在 
P E. BON c 是 完成 的 , 或 者 Fpi Oy 或 者 Tpi- 口 口 y 出 现在 已 上 。 因 为 忆 是 不 矛盾 的 ， 
一 定 是 Tp 上 F 口 品 y 出 现在 PP 上。 因为 (p, w) €5,, RHA, Tol Oy BAEP LE. XA 
Hw, q) eS,， 所 以 Tal p EERE P Eo 口 
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(ii) 此 种 情形 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 作 习题 1 。 口 
例 5.10( 否定 性 自省 和 欧 几 里 得 框架 ) 我们 下 一 个 要 考虑 的 模式 是 NI， 否 定性 自省 模 

X ( negative introspection scheme) (我 所 不 相信 的 ， 我 相信 我 1 yp-Dg-DDp 

不 相信 ) : 一 口 y 一 口 - 口 p。 这 一 模式 习惯 上 记 为 “ 正 "( 来 源 

于 Euclidean) 或 “5"。 图 52 给 出 证 明 NI 一 个 实例 的 尝试 。 2 Twit Dp 由 1 
完成 这 个 证 明 的 关键 是 当 我 们 同时 有 wSv 和 wSu 时 可 以 

添加 vSo。 然 后 就 能 由 第 9 行 推出 跟 第 6 TEM Tike, > DD? m 

到 目前 为 止 我 们 对 于 这 样 的 处 理应 当 是 十 分 熟悉 的 。 4 pwit Dp dp 
定义 5. 11 
(i) £X 9t A RL EHER ( Euclidean frame) 组 成 的 类 ， 5 wSv ”新 的 v 由 4 

即 所 有 这 样 的 框架 C= (W, S, Clp)), 使 得 5S 是 欧 几 里 得 

的 (Euclidean): wSv A wSuz» uSv, 6 Fvl p 由 4 
(ai) 五 是 欧 几 里 得 表 展 开 规 则 (Euclidean tableau 

development rule) J&, Je X ww 与 wSu Bn 3L dk r 89 35 15 P 7 wSu 新 的 由 3 

E, RAH uS 添加 到 PP 的 末端 可 产生 另外 一 个 表 '。 à Fut De dia 
(ii) NZX 3E X, NI: ~De-O-Oe 的 实例 的 所 有 全 称 

闭 包 集 。 9 Tue 由 8 
定理 5.12 对 于 模 态 语言 L 中 任何 语句 pg， 下 列 条 件 是 ms 

等 价 的 : 


(i)NTFP，9p ENTIS IE HER, 

(u)NT-9, p 是 从 NT 出 发 表 可 证 的 。 

(üi)b,o, o 在 每 个 欧 几 里 得 C 框 架 中 被 力 人 这。 

(iv)Fsp，9p 是 用 欧 几 里 得 表 展 开 规 则 可 证 的 。 

这 个 定理 的 证 明 与 关于 自 反 或 传递 框架 的 对 应 结果 (定理 5.4 和 引 理 5.9) 的 证 明基 本 相 
Hl. uEBBE,o- NIE o 所 需要 的 框架 C' 是 C 的 欧 几 里 得 闭 包 (Euclidean closure) 。 其 定义 为 在 C 
的 基础 上 令 5'= U5,, 其 中 $6。=S 且 S$,,1=|(p, 9)1 3 w((w, p), (w, 9)& 5,)|。 关 键 
还 是 证 明 一 个 与 引 理 5. 5 相对 应 的 结果 : 

引 理 5. 13 

(i) 如 果 Tpit Ow 出 现在 已 上 且 pS'q, MAT +p 出 现在 PP 上。 

(ii) wR Fpl- Oy HRA PLB pS'g, PA Fql- 出 现在 PP 上 。 

证 明 对 把 (p, 9g) 放 入 5' 中 的 阶段 4 进行 归纳 。 对 于 n =0， 两 个 情形 中 的 结论 可 由 7 是 
完成 的 得 到 。 设 引 理 对 (w,v) eS, 和 (p，9) ES, RE. F ww, p), (w, 9) €S,. 

(i) SR Tp ik Oy HREP E, 那么 ( 同 以 前 一 样 )7Tw I2 Dy — D] 5 Cv 也 出 现在 PP 上。 
因为 > 是 完成 的 ，Fw lr-L1y 或 者 Twi 口 - 口 出 现在 PP 上。 在 前 一 情形 中 ，7Tw lt Oy 出 现 
在 PP 上 ， 且 根据 归纳 ， 正 如 所 需要 的 那样 ，Tg lH p 也 出 现在 PP 上。 在 后 一 情形 中 ，7Tp ity 
会 出 现在 PP 上。 因为 这 会 导致 Fpi Oy 出 现在 P 上， 从 而 使 得 P 是 矛盾 的 ， 这 与 我 们 的 假 
RAS. BUE, Fwi-SLIy, Ami Tai y BRE P Eo 

Gi) 此 种 情形 的 证 明 是 类 似 的 ， 留 作 习 题 2。 口 

例 5.14( 序 列 公理 和 框架 ) 下 一 个 例子 是 传统 上 称 为 D 的 模式 : De--D-e. ER 
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示 如 果 我 相信 wp， 那 么 我 不 相信 -9p。 现 在 常 称 之 为 序列 模式 (serial scheme)。 我 们 还 是 从 尝 





试 证 明 D 的 某 个 实例 开始 : 1 Fwit Dg—- D9 
空 可 达 关 系 的 框架 提供 了 一 个 反例 。 假 如 存在 一 个 v, 
使 得 wsSo 的 话 ， 我 们 就 能 够 推出 所 需要 的 矛盾 。( 我 们 将 可 以 2 Tw IK Clg 由 1 
从 (7T 口 ) 推 出 wigo, JKOCTCDRICF ~) ff. Fo It po) 
定义 5S.15 3 Fwlt -D9 由 1 
(i) SE 上 所 有 序列 框架 (serial frame) 类 ， 即 所 有 这 样 的 框 4 Twig ia 
RC=(W, S, C(p)), d£ T A PEW, FG, & 图 53 


得 pSq. 

(ii) SE 是 序列 表 展 开 规 则 (serial tableau development rule) 8, Je X p ERER r MBE 
PP 上， 那么 对 于 某 个 新 g， 把 pSg 添加 到 已 的 末端 可 产生 另外 一 个 表 T'。 

(ii) D 3E X, D: 口 8 一 =- 口 -9 的 实例 的 所 有 全 称 闭 包 集 。 

定理 5.16 对 于 模 态 语言 C 中 任何 语句 p， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(i)DEeo, o 是 D 的 还 辑 后 承 。 

(ü)DFo, p 是 从 DD 出 发 的 表 可 证 的 。 

( 道 )Fse e, e 在 每 个 序列 上 框架 中 被 力 连 。 

(iv)Fse o, p 是 用 序列 表 展 开 规 则 可 证 的 。 

证 明 ”证 明 同 以 前 一 样 。 这 里 的 关键 是 ， 在 验证 Esp 地 DF gp 时 ,根据 从 D 出 发 的 
CSMTr 上 的 路 径 P 所 定义 的 框架 C 必 然 是 序列 的 。 如 果 p 出 现在 PP 上， 那么 ， 对 于 某 个 光 ， 
Tp 上品 一口 ~ 也 出 现在 PP 上。 因为 7 EZR, Fpi Oy xk Tpl-- L1 y HR P 
上 。 不 管 哪 一 种 情形 ， 应 用 r 是 完成 的 事实 ,可 知 在 PP 此 后 的 展开 中 必定 存在 一 个 表 值 
pSqg， 其 中 q 是 新 的 ， 从 而 C 是 序列 的 。 口 

关于 表 规 则 及 其 对 应 框架 类 的 其 他 例子 可 见习 题 3 ~4 和 第 六 节 习 题 1 ~4。 
习题 
1. 证 明 引 理 5.9 (ii) 。 

2. 证 明 引 理 5. 13(ii) 。 

3. BIETER. 一 个 框架 C 称 为 树 形 框架 (tree frame) ， 如 果 按 照 规则 “p <g 当 且 仅 当 pSq" RES GS XR SEW 
上 定义 了 一 棵 (第 一 章 定义 1.1 意义 下 的 ) 树 。 证 明 : 在 定理 5.8 中 相互 等 价 的 各 条 件 中 可 以 加 上 这 
一 条 : 

(Oe 在 每 个 树 形 框架 中 被 力 追 。( 提示 : 考虑 第 四 节 习 题 5 ~7。) 

. 线性 框架 : 一 个 框架 C 称 为 线性 框架 (linear frame) ， 如 果 按 照 规 则 “p <4 SAMY pSq" SERIES AER S E W 
上 定义 了 一 个 线性 序 。 列 表 规 则 工 指 ， 如 果 可 能 世界 w 和 v 出 现在 7 的 路 径 P 上 ， PA N 
那么 把 新 表 ( 如 图 54 所 示 ) 接 到 P 的 末端 可 形成 另外 一 个 表 r'。 证 明 : 模 态 语言 人 M" bow 
的 语句 在 所 有 线性 框架 中 永 真 ， 当 且 仪 当 它 是 用 列表 规则 可 证 的 。 


"EY ”公理 化 方法 
在 本 章 最 后 描述 模 态 逻 辑 的 一 个 基本 的 希 尔 伯 特 式 系统 ， 并 给 出 一 些 标准 模 态 系统 及 其 


传统 术语 的 简要 目录 。 在 第 二 章 第 八 节 中 ， 所 使 用 的 语言 仅 含 有 联结 词 ~ 和 一 以 及 量词 vV。 
与 此 一 致 ， 在 这 里 我 们 仅 使 用 模 态 算 子 口 ， 并 把 仿 视 为 一 个 被 定义 的 符号 ， 即 用 - 口 ~ X 


a 


图 54 
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foe. 

第 二 章 第 八 节 中 给 出 的 经 典 逻辑 证 明 系 统 ， 可 以 通过 添加 一 个 新 公理 模式 与 一 个 新 规则 
而 扩展 为 一 个 称 为 K 的 模 态 逻辑 证 明 系 统 ， 

公理 模式 6.1 (vi) 口 (o 一 B) 一 ( 口 c 一 口 6) 。 

规则 6.2 (iii) 必然 性 (necessitation ) ， Aa 推出 口 a。 

当然 现在 这 个 系统 包含 了 原来 的 公理 模式 (i) ~ (v) 以 及 (vi) 在 模 态 语言 C 中 的 所 有 实 
例 。 类 似 地 ， 那 些 规 则 可 以 应 用 到 L 的 所 有 公式 上 。 

这 里 “证 明 ” 和 “从 语句 集 出 发 的 证 明 ”， 其 定义 与 经 典 逻 辑 的 一 样 。 易 知 的 公理 的 
实例 都 是 永 真 的 。( 例 3.5 给 出 了 (vi) 的 一 个 典型 实例 的 表 证 明 。 其 他 公理 在 C 中 的 实例 的 
经 典 表 证 明 对 于 K 而 言 仍然 是 正确 的 。 注 意 ， 含 自由 变 元 的 公式 的 永 真性 是 指 其 全 称 闭 包 
是 永 真 的 。) 因 为 K 的 规则 保持 永 真性 ， 所 以 此 系统 的 所 有 定理 都 是 永 真 的 。( 注意 ， 一 旦 我 
们 记得 a 的 永 真 性 意味 着 它 的 全 称 闭 包 在 每 个 框架 中 被 力 迫 ， 就 立刻 可 得 a F 口 w 即使 对 
于 含 自由 变 元 的 a 也 是 成 立 的 。 或 者 如 同 第 三 节 习 题 11 HERE, Mp Vxa(x)iF VEO 
a(x) RUE.) K 的 一 个 标准 的 完全 性 定理 表明 ， 这 些 定理 与 我 们 的 表 系 统 所 定义 的 定 
理 是 一 样 的 。 

我 们 在 第 五 节 所 分 析 的 模式 常 被 添加 到 K 上 ， 以 得 到 用 于 特殊 研究 的 公理 系统 。 下 面 
所 列 的 是 这 些 希 尔 伯 特 式 系统 的 完全 性 定理 ， 见 于 Hughes 和 Cresswell[ 1984，4.4] 的 第 九 
章 。 因 此 它们 与 第 五 节 中 对 应 的 系统 具有 相同 的 定理 。 

ABT ASA K 和 例 5.2 中 的 公理 模式 7 了: 口 p 一 p。 它 通常 被 视 为 知识 逻辑 。 正 如 我 们 所 
看 到 的 ， 它 的 定理 恰好 是 在 所 有 自 反 框架 中 被 力 迫 的 那些 语句 。 

系统 $4 包含 T 和 例 5.6 的 模式 PI. 口 w 一 口 Oe。 结 合 定理 5. 4 与 定理 $. 8 的 结果 ， 同 
样 可 知 S4 的 定理 恰好 是 在 每 个 自 反 和 传递 的 框架 中 被 力 迫 的 那些 语句 (习题 1) 。 如 果 省 略 
T， 那 么 我 们 得 到 包含 K 和 模式 PI 的 系统 K4。 

系统 S5 包含 $4 和 例 5. 10 的 模式 下 ， 一口 pg 一 口 - 口 9。 其 定理 恰好 是 在 每 个 自 反 的 、 传 
递 的 欧 几 里 得 框架 中 被 力 迫 的 那些 语句 。 因 为 自 反 的 、 传 递 的 欧 几 里 得 关系 恰好 是 等 价 关系 
(习题 2) ，S5 的 定理 是 在 每 个 可 达 关 系 为 等 价 关 系 的 框架 中 被 力 迫 的 那些 语句 (习题 3) 。 
省 略 了 可 得 包含 K4 和 模式 下 的 系统 K5。 

事实 上 ， 对 于 SS 我 们 可 以 再 作 一 些 的 说 明 。 其 定理 是 在 所 有 完全 框架 (complete frame) 
中 被 力 迫 的 语句 。 

定义 6.3 . 

(i) M 是 所 有 完全 框架 类 ， 即 所 有 这 样 的 框架 C=( 玉 ，S，C(p))， 其 中 对 于 每 个 p， 
q € W,A# pSq. 

(ii) M X 5g SR BET SRI] ( complete tableau development rule) 38, Je p de qii 3d dr 
的 路 径 已 上 ， 那 么 添加 上 pSg 可 得 另外 一 个 表 To 

(iii)S5 是 模式 了 ，PI 和 NI 的 所 有 实例 的 全 称 闭 包 集 。 

定理 6.4 对 于 模 态 语言 L 中 任何 语句 p， 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

G)SS Fo, p X S5 的 逻辑 后 承 。 

()S5F o, p AASS 出 发 表 可 证 的 。 

Cii) Eue, e 在 每 个 完全 的 [框架 中 被 力 迫 。 
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(iv) ye, o 是 用 完全 表 展 开 规则 可 证 的 。 

当然 ， 这 个 定理 可 像 以 前 那样 证 明 ( 习 题 4) 。 它 还 可 以 用 习题 5 所 提供 的 约 化 方法 ， 由 
(习题 3) 关于 等 价 关系 框架 的 结果 推出 (习题 6) 。 

类 似 这 样 的 系统 已 被 用 作 自 认 知 逻辑 (autoepistemic logic) 的 基础 (Mooref 1984，5.5] 和 
[1985, 5.5]) 。 若 扩展 到 多 模 态 算 子 口 ,( 每 个 处 理 器 4 有 一 个 ) ， 它 们 适合 于 分 布 式 代理 网 
络 的 推理 (Fagin et al. [1995, 5.6]), 
习题 
1. 证 明 : SA 的 定理 ， 即 了 和 了 RR 的 并 的 (逻辑 ) 后 承 ， 恰好 是 在 使 用 自 反 与 传递 两 个 表 规 则 的 系统 中 可 证 明 

的 那些 定理 。 这 些 也 是 在 每 个 自 反 和 传递 框架 中 被 力 迫 的 语句 。 

.二 元 关系 S 是 等 价 关 系 (equivalence relation) ， 如 果 它 是 自 反 的 (wSw)、 对 称 的 (wSv= v5w) 和 传递 的 (uSv 
入 vSw = uSw)。 证 明 ; 一 个 自 反 的 、 传 递 的 二 元 关系 $ 是 等 价 关 系 ， 当 和 且 仅 当 它 是 欧 几 里 得 的 。 

. 证明: S5 的 定理 ， 叶 了， 了 驴 和 NI 的 并 的 (多 辑 ) 后 承 ， 是 在 使 用 自 反 、 传 递 与 欧 几 里 得 等 表 规则 的 系统 
中 可 证 明 的 那些 定理 。 这 些 也 是 在 可 达 关 系 为 等 价 关 系 的 每 个 框架 中 被 力 迫 的 语句 。 

4. 给 出 定理 6.4 的 一 个 直接 证 明 。 

5. SC=(W, S, CC) n — TER, Hop $ 是 等 价 关 系 。 对 于 we W, 令 [w] = ipe W! pSw| Jg w 的 等 价 
类 。 如 果 C。 为 C 在 [wj] 上 的 限制 ， 即 框架 ([zj，S$[w] x[w],，C(p)),， 那么 对 于 每 个 语句 9， 
Aw leg wie po 

. 应 用 习题 3 和 5 给 出 定理 6.4 的 另 一 个 证 明 。 


进一步 阅读 建议 

Hughes 和 Cresswell[ 1984, 4. 4] 和 Chellas[ 1980, ，4. 4] 是 两 本 不 错 的 模 态 逻辑 人 门 教 材 。 
后 者 是 计算 机 科学 基础 文献 中 常用 的 参考 书 。 比 较 新 的 人 门 书 是 Popkorn[ 1994，4.4]。 更 
高 级 的 教材 是 van Benthem[ 1983, 4.4]; van Benthem[ 1988, ，4.4] 和 Goldblatt[ 1993, 4.4] 
也 很 有 用 。Fitting[ 1983, 4. 4] 对 模 态 逻辑 表 模 型 作 了 百科 全 书 式 的 处 理 。 特 别 是 ， 在 这 最 
后 一 本 书 的 第 八 章 第 七 节 中 包含 了 命题 模 态 逻辑 可 判定 性 的 一 个 证 明 。 关 于 语法 和 语义 的 许 
多 不 同 定义 也 可 在 那里 找到 。 

Linsky[ 1971 ，4. 4] 是 模 态 逻 辑 早 期 重要 的 论文 集 ， 其 中 包括 克 里 普 克 的 开创 性 工作 和 
具有 哲学 观点 的 一 些 片断 。 在 Nerode[ 1991, 4.4] FUB XX T BUS GE BEN FH B — 6 CA 9 ES 
息 和 更 全 面 的 参考 书目 。 

Galton[ 1987, 5.6], Goldblatt[ 1982, ，5.6] 和 [1992，$.6] 和 Turner[ 1984，5.6] 都 重视 
不 同 模 态 逻辑 在 计算 机 科学 中 的 应 用 。Fagin et al. [1995，5.6] 是 一 篇 关于 知识 与 信念 逻辑 
的 综述 。Thayse[ 1989，5. 6] 详 尽 地 论述 了 面向 演绎 数据 库 和 人 工 智 能 的 模 态 逻辑 。Thayse 
[1991，5.6] 提 供 了 这 些 观 点 在 人 工 智能 许多 领域 中 的 广泛 应 用 。 
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第 五 章 ”直觉 主义 逻辑 


第 一 节 直觉 主义 与 构造 主义 

在 过 去 的 一 个 世纪 中 ， 数 学 哲学 中 的 一 个 主要 争论 是 如 何 看 待 数学 中 非 能 行 或 非 构造 的 
证 明 。 宣 称 已 经 证 明 存在 具有 某 性 质 的 数 ， 但 是 即使 在 原则 上 也 不 能 实际 地 产生 这 样 的 数 ， 
这 是 否 合理 呢 ? 宣称 已 证 明 存 在 某 个 函数 而 没有 提供 计算 它 的 任何 方法 ， 这 又 是 否 合理 呢 ? 
1 BUR (L. E. J. Brouwer) 也许 是 极端 构造 主义 观点 的 最 著名 的 早期 倡导 者 。 他 拒绝 20 t 
纪 早 期 数学 的 很 多 结果 ， 就 是 因为 这 些 结果 没有 提供 可 接受 的 存在 性 证 明 。 他 主张 pv g 的 
一 个 证 明 必 须要 么 是 p 的 证 明 要 么 是 9 的 一 个 证 明 ， 而 3xP(x) 的 证 明 必须 包含 证 据 e 的 构 
造 和 P(e) 为 真 的 证 明 。 大 多 数 非 构造 性 证 明 的 核心 是 使 用 排 中 律 ， 对 于 每 个 语句 4,，4 v OA 
为 真 。 基 于 经 典 逻 辑 的 这 一 定律 ，3xP(%) 的 证 明 可 通过 证 明 其 否定 命题 导致 矛盾 来 实现 ， 
而 不 用 提供 任何 找到 满足 P H 的 线索 。 类 似 地 ， 可 以 通过 证 明 - (pag) KEN pv 9， 
而 不 用 知道 和 7 哪 一 个 为 真 。 

例 1.1 我 们 希望 证 明 存在 两 个 无 理 数 Md, ibo 为 有 理 数 。 令 c=Y7”。 如 果 c 是 
有 理 数 ， 那 么 取 a =V7 =5。 另 一 方面 ， 如 果 是 无 理 数 ， 那 么 cf = 2 是 有 理 数 ， 从 而 可 取 
a =c 而 4 =\Z。 因 此 ， 不 管 哪 一 种 情况 ， 我 们 都 有 两 个 无 理 数 Hd, WE a 为 有 理 数 。 这 
个 证 明 依赖 于 排 中 律 ， 因 为 我 们 设 。 要么 是 有 理 数 要 么 不 是 。 它 没 给 出 任何 线索 来 确定 这 两 
对 数 中 哪 一 对 是 所 要 求 的 。 

例 1.2 考虑 库 尼 西 引 理 (第 一 章 定理 1.4) 的 证 明 。 我 们 曾 用 归纳 法 定义 无 穷 路 径 。 根 
据 归纳 ， 我 们 知道 :在 每 一 步 的 有 限 多 的 直接 后 继 之 中 ， 必 有 一 个 后 继 的 下 面 有 无 穷 多 个 节 
点 。 然 后 “取出 ”这样 的 后 继 作为 路 径 的 下 一 个 节点 。 我 们 已 通过 归纳 法 证 明了 一 个 析 取 项 
为 真 ， 因 而 接着 采用 了 “分 情形 ”的 论证 。 由 于 我 们 没有 用 任何 方式 确定 哪 一 个 后 继 下 面 有 
无 穷 多 个 节点 ， 故 没有 实际 构造 (没有 用 算法 去 定义 ) 那 条 我 们 证 明 其 存在 的 无 穷 路 径 。 类 
似 的 考虑 适用 于 我 们 关于 完全 性 、 紧 致 性 和 其 他 定理 的 证 明 。 

一 个 试图 把 握 布 劳 威 尔 的 暂 学 立场 的 形式 逻辑 是 由 他 的 学 生 海 丁 (Heyting) 所 发 展 的 。 
这 个 逻辑 称 为 直觉 主义 逻辑 (intuitionistie logic) 。 它 是 把 握 构 造 性 推理 的 一 个 重要 尝试 。 特 
别 地 ， 在 直觉 主义 逻辑 中 排 中 律 不 再 永 真 。 

人 们 提出 了 一 些 范例 用 以 解释 布 劳 威 尔 的 观点 。 这 些 范例 中 的 每 一 个 都 可 以 为 直觉 主义 
逻辑 提供 模型 或 语义 。 有 一 个 范例 把 数学 命题 视 为 关于 我 们 (或 菜 人 ) 的 知识 或 者 所 拥有 的 
证 明 的 断言。 一 个 语句 为 真 仅 当 我 们 知道 它 为 真 或 者 在 我 们 证 明 它 之 后 。 任 何 时 候 我 们 都 不 
知道 以 后 会 有 什么 样 的 事实 将 被 发 现 或 证 明 。 这 个 解释 很 适合 于 计算 机 科学 中 涉及 数据 库 和 
程序 验证 的 许多 情形 。 就 数据 库 而 言 ， 有 一 点 需要 指出 ， 我 们 认为 我 们 的 知识 一 直 在 增长 ， 
所 以 新 事实 会 添加 进来 ， 但 旧事 实 不 会 被 删除 ， 也 不 会 与 新 事实 产生 矛盾 。 这 一 观点 看 起 来 
对 于 数学 知识 的 进步 而 言 是 合理 的 ， 但 在 其 他 许多 情形 中 它 是 不 准确 的 。 只 要 在 事实 上 附加 
时 间 的 印记 ， 这 个 模型 在 大 多 数 时 候 就 仍然 可 以 使 用 。 因 此 数据 库 记 录 的 是 我 们 知道 什么 与 
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我 们 知道 的 时 间 。 直 党 主义 模型 适合 于 这 种 数据 库 的 演绎 。 

就 程序 验证 来 说 ， 直 党 主义 逻辑 为 构造 性 证 明 检 验 器 和 推理 系统 的 发 展 提供 了 基础 。 其 
关键 的 思想 是 ， 根 据 布 劳 威 尔 的 想法 ， 存 在 性 命题 的 证 明 需 要 构造 其 证 据 。 类 似 地 ， 证 明 对 
TEA, FE y, ERP, y) 成 立 ， 需 要 构造 一 个 从 x 值 计算 出 y 值 的 算法 。 这 个 逻辑 
系统 的 魅力 是 显然 的 。 在 实践 层面 上 ， 现 在 有 一 些 大 规模 系统 可 以 为 这 样 的 断言 (互动 地 ) 
提供 直觉 主义 的 证 明 。 这 些 系统 能 够 得 出 函数 的 实际 计算 方法 。 这 样 我 们 就 有 了 一 个 经 过 验 
证 的 算法 ， 因 为 其 存在 性 的 证 明 其 实 就 是 该 算法 可 以 实际 正确 运行 的 证 明 。NUPRL 就 是 这 
样 的 一 个 系统 ， 它 是 由 康 奈 尔 大 学 的 R. Constable [ 1986 5.6] 和 其 他 人 研制 开发 的 。 

本 章 毅 述 直 党 主义 逻辑 的 基本 内 容 ， 包 括 由 克 里 普 克 所 发 展 的 一 种 语义 ， 它 反映 了 海 丁 
形式 主义 的 “知识 状态 ”解释 。 选 择 这 种 语义 足以 反映 直觉 主义 推理 ， 除 了 出 于 直观 的 考虑 
之 外 ,还 有 这 样 的 事实 为 依据 ， 即 下 面 的 析 取 性 (disjunction property ) 和 存在 性 (existence 
property ) 成 立 : 

如 果 (gpv 由 ) 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 gg 或 者 由 是 直觉 主义 永 真 的 。 . 

AR xgp(%) 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 对 于 某 个 常 元 c 来 说 pg(c) 也 是 直觉 主义 永 真 的 。 

然后 ， 和 经 典 逻 辑 一 样 ， 发 展 一 个 以 表 方 法 为 基础 的 直觉 主义 证 明 论 ， 并 证 明 相 应 的 可 
靠 性 和 完全 性 定理 。 当 然 ， 完 全 性 定理 把 上 面 的 定理 转变 为 关于 可 证 明 性 的 定理 。 我 们 能 
(直觉 主义 地 ) 证 明 pv 几 仅 当 我 们 能 证 明 其 中 之 一 。 我 们 能 证 明 3xp(x) 仅 当 我 们 能 对 某 个 
明确 的 常 元 < 证 明 pg(c)。 

本 章 内 容 独 立 于 第 四 章 ， 因 此 二 者 有 一 些 内 容 上 的 重复 。 我 们 在 第 六 节 中 为 已 经 看 过 第 
四 章 的 读者 提供 了 一 个 向 导 ， 用 以 比较 经 典 的 、 模 态 的 和 直觉 主义 的 逻辑 。 


Rut mR Hw 


除了 一 处 修改 和 两 个 限制 之 外 ， 我 们 所 用 的 语言 与 第 二 章 中 的 经 典 谓词 逻辑 语言 是 一 样 
的 。 这 些 修改 和 限制 可 以 简化 展开 力 迫 时 所 需要 的 技术 细节 。 其 中 修改 是 指 ， 在 形式 上 从 我 
NHS Pew ST BRERA, MIE po HOM (eV) ^ (一 9) 的 缩写 。 其 中 的 限制 在 
于 我 们 语言 的 非 逻 辑 的 组 成 部 分 。 我 们 假设 在 整个 这 一 章 中 每 个 语言 C 至 少 有 一 个 常 元 符 
号 ， 但 除了 常 元 之 外 没有 函数 符号 。 

我 们 现在 给 出 直 党 主义 逻辑 的 一 个 语义 ， 来 形式 化 “知识 状态 "解释 。 

定义 2.1 令 C=(R， <, (C(p)l,.,) &,& — ^R E(R, «)fe—^ HER, ER PA 
^ p 指派 一 个 的 (在 第 二 章 定义 4.1 意义 下 的 ) 结 构 C(p)。 为 简化 符号 ,我 们 把 形式 上 更 精 
AC-(R, «, (C(p)] ,en) 记 为 C= (R, <, C(p)). 55i& X —H, FB C(P) 表 示 结 构 C(P) 
的 论 域 。 还 用 C(P) 表 示人 的 如 下 扩张 : 以 第 二 章 第 四 节 申 定义 真 值 的 方式 对 于 CO) 8 8 
元 素 a 添加 一 个 名 字 c。。A(p) 表 示 在 CL(p) 中 为 真 的 LC(p) 的 原子 公式 集 。 我 们 称 C 是 语言 的 
一 个 框架 ,或 简称 为 C 概 架 ， 如 果 对 民 中 每 个 p 和 g, psg BMC(p)CC(q), L(p) SL(q) 
中 常 元 的 解释 与 其 在 C(P) 以 及 C(9) 中 的 解释 是 一 样 的 ， 并 且 A(p) GA). 

P<d 常 读 作 “9 扩展 了 (extend)p ”或 者 "gq JE p 8 — A 3E (future) ",. R 的 元 素 称 为 力 迫 
$& fF ( forcing condition) ， 可 能 世界 (possible world) 或 知识 状态 (state of knowledge) 。 

我 们 现在 定义 框架 上 的 力 追 关系 。 
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定义 2.2( 框 架 的 力 迫 ) CE (R, <, Clp)) Aib & C — ER, pAR PH GRE 
言 L(p) 中 的 语句 。 对 语句 OBA, IE Lp HÉ 9, WA pikeo 

(i) 对 于 原子 语句 8 ,pip 名 9 在 4A(p) 中 。 

(ii) pl- (gop) OA THA qp, q- o Ai ql- yo 

(iii) pl-—9 €» XE FA q2p, 不 力 连 gp。 

(iv) pl-( Vx) e(x) OS FA qap fLl PHER Eoo e, glk pg(c)。 

(v) plFC3x)e(x) e Llp) v Ad —A FA c, Apl ele) 

(vi) plF(pg ^y) epl e Hpi y. 

(vii) pl-(e v V) epl- e Apl yr 

如 果 要 指明 所 用 的 框架 ， 我们 可 以 说 在 C 中 p Ais e HIGH p Fee. 

定义 2.3 4- o 为 语言 L 中 的 语句 。 我 们 说 o 在 L 框 架 C 中 被 力 迫 ， 记 为 | .pq， 如 果 民 中 
Ap hib gp, RMH p 是 直觉 主义 永 真 的 (intuitionistically valid), Je 9 在 每 个 [框架 中 
BA i. 

RHE pik ev, ple Ripl-CVx)g(x) Wii), Cui) 8(iv), PARA — T TE i 
序 “< ”的 元 素 上 取 值 的 量词 ， 即 “对 于 所 有 q, WR qp, BAe "e Gi), p 力 人 所 一 个 
ARR 9 一 上 少 ， 仅 当 任 何 更 大 的 知识 状态 9， 如果 q ARMAS, WA q 7D CK yo XU 
示 在 面 对 更 多 知识 时 蕴涵 式 的 持续 性 。( 诈 ) 说 ， 当 没有 比 p 更 大 的 知识 状态 力 迫 pg 时, p 
RAW o 的 否定 。 这 说 明 如 果 o 不 能 被 比 p 所 提供 的 知识 更 多 的 知识 所 力 迫 ， 那 么 -gp 就 
BAI. Civ) th, p 力 迫 一 个 全 称 语句 ; 仅 当 该 语句 的 所 有 实例 在 所 有 更 大 的 知识 状态 中 
被 力 迫 。 这 表示 在 p 所 提供 之 外 的 任何 新 知识 面前 ， 力 追 全 称 语 句 的 持久 性 。 下 面 的 引 理 
表明 力 据 持久 性 的 另外 一 个 方面 ， 即 力 迫 不 把 过 去 计算 在 内 ， 只 计算 将 来 。( 注 意 ， 本 章 
所 使 用 的 元 语言 (metalanguage ) 的 逻辑 仍然 是 经 典 的 。 例 如 ,在 (ii) 中 “ 草 涵 "的 含义 与 第 
一 章 相同 。) 

引 理 2.4( 限 制 引 理 ) 4C-(R, <, 1C(p)l,.,008 —^HIER, 令 g 在 R 中 且 R,=|re 
Ri req}. ÆA 

C,= (R, <,C(p)) 

是 一 个 框架 ,其 中 “不 ” 与 函数 C(p) 被 限制 在 RR E. 9b, TTR, Pr, ACH rZ iB 9， 
5 BA E ACT rib 9。 

证 明 对 公式 长 度 应 用 妇 纳 法 进行 证 明 ， 留 作 习题 7。 口 

考 虚 某 个 [框架 C 中 的 经 典 结构 C(p) 。 当 我 们 从 p 走向 一 个 大 于 p 的 g( 即 g>p) 时 ,我 
TIA p 的 经 典 结 构 C(p) 走 向 gq 的 (可 能 ) 更 大 的 经 典 结构 C(g) ， 其 中 有 更 多 的 原子 语句 经 典 
地 为 真 ， 从 而 更 少 的 原子 语 旬 经典 地 为 假 。 在 (i))、(v)、(vi) 和 (vi) 中 ,对 于 原子 语句 而 
言 ,“ 与 "、“ 或 "和 “存在 ”的 含义 分 别 与 第 二 章 定义 4.3 中 C(p) 上 真 值 定义 中 的 含义 相同 。 
对 于 其 他 的 条 款 而 言 ， 有 一 个 新 的 特点 ， 事 实 上 p 在 C(p) 中 的 经 典 真 值 与 p Hk e 并 非 总 
是 一 致 的 。 然 而 ,它们 在 一 种 特殊 情形 下 确实 是 一 致 的 。 

引 理 2.5( 退 化 引 理 ) 令 C 为 某 语 言 C 的 框架 且 o 是 [的 语句 。 如 果 p 是 C 上 偏 序 集 民 的 
极 大 元 ， 那 么 p dEC(p) P 443069 A, PCl) Eo, ES plo. HAW, WRR PM 
有 一 个 知识 状态 p， 那 么 C(p) 上 gw HAWS ple. 

TER ”对 公式 进行 归纳 证 明 。 对 于 R 的 极 大 元 p, phe 定义 中 的 各 条 款 恰 好 与 第 二 章 
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定义 4.3 中 定义 C(P) F o LEE ARCU] S TEC) 、( 语 ) 和 (iv) 中 对 于 未 来 知识 状态 的 依赖 性 

可 以 简单 地 归 约 为 上 的 经 典 情形 。 例 如 ， 考 虑 (ii) : plF(eod)e( Va2p)(qlF o 蕴涵 

gl-u). BIS p TE R rPAEIECKRS, MA amp 与 9=p 等 同 。 因 此 (ii) 妇 约 为 (pH ev, 4B 

135 p IF e ZR p IF 9) ， 这 与 对 应 的 关于 经 典 蕴涵 的 条 款 ( 第 二 章 定义 4.3(v) MWe, 

们 把 验证 所 有 其 他 条 款 的 等 价 性 留 作 习 题 8 。 口 
定理 2.6 任何 直觉 主义 永 真 的 语句 都 是 经 典 永 真 的 。 

证 明 根据 退化 引 理 ( 引 理 2.5) ， 每 个 经 典 模型 是 含 单 元 素 偏 序 集 的 框架 模型 ， 其 中 力 
迫 与 经 典 真 值 是 等 价 的 。 由 于 一 个 语句 如 果 在 所 有 经 典 模型 中 为 真 它 就 是 经 典 永 真 的 ， 所 以 
当 它 在 每 个 框架 中 都 被 力 迫 时 它 是 经 典 永 真 的 。 口 

接 下 来 ， 再 看 一 看 经 典 永 真 的 语句 中 哪些 是 直觉 主义 永 真 的 和 哪些 不 是 。 我 们 通过 构造 
框架 反例 来 说 明 如 何 验证 一 些 经 典 永 真 语句 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 在 给 出 例子 之 前 ,我们 建 
立 一 些 用 于 表示 框架 的 符号 约定 。 以 下 所 有 例子 中 的 序 都 是 完全 二 叉 树 的 子 序 。 这 样 我 们 可 
把 相应 的 框架 视 为 标签 二 又 树 ， 其 中 节点 p 的 标签 为 结构 C(P) ， 或 者 等 价 地 是 由 CC) 和 
ACp) 所 构成 的 二 元 组 。 我 们 因此 以 通常 的 方式 把 框架 画 成 标签 二 叉 树 且 各 标签 的 表示 形 如 
《C(P) ，4(P) )。 表 方法 的 理论 发 展 及 其 完全 性 的 证 明 需 要 更 一 般 的 树 ， 我 们 把 它 留 到 下 一 
节 再 说 。 

在 以 下 关于 非 直觉 主义 永 真 语句 的 例子 中 ( 例 2.7~ 例 2.11)，9? 和 小 表示 £ 中 的 原子 公 
式 ， 它 们 不 含有 自由 变 元 或 者 仅仅 显示 出 来 的 * 是 自由 变 元 。 在 这 些 例子 中 ， 偏 序 的 底部 节 
点 名 所 对 应 的 结构 C( 名 ) ， 是 LC 中 所 有 解释 为 c 的 常 元 所 构成 的 集合 C。 我 们 从 典型 的 经 典 永 
真 但 不 是 直觉 主义 永 真 的 语句 开始 。 

例 2.7 正如 所 期 望 的 那样 ， 语 句 p vp( 排 中 律 的 一 个 实例 ) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 令 
ERCH 


(C,{9}) . 


(C, B) 
(因此 我 们 把 CAN 24 FEE BRL IT PAL] AON 的 论 域 。) 在 底部 节点 上 ， 没 有 原子 事实 
为 真 ， 即 4( 纪 ) 为 空 。 在 顶端 节点 0 上 ,， 令 4(0) = {p} ， 从 而 有 单个 原子 事实 o 为 真 。 
RES REBA Sieve. ORETTE o, HAG 是 原子 的 且 在 C( 纪 ) PARA, BU 
不 在 4( 包 ) 中 。 另 一 方面 , 0iH pg， 因 为 ge 4(0)。 因 此 名 不 力 迫 ~p， 因 为 它 有 一 个 扩展 0 
力 迫 pg。 所 以 根据 定义 ， 名 不 力 迫 o vig 且 该 语句 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 
例 2.8 语 旬 (gp 一 一 少 ) 一 (wy 一 9) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 令 框架 0 为 


(Co, v3) 


(C vp 
ATRAFE, BOI Ag> >) > ($e). BARB LEGE X OE 2.2) fü Cii), 
Dit apap) BS Ik (ye). BEREBRE X B9 (iu), CHO dU ilo, AA GE 
4(0) 中 ， 从 而 在 0 上 被 力 迫 。 因 此 我 们 看 到 ， 再 次 应 用 (ii) ARRE DSO 是 > OCHRE, 
各 确 实力 迫 ( 一 ?9 一- 峭 ) 。 另 一 方面 ， 人 不力 追 (一 2) ， 因 为 纪 力 追 少 但 不 力 迫 只， 从 而 得 
到 所 需要 的 矛盾 。 
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812.9. i&4j(o—J)v (ww-*9) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 令 框架 (为 
(Cto) (CA) 


(C, Ø) 

WER, JERKIE e 又 不 力 迫 少 ，0 7118 9 BRADY, Hl 238 y BRA po 
HFESZLLA-*ATA, HO, EAU GARY, MUODKAB ep. KH, OUR 
Hil pe. MUSA (gw) v (99). 

882.10. 语句 (Vx)g(x) 一 ( 332 -ep(x) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 令 为 不 同 于 C pi 
—JüX c 的 任何 事物 。 令 框架 0 为 

{b.c}, {p(c)}) 


(C,g) 
现在 根据 定义 2.2 HJ (iv), QOO RIO 8 738 (Vx) e(), BI be C(0) fH O AAI 
e(b). AO IS (Vx)e(x). MRO IF-S( Vx)e(x) 5C 33) 2e Cx) (IB m Br TE KK 
的 话 该 结论 成 立 ) ， 那 么 名 也 会 力 迫 ( 3x) -p(x)。 根 据 该 定义 的 (v) 这 意味 着 存在 一 个 ce 
C， 使 得 名 -gp(c)。 因 为 < 是 C 的 唯一 元 素 且 01H pg(c)， 所 以 名 不 力 迫 (3x) 一 p(*)。 
例 2.11 ACV) (pv (x))—9 v (Vx)yw(x) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 所 需要 的 框架 为 
( {b,c}, WC) 9}) 


(C, {w(c)}) 

RIEME I Vev eG). BO I-u(c)Rol- yp， 结合 关于 析 取 式 的 (vii) 
与 关于 全 称 量词 的 (iv) ,我 们 看 到 正如 所 断言 的 那样 ， 名 (Vx) (pg vyw(x))。 为 了 得 出 矛 
JB, RERI Vx)(evu(x)) ev CVx)p G2. RA Ol-ev (Vx)W(x)。 然 而 名 
RA p, HAW RA yb), OXRZBRCVx)uO). KESARIA o v (Vx) 
w(x)， 所 以 得 所 需要 的 矛盾 。 

我 们 现在 给 出 一 些 直觉 主义 永 真 的 语句 ， 其 永 真性 可 以 直接 用 力 迫 定义 验证 。 在 给 出 例 
子 之 前 ， 先 证 明 一 些 关 于 力 迫 关系 的 基本 事实 ， 它们 对 于 这 些 验证 还 有 将 来 的 论证 都 有 用 
处 。 其 中 第 一 个 也 许 是 关于 力 迫 的 最 有 用 的 事实 。 它 表达 了 在 我 们 沿 着 偏 序 向 上 移动 时 力 连 
的 稳定 性 。 

引 理 2.12( 单 调 性 引 理 ) ”对 于 L 的 每 个 语句 p 和 每 个 p,，g ER， pio H.qep, R 
Aql o. 

WEBB ”我们 根据 p 的 逻辑 复杂 性 用 归纳 法 证 明 引 理 。 对 于 (i)，(ii) (Cii) fCiv), 在 
验证 结论 yiH 时 不 需要 使 用 归纳 假设 。 在 第 一 种 情形 中 ， 根 据 框 架 定义 和 定义 原子 语句 力 
É KGE, VATE qg e 成 立 。 其 他 的 条 款 为 了 使 得 本 引 理 成 立 分 别 精确 地 定义 了 ( 直 
党 主义 的 ) 草 涵 、 否 定 和 全 称 量词 的 含义 。(v) 、(vi) 和 (Yii) 分 别 定 义 存 在 量词 、 合 取 式 和 
析 取 式 的 力 迫 ， 在 这 些 条 款 的 验证 中 我 们 使 用 归纳 假设 。 

(i) 如 果 o 是 原子 的 且 p iFp， 那么 9 在 4(p) 中 。 然 而 ,根据 框架 的 定义 , A(p) C 
A(q) ,从 而 在 4(q) 中 。 因 此 ， 根 据 定义 ，q Hp。 

GDR pl eoe Hq=p. BER gl- 9 一 少 ， 我 们 只 需 证 明 ， 如 果 rz>4q Hre, WA 
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rl-y. 3XUciS fees rm p, HRM p ood Mri- oe, Verity. 

(ii) pinge Hgzp. BiEWqit-9, RNARGUER, WE rq, WA rH 9。 
根据 传递 性 ，r>pP。 再 根据 Poe HEM, Hr AA po 

(Gv) pl-C Vx)p(x) 且 gp。 要 证 明 giF( Vx)g(x)， 我 们 只 需 证 明 ， 对 任何 +>>g 与 
任何 ce C(r)， 有 rit gp(c)。 根 据 传递 性 ，r 宇 p。 然 后 根据 pH Yeol) EXE, HFE 
何 ceC(r), rl- ele). 

(v) 设 pit( d4)e(x) H az p. 8EZ 8135 7138 895g X, YEC(p) PATE c, (HI pl- (c). 
根据 归纳 假设 ，g 宇 p Mpi ol AW qliel). Alb qik( 4x) g(x). 

Cipi- (pay) E 9p。 那么 根据 力 迫 的 定义 ,， pip 且 p IFy。 根据 归纳 假设 ， 
qlt pH qty, 因此 glt(g A 和)。 

(vii) it pi- (evy) Haz po H5 Z 418138 71318 0E SL, pil- È piky, WEAH, 
qi ex ql- v, RERA AKEL, RHR qi-(o vu). 口 

单调 性 说 明 后 来 的 知识 状态 g 所 增加 的 新 原子 语句 不 会 改变 前 面 知识 状态 的 力 迫 。 这 个 
单调 性 特征 ， 正 如 第 三 章 第 七 节 中 所 讨论 的 那样 ， 把 直觉 主义 框架 中 的 “真理 " 与 “ 非 单调 逻 
辑 ”" 中 的 “真理 ”区 别 开 来 。 在 非 单调 逻辑 中 ， 在 知识 状态 p 被 力 迫 的 语句 不 需要 在 知识 状态 
9 >p 被 力 迫 。 在 框架 中 ， 随 着 时 间 的 流逝 ， 我们 学 到 了 新 “事实 " 却 从 未 发 现 虚假 的 旧 
“PX”, 

引 理 2. 13( 双重 否定 引 理 ) plang, SEREN THM qp, freq, rikoo 

证 明 Pi- -2p， 当 且 仅 当 任 何 q>p 不 力 迫 一 p， 或 等 价 地 ， 当 且 仅 当 任何 4g> A req, 
使 得 rit po 口 

引 理 2. 14( 弱 量词 引 理 ) 

(i) pl-a( 3x)oe(x), 3 B.4s 3: 5p THEM qmpdet£fMiceC(q), FH req, t£ 
tr ik e(c). 

Gi) pl-S (Vx) 2g(x), BS BA Bst i£ qp, FH smqfeceC(s), 使 
fsi- (c)s 

WEBB (i) 该 结论 根据 定义 立即 可 得 。 

(Gi)gl-( Vx) 5g, 4AMAM TE req 和 ce C(r), REE ser, (Hs It op(c)。 
因此 ，9 不力 迫 ( Yx) -g(x)， 当 上 且 仪 当 对 存在 rg 和 ceC(r), 使 得 对 于 某 个 sor, 
sl-e(c)o BRU pl--(Vx) nglar), 4AR4WPRAN gp， 存在 一 个 +>g 和 一 个 ce 
C(r) ,使 得 对 于 某 个 ser A sit ole) REER, sq Hc 在 C(s) 中 ,结论 得 证 。 口 

我 们 现在 给 出 所 承诺 的 直觉 主义 永 真 的 例子 。 在 下 列 例子 ( 例 2.15 ~ 2.19) Po Ay 
是 任意 语句 。 

$12.15 9 一 一 -9 是 直觉 主义 永 真 的 。 为 了 证 明 任 何 p 力 迫 gp 一 一 -2， 我 们 设 *>P H 
gq- pg。 我 们 必须 证 明 9 小--p。 根 据 双 重 和 否定 引 理 ， 只 要 证 明 对 于 每 个 rz>9， 存 在 sz>r， 使 
得 ip。 根据 单调 性 引 理 ，rihH p， 从 而 7 就 是 所 需要 的 ;。 

例 2.16 --(p A^-p) 是 直觉 主义 永 真 的。 要 证 明 任 何 p 71i 5 (p ae), RAEI 
RA qzp Dib ogane, REMERA cep RI go 又 力 迫 gp。 设 g 既 力 迫 gp 又 力 迫 -gp。 现 
.在 9 目 ~9 意味 着 没有 req 7138 9, fT 474, 我 们 同时 有 g DE e Me RH, FH. 
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例 2.17 (3x)-59(x)—5 (Vx) e (x) J& ELE 3E LOK EC BU, SEE BH [E fo] p 7138 
(3x)2e(x)—5 -( Vx) e (x), 我 们 需要 证 明 ， WR qmpHal-(3x)-go(x), BA 
ql-S( Vx)e(x). BUE q IFC 3x) Sp (x) HAE C(q) PEE c, £818 qele), REAR, 
任何 rz 4,7138 50(c), PURARRA r 7038 (Vx) (x), Bill qi=. Vx)g(x), XX 
例子 应 当 与 其 逆 命 题 ( 例 2.10) 相 比较 ， 其 逆 命 题 是 经 典 地 永 真 但 不 是 直觉 主义 地 永 真 。 

例 2.18 5(3x)e(x)—( Vx)-p(x) 是 直觉 主义 永 真 的 。 要 证 明 任何 p 力 迫 (3x)p(x)- 
( Yx) 一 p(x)， 我 们 必须 证 明 ， 对 于 任何 gp， 如 果 gH 一 ( 3x)p(x)， IBA ql-(Vx)—p(x), W 
FE q it nC Ax)o(~) RH, HFEA req M C(r) 中 每 个 c，r RH ole) REREH, 
5>7 芍 涵 着 *> 9。 所 以 对 于 每 个 r>dg MCO) PRA c, RA ser Hib ele), KH 
明 g I-( Vx) p(x). 

912.19. 如 果 * 在 9 中 不 是 自由 的 ,那么 pv (Vx)p(x) (V2) (ov b(x)) BHRE 
义 永 真 的 。 要 证 明 任何 p 力 迫 gv (Vx)u(x) (Vx) (o v Cx)) , 我 们 必须 证 明 ， 对 任何 
qp, HX qlo Rq Vx)y(x), WA qik. Vx) (gp v w(x))。 存 在 两 种 情形 。 如 果 g o, 
那么 对 于 任何 r=>9 与 C(r) 中 任何 c, rlFgvu(c), BU g IEC Vx) (evw(«)). mR 
q I-CVx)u(x) ,那么 对 于 所 有 r=q 与 C(r) 中 所 有 的 c, riple), HU rico vy(c)。 这 说 
H gl-( Vx)(e vyw(x))。 可 将 这 个 例子 与 例 2.11 相 比 较 。 

直觉 主义 永 真性 的 框架 定义 使 得 我 们 可 以 很 简单 地 证 明 直 觉 主义 逻辑 的 两 个 体现 其 构造 
性 的 重要 性 质 : 析 取 性 和 存在 性 。 第 一 个 是 说 ， 如 果 一 个 析 取 式 永 真 ， 那 么 它 的 一 个 析 取 项 
永 真 。 第 二 个 是 说 ， 如 果 L 的 一 个 存在 性 语句 永 真 ， 那 么 它 关 于 L 中 菜 个 常 元 的 一 个 实例 也 
是 永 真 的 。 当 我 们 把 这 与 直觉 主义 逻辑 的 完全 性 定理 (定理 4. 10) 结 合 在 一 起 时 ， 我 们 看 到 
这 意味 着 ， 如 果 我 们 能 证 明 一 个 存在 性 语句 ， 那 么 我 们 事实 上 能 证 明 某 个 特例 。 类 似 地 ， 如 
果 我 们 能 证 明 一 个 析 取 式 ， 那 么 我 们 能 证 明 其 中 一 个 析 取 项 。 

定理 2.20( 析 取 性 ) wR v 9p:) 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 Pp 之 一 是 直觉 主义 
永 真 的 。 

证 明 我 们 证 明 该 定理 的 逆 否 命题 成 立 。 所 以 设 w 与 e. 都 不 是 直 党 主义 永 真 的 。 因 
此 ， 对 于 i=1,，2， 存 在 框架 C. 和 偏 序 R 的 元 素 p, E o, TEC PARR p, 力 迫 且 9, EGP 
A p, 力 迫 。 根 据 限制 引 理 ( 引 理 2.4)， 可 设 p, BR, 中 最 小 元 素 。 根 据 习题 11， 可 设 语言 
£ 中 没有 两 个 不 同 常 元 在 某 个 框架 C,(p) 的 某 个 结构 中 解释 为 同一 个 元 素 。 现 在 只 要 通过 重 
新 标记 C.(p) (包括 C. 的 所 有 其 他 结构 ) 与 R, 中 的 元 素 ， 可 设 L 中 每 个 常 元 c 的 解释 在 两 个 结 
构 C.(p;) 中 是 相同 的 且 R, AHL. ORAR, R Alp.) 的 并 ， 其 中 p, 不 在 任何 R, Po iE 
R, ALR, 的 序 保持 不 变 ， 把 p, 放 到 p, 和 p, 的 下 面 ， 得 到 R 的 一 个 偏 序 。 


NL NOY a 
pi NC 


定义 一 个 带 偏 序 R 的 框架 C 如 下 : 对 于 peR, SC(p) =G), 并 且 令 C(p,) 等 同 于 这 
样 的 结构 ， 其 论 域 为 c 中 所 有 常 元 在 结构 C.(p,) 中 的 解释 集 (注意 ， 对 于 i=1，2 这 些 解释 是 
HE), BAC) = 多。( 我 们 一 直 假 设 L 至 少 有 一 个 常 元 ， 这 保证 此 结构 非 空 。) 根 据 限制 
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引 理 ( 引 理 2.4) ， 在 框架 C 中 p, RAB gp,。 因 此 ， 根 据 单调 性 引 理 ( 引 理 2.12)，p, RAIA 
91。 类 似 地 ， 由 于 p, 不 力 迫 pa, PA p, AAI po AIE, p, 不 力 迫 o, vo; 从 而 o, v o, 
不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 矛 盾 。 口 

定理 2.21( 存 在 性 ) 如 果 ( 3x)g(x) 是 语言 L 中 一 个 直觉 主义 永 真 的 语句 ， 那 么 对 于 人/ 
中 某 个 常 元 c，9p(c) 也 是 直 沉 主义 永 真 的 。( 注 意 ， 根 据 约定 ， 人 中 至 少 有 一 个 常 元 。) 

证 明 对 于 C 中 每 个 常 元 a， 假设 p(e) 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 那 么 ， 对 于 每 个 这 样 的 常 
元 ， 有 一 个 C 框 架 C.， 其 偏 序 集 R, 含有 一 个 不 力 迫 pla) HICK p,。 如 同 在 前 一 个 证 明 中 那 
样 ， 不 失 一 般 性 ， 设 p, ER, 中 最 小 的 元 素 且 所 有 的 R, 互 不 相交 。 再 设 C 中 某 个 固定 的 常 元 
c 解释 为 每 个 C(p。) 中 同一 个 元 素 d。 通 过 取 所 有 R, 的 并 及 其 偏 序 的 并 再 在 所 有 p, 的 下 面 添 
加 一 个 新 的 底 元 素 p;， 我 们 构造 一 个 新 的 偏 序 集 RR。 下 面 定 义 一 个 带 偏 序 RA CHE, OO 
前 一 个 证 明 中 那样 , S C(p,) ={d}, Alp) = 名， 且 对 于 每 个 pe R, 和 L 中 每 个 常 元 a, > 
C(p) =C,(p)。 现 在 模仿 定理 2.20 的 论证 。 因 为 设 3xp(x) 是 直觉 主义 永 真 的 ， 所 以 一 定 有 
Ps ke jxp(x)。 那 么 根据 定义 ， 对 于 L 中 某 个 常 元 a，p, IF pgp(a)。 先 应 用 单调 性 引 理 ， 再 应 
用 限制 引 理 ， 我 们 可 以 得 到 p, 首先 在 C 中 、 其 次 在 C, 中 力 迫 g(a); 这 与 我 们 最 初 的 假设 ， 
Pp, AIC, RB pg(a) 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 相 了 矛盾。 m 
习题 

“下面 的 语句 1 ~6 是 经 典 永 真 的 。 用 框架 直接 验证 它们 是 直觉 主义 永 真 的 。 注 意 ，p+ 沙 是 (p- 沙 )A(W， 

9 ) 的 缩写 。 

1. 一 9 全 一 一 一 9 

2. (p ^w) > (eJ) 

3. (p>) 5 (59e 5-4) 

4 一 一 (9 一 几 ) e (9e -)) 

5. ane Ae) O( Aang ^) 

6. S3(Vx)g(x) 5 (Vx) 5x) 

7. 给 出 引 理 2. 4 的 证 明 。 

8. 给 出 引 理 2. 5 余下 情形 的 证 明 。 

9. OK AWRE( 3x)p(x) 中 的 常 元 集 ， 且 设 ( 3x)9(x*) 是 直觉 主义 永 真 的 。 证 明 : 如 果 天 非 空 ， 那 么 对 
于 天 中 某 个 c，9(c) 是 直觉 主义 永 真 的 。( 提示 : 对 于 语言 C 的 某 个 给 定 框架 C 和 X 的 某 个 限制 C， 定 义 C 
在 LC' 上 的 限制 为 C'。 然 后 证 明 : 对 于 £' 的 任何 语句 pg AC 的 偏 序 中 任何 元 素 p，p Hp 当 且 仅 当 py。) 

10. 在 前 一 个 习题 中 当天 是 空 集 时 ， 证 明 : 对 于 每 个 常 元 c<，p(c) 是 直觉 主义 永 真 的 。( 提 示 : 对 于 上 的 任 
何 常 元 a 和 。， 在 上 的 公式 上 以 及 在 的 框架 上 ， 定 义 一 个 交换 e 5 c 的 映射 @。 证 明 对 于 任何 C 和 p, 
Pleeg 当 且 仅 当 pitecoB@(ep)。) 

11. 设 4 是 语言 C 的 一 个 结构 ， 含 有 常 元 符号 co SAWANT HK, HBA AUI L ie NT, 其 中 4 为 不 
在 4 中 的 互 不 相同 的 元 素 。 再 把 C 扩 展 为 语言 C'， 使 得 C 中 有 新 常 元 di 命名 b;,， 并 声明 ; 对 于 任何 d, 
的 序列 4 和 任何 原子 公式 少 ，.4' 上 yp (人 ) 当 且 仅 当 4Fu(E) ， 其 中 序列 z 的 每 个 元 素 都 是 <。 证明 : 对 于 
任何 d, 序列 4 和 £ 的 任何 含 自由 变 元 z 的 公式 y (3), A'Ey (d) S BOUCALAE y(2), Hh 序列 z 的 每 个 
po i P co 


第 三 节 直觉 主义 表 


在 类 似 于 第 二 章 第 六 节 经 典 逻辑 所 使 用 的 表 式 系统 基础 上 ， 我 们 描述 一 种 直觉 主义 逻辑 
的 证 明 方法 。 在 经 典 逻 辑 中 ， 表 证 明 的 思想 是 系统 地 搜索 一 个 与 起 始 标号 语句 一 致 的 结构 。 
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我 们 要 人 么 得 到 这 样 的 结构 ， 要 人 么 看 到 每 一 个 可 能 的 分 析 都 导致 矛盾 。 当 我 们 从 一 个 标号 语句 
Fo 开始 时 ， 要 人 么 找到 一 个 结构 在 其 中 pp 失败， 要么 断定 我 们 有 o 的 一 个 证 明 。 对 于 直觉 主义 
逻辑 来 说 ， 我 们 是 从 一 个 标号 力 迫 断言 Pp 上 9 R Fpi ole 仍然 是 一 个 语句 ) 开 始 的 ， 并 且 学 
试 建 立 一 个 与 该 断言 一 致 的 框架 ， 或 者 断定 任何 这 样 的 尝试 导致 了 矛盾。 如 果 从 Fpi o 开始 ， 
那么 要 么 找到 一 个 框架 在 其 中 p 不 力 迫 pg， 要么 断定 我 们 有 9 的 一 个 直觉 主义 的 证 明 。 

Kripke, Hughes 与 Cresswell, Fitting 等 人 的 研究 给 出 了 很 多 不 同 的 适用 于 直觉 主义 命题 
和 谓词 逻辑 的 表 方 法 。 我 们 的 选择 是 完全 针对 我 们 的 框架 定义 而 设计 的 ， 目 的 是 用 一 个 系统 
表 来 表示 系统 地 搜索 一 个 与 其 起 始 标 号 力 迫 断言 一 致 的 框架 。 它 由 Fitting[ 1983，4.1] 的 前 
缀 表 变 化 而 来 。 

直觉 主义 逻辑 的 表 与 表 证 明 的 定义 在 形式 上 非常 像 第 二 章 第 六 节 中 经 典 逻辑 的 那些 定 
义 。 直 党 主义 表 和 表 证 明 是 一 些 标签 二 叉 树 。 其 标签 (仍然 称 为 表 的 表 值 ) 现 在 是 标号 力 迫 
断言 ， 即 形 如 Tp Hg 或 Fp Hg 的 标签 ,其 中 是 所 使 用 的 语言 中 的 一 个 语句 。 我 们 把 
Tp I- g 读 作 p 力 迫 g， 并 把 Fp I- e ETE p 不 力 迫 po 

在 经 典 轴 辑 中 ， 根 据 表 的 展开 建立 结构 ， 其 元 素 是 出 现在 该 表 某 条 路 径 上 的 那些 常 元 符 
号 。 我 们 现在 来 尝试 建立 一 个 完整 的 框架 。 在 我 们 的 直觉 主义 表 中 ， 出 现在 某 条 路 径 P 上 
的 那些 和 9 构成 了 该 框架 的 偏 序 集 。 其 偏 序 也 是 根据 表 的 展开 顺序 来 定义 的 。 同 经 典 情形 
一 样 ， 我 们 建立 一 个 表 总 是 要 添加 新 常 元 c。，c,，…， 从 而 扩张 了 其 起 始 标 号 断言 所 在 的 那 
MER. HF gsp, ERE P LÆ Tai oR Fal o REP, EREHE o 中 的 那些 常 
元 构成 论 域 C(p). (RIEA qp 的 那些 表 值 是 为 了 保证 框架 定义 中 所 要 求 的 关于 论 域 的 
单调 性 。) 

带 着 这 样 的 动机 ， 我 们 定义 原子 直觉 主义 表 (atomic intuitionistic tableau) 。 

定义 3.1 我 们 从 一 个 给 定语 言 C 及 其 通过 添加 新 常 元 符号 c,(ieEAN) 而 得 的 扩张 [6 开 
始 。 在 图 55 中 列 出 了 (语言 上 的 ) 原 子 直觉 主义 表 。 在 这 些 表 中 ，9p 和 由 ， 如 果 没 有 量词 ， 是 
语言 Ce 中 任何 语句 。 如 果 有 量词 ， 它 们 所 含 的 自由 变 元 只 有 x。 

EERE, “HE ce” 和 “新 的 p” 的 准确 意义 包含 在 直觉 主义 表 的 定义 中 。 常 元 的 用 处 在 
本 质 上 与 经 典 情形 是 相同 的 ， 当 展开 TVxgp (x) 时 ,可 以 用 任何 c 取代 x， 从 而 添加 上 
Tp(c) ,但 当 通 过 添加 7p(e) 到 表 上 而 展开 3xp(%x) 时 ， 只 能 使 用 前 面 没 有 用 过 的 c<。 这 里 有 
一 点 必须 注意 。 当 我 们 说 “任何 适当 的 c" 时， 我 们 指 在 适当 的 语言 中 的 任何 ce。 在 经 典 情形 
HX BRAC PEM co AE, 在 (TY ) 中 像 上 面 那样 展开 Tpi- Yxp(x) 时 ， 它 的 意思 是 指 
在 LC 中 或 出 现在 当前 路 径 上 关于 某 个 qxp 的 力 迫 断言 中 的 任何 <。 这些 限 制 对 应 着 我 们 想 根 
据 框架 定义 的 要 求 来 定义 .C(p)， 使 得 对 于 gsp， 有 Cl(g) CC(p)。 从 技术 上 来 说 ， 类 似 的 
考虑 也 可 以 应 用 于 在 (T3 ) 中 使 用 的 新 的 ec 上， 尽管 事实 上 可 以 总 选取 L, 中 在 表 任 何 地 方 都 
没 出 现 的 c,。 在 我 们 的 形式 定义 中 采用 了 这 个 选择 。 

在 构成 偏 序 的 那些 元 素 p 上 的 限制 ， 也 应 当 在 框架 定义 中 加 以 理解 。 例 如 ， 在 (TAz) 中 
我 们 遵循 框架 定义 的 要 求 : 如 果 p<p'， 那 么 A(p) G4(p')。 读 者 应 当 还 记得 ， 在 展开 表 时 ， 
我 们 给 我 们 的 框架 确定 其 偏 序 的 元 素 ， 并 定义 该 偏 序 自身 。 因 此 ， 举 例 来 说 ， 当 展开 mp 上 -9e 
了 时， 根据 和 否定 式 力 追 的 定义 ， 对 于 出 现在 当前 路 径 上 的 任何 挛 关 pp， 可 添加 Fpi- po H-H 
面 ， 如 果 我 们 希望 加 入 不 力 迫 -op 的 P， 即 Fpl-—o, 那么 力 据 定义 说 明 一 定 有 一 个 力 人 迫 9 的 
p' 宇 p。 辐 添加 新 常 元 一 样 ， 我 们 不 能 使 用 已 出 现 过 的 p'。 因 此 ， 可 以 像 (F ~) PIERR 
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图 55 


Fpl-^e, BI TF FERDSIOUK p', WM Tp'l- gp。 对 于 这 个 p’， 我 们 只 能 说 它 在 偏 序 中 大 于 p, 
我 们 要 求 p' 要 大 于 p( 从 而 根据 传递 性 ， 大 于 任何 gs<p)， 但 p' 要 与 至 今 引 入 偏 序 的 所 有 其 他 
元 素 不 可 比较 。( 从 技术 上 来 说 ,我们 仍然 只 需 顾 虑 p' 与 当前 路 径 上 出 现 的 g 的 关系 。 更 简 
单 地 ， 我 们 仪 选用 全 新 的 p'， 即 尚未 在 表 的 任何 地 方 出 现 的 p'。 这 样 的 话 ，p < 9 成 立 仅 当 p 
Al q 在 表 的 同一 条 路 径 上 。) 

直觉 主义 逻辑 的 表 和 和 表 证 明 的 形式 定义 可 以 留 作 习 题 。 对 于 粗心 的 人 来 说 ， 这 可 能 是 一 
个 有 很 多 陷阱 的 习题 ， 所 以 我 们 详细 地 给 出 这 些 定义 。 

定义 3.2 我 们 继续 使 用 给 定 的 语言 C 及 其 用 常 元 所 作 的 扩张 Cec。 我 们 再 国定 一 个 集合 
S=|plieA， 其 中 的 元 素 作 为 我 们 力 迫 断言 中 所 使 用 的 那些 PP 和 9 的 潜在 的 候选 对 象 。 
(上 的 ) 一 个 直觉 主义 囊 是 一 个 标记 着 标号 力 追 断言 的 二 叉 树 ， 其 中 这 些 标号 力 迫 断言 称 为 该 
表 的 表 值 。 我 们 用 归纳 法 定义 由 (人 的 ) 所 有 直觉 主义 表 所 构成 的 类 。 同 时 ， 对 于 每 一 个 表 
T， 我 们 对 出 现在 7 中 的 S DUCERET ME xL 

OPARTA 是 一 个 表 。 在 情形 (T3) 和 (FV ) 中 ,要求 “c 为 新 的 "在 这 里 的 意思 
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È: C 是 添加 到 C 上 得 到 Ce 但 没 在 pp 中 出 现 的 那些 常 元 c 之 一 。 在 (FE 了 3) 和 (TY ) 中 ， 短 语 
“任何 c” 的 意思 是 : LAG 中 任何 常 元 。 在 (上 一) 、( 卫 一) 和 (FFV) 中 ， 要 求 “P 为 新 的 "在 这 
里 指 p' 是 不 同 于 p 的 任何 p,。 另 外 ， 我们 声明 p' 在 相应 的 序 中 比 p 大 。 在 (T 一 )、(T 一 )、 
(T V ) 和 (TAi) 中 的 短语 “任何 p' 汪 p” 在 这 里 就 意味 着 p' 是 p。( 当 然 ， 在 我 们 所 定义 的 每 个 
偏 序 中 ， 我 们 总 是 声明 对 每 一 个 p 有 pp。) 

(这 ) 如 果 T 是 一 个 有 穷 表 ， 已 是 7 上 的 一 条 路 径 , 已 是 了 的 一 个 出 现在 已 上 的 表 值 ， 且 
7' 是 由 7 在 路 径 忆 的 末端 添加 一 个 根 表 值 为 EE 的 原子 表 所 得 到 的 ， 那 么 7' 也 是 一 个 表 。 对 于 
T 中 出 现 的 p, Rx bx, 是 一 致 和 的。 它 在 新 元 素 上 的 行为 在 下 面 我 们 解释 (F 一 )、(F 一 ) 
和 (FV ) 等 原子 表 中 对 于 p' 的 限制 的 含义 时 给 出 其 定义 。 

在 情形 (T3 ) 和 (FV ) 中 ， 要 求 “c 是 新 的 ”在 这 里 的 意思 是 ; 它 是 没 出 现在 的 任何 表 
值 中 的 6; 之 一 (从 而 也 不 在 L 中 )。 在 (Fj) 和 (TV ) 中 ， 短 语 “ 任 何 c” 在 这 里 指 在 LC 中 或 出 现 
Æ P LRH ko Tai y R Fol yy RM ET cc, RP qx,p. 

ECF), (F S)fe(FV) F, &"p'zp 为 新 的 ”意思 是 我 们 选择 没 在 7 中 出 现 的 一 个 
pi 作为 p' 并 且 声 明 它 在 所 ,中 大 于 p。( 当 然 ， 为 确保 传递 性 ， AMERA: 对 于 每 个 gp， 
K qs,p'.)A&(T—), (Ta), (TV)APR(TAD P, Aib" 443 p'2p' E € € X. 我 们 可 选择 
出 现在 PP 上 表 值 中 且 已 被 声明 在 万 , 中 大 于 或 等 于 p 的 任何 p'。 

(二 ) 如 果 7。，7!，…，7,，… 是 一 个 有 穷 表 的 序列 ， 使 得 对 于 每 个 20，7, Tr 应 
用 一 次 (ii) 而 得 ， 那 么 T= UT, 也 是 一 个 表 。 

如 同 在 谓词 逻辑 中 那样 ， 规 定 在 (ii) 中 当 添 加 一 个 原子 表 到 已 上 时 其 根 表 值 五 要 重复 一 
次 。 这 对 于 表明 一 个 表 是 不 是 完成 的 是 很 关键 的 。 然 而 ， 在 下 面 的 例子 当中 ， 纯 粹 为 了 符号 
上 的 方便 我 们 一 般 省 赂 这 样 的 重复 。 

注意 ， 如 果 我 们 在 x, 的 定义 中 不 声明 p<, p' Rp <p, 那么 p 和 p' 在 所, 中 是 不 可 
比 的 。 

下 面 的 引 理 证 实 了 我 们 前 面 关 于 序 S, MR 中 路 径 的 关系 。 

引 理 3.3 对 于 任何 直觉 主 义 表 7 及 其 序 握 ,， 如 果 p' 和 ,pp， 那 么 p 和 p' 两 个 出 现在 7 的 
同一 条 路 径 上 。 

证 明 根据 r x, 的 定义 进行 归纳 证 明 。 我 们 把 它 留 作 习题 31 。 口 

定义 3.4( 直觉 主义 表 证 明 ) 令 7 为 一 个 直觉 主义 表 且 已 是 7 的 一 条 路 径 。 

(i)P PRI, eT XA GBEEE pikeo, Tpi o f Fpi o 都 作为 一 个 表 值 出 现在 
Pl, 

(Gi)r 是 矛盾 的 ， 如 果 7 的 每 条 路 径 是 矛盾 的 。 

(ii)r 是 9 的 一 个 直觉 主义 证 阴 (intuitionistic proof) ， 如 果 对 于 某 个 peS, 7 是 一 个 根 
节点 标记 着 Fpl: o 的 有 穷 予 盾 直 觉 主义 表 。g 是 直觉 主义 可 证 的 (intuitionistically provable) , 
记 为 Fg， 如 果 存 在 p 的 一 个 直觉 主义 证 明 。 

注意 ， 如 同 在 经 典 逻辑 中 那样 ， 如 果 存 在 任 一 根 节点 为 pho 的 矛盾 表 ， 那么 就 存在 
一 个 矛盾 的 有 穷 表 ， 即 o 的 证 明 : 对 每 一 条 路 径 在 它 变 矛盾 时 就 终止 它 。 因 为 这 样 每 一 条 
路 径 都 是 有 穷 的 ， 根 据 库 尼 西 引 理 ， 整 棵 树 是 有 穷 的 。 因 此 ， 要 求证 明 必 须 是 有 穷 的 ( 表 ) 
对 于 任何 语句 证 明 的 存在 没有 影响 。 另 外 一 个 观点 是 我 们 可 以 要 求 表 定义 的 (ii) 中 路 径 P 为 
非 了 矛盾 的 ， 这 也 不 会 影响 到 证 明 的 存在 。 因 此 ， 在 实践 中 ， 在 尝试 构造 一 个 证 明 时 ， 我 们 用 
符号 四 标记 出 任何 矛盾 的 路 径 并 停止 表 沿 着 该 路 径 展 开 。 
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在 处 理 直 党 主义 逻辑 表 方 法 的 可 靠 性 和 完全 性 之 前 ， 我 们 先 看 
一 些 直 觉 主义 表 证 明 的 例子 。 记 住 例 子 中 的 表 省 略 了 被 展开 表 值 的 
重复 。 我 们 仍然 在 表 的 左边 用 数字 标 出 其 层次 ， 在 右边 指出 该 行 是 
由 哪 一 层 的 原子 表 展 开 所 得 。 在 例子 中 ， 集 合 5 是 一 个 有 穷 二 元 序 
列 的 集合 ， 从 中 选取 我 们 偏 序 的 论 域 。 关 于 序 关 系 的 声明 可 从 每 一 
步 所 添加 的 原子 表 中 看 出 ， 从 而 也 被 省 略 。 其 实 ， 我 们 总 是 选择 那 
些 p 和 9g 以 使 得 所 定义 的 序 与 二 元 序列 上 的 通常 的 包含 序 相 一 致 。 

例 3.5 令 p 和 少 为 C 的 任何 原子 语句 。 图 56 提供 了 9g 一 (yw 一 
9) 的 一 个 直觉 主 义 证 明 。 

该 证 明 的 前 三 行 是 原子 表 列 中 (F 一 ) 的 一 个 实例 。 第 4 行 和 第 
5 行 是 再 次 根据 (F 一 ) 展 开 第 3 行 而 得 。 第 6 行 根据 原子 表 (TAi) 从 
第 2 行 得 出 ， 它 与 第 5 行 一 起 得 到 矛盾 。 

例 3.6 ££ 中 下 列 形式 的 任何 语句 是 直觉 主义 可 证 的 : 


(3x)(p(x) vy(x)) > C32)e(x) v (3x)y(x) 


1 


2 


3 


Mo 
TOIF 9 
FOI V — 9 


TOOIF v 


F00l- 9 





该 证 明 ( 如 图 57 所 示 ) 的 前 三 行 是 (了 一 ) 的 一 个 实例 。 第 4 行 由 第 2 行 应 用 (T3 ) 得 到 。 
585 行 和 第 6 行 由 第 3 行 应 用 (F v ) 得 到 。 第 7 行 和 第 8 行 分 别 由 第 5 行 和 第 6 行 应 用 
(Fy ) 得 到 。 第 9 行 由 第 4 行 应 用 (Tv ) 得 到 ， 它 的 两 个 分 支 分 别 与 第 7 行 和 第 8 TF. 


1 FØ GxXeQ) V V(x) — GXPO)V GO) 


2 TOI (axX.e GO V wo) 由 1 
3 FOIE ED PEV GD 由 1 
4 TO I-e (c) V V (c) 由 2 
5 FOI (33)9() 由 3 
6 ron owen 由 3 
7 m e(c) 由 5 
8 FO Lo 由 6 
9 TOIF e(c) TO I-V(c) 由 4 
@ & 由 7,8,9 
图 57 


例 3.7 AX; Vx) (p(x) 和 yx)) SC Vx)e(x) ^ CVxX)u(x). 


注意 这 里 (如 图 58 所 示 ) 我 们 在 第 4 行 对 两 边 分 支 同 时 展开 ， 并 把 展开 结果 并 列 地 写 在 


直觉 主义 逻辑 





FOI (YAO AV) > (Yr) OA (vx) vo) 


70 IF (vxY o (x) ^v) 


FO It (VX)e (X) ^ (Voy) 





4  F0lF(vx)o(x) 
5 FOO IH P(e) 


6 TOO e(c)AV(c) 


7  TO0ite(c) 
g TOOK Yc) 
e 


FO Ik vow) 


FOLH v(d) 


TOL IF e(d)^v(d) 


TOi I-e(d) 


TO1 It V(d) 





e 
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同一 行 上 。 还 要 注意 的 是 对 第 2 行 应 用 (TY ) 得 到 第 6 行 。 我 们 可 以 同时 选取 常 元 c 和 4 以 


及 偏 序 的 元 素 00 和 01。 
习题 


令 p 和 乡 为 任何 不 带 自由 变 元 或 在 适当 情形 中 仅 有 * 自由 变 元 的 原子 公式 。 对 于 下 面 1 ~ 30 中 每 个 语 
^] 0, WH—TH FO IF 6 开始 的 表 以 证 明 经 典 永 真 的 8 也 是 直觉 主义 可 证 的 。( 记 住 poy 是 (gq 一 y) 和 ^ 


(Yp) 的 缩写 。) 

格 分 配 律 

L(ovo)oo 

2.(p^o)*e 

-(ead)e(b ^o) 

ev be (by oe) 
(gpab)age(ea(baa)) 
-Cevib)v a)o(ev (tva)) 

(ev (paa)o(levealeva)) 
(palhva)eo((gawb)v (gaa)) 
EE YE 

9. 99 

10. 2 (Ye) 

11. (g(a) )+( (9) (9-0) ) 
和 ^ 的 引入 和 消去 

12. (ge (da) > (C(g ^ d) 5a) 

13. ((p^ y) —5o)—5(e—(d—o)) 

14. (rev y) (eH) 


aon O uU Rk uw 
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德 . 摩根 律 

15. «(o v )e(ae ^w) 

16. (29 v nb) 一 一 (2 ^v) 

逆 否 命题 

17. (p>) 5 (5-9) 

双重 否定 

18. 955 ^o 

矛盾 

19. 一 (2 ang) 

分 配 律 

20. ( 3%) (p(x)v we) OC Ase(*)v C323)d(x) 

21. ( Vx) Ce(x) A i (x)) GC Vx)e(x) ^ CVx)uCx) 

22. (o v (CVx)u(x)) (Vx) (o v (x0), x TE e 中 不 自由 

23. (p ^ C3x)u(x)) GC 3x) (e apla), x TE p PRE 

24. ( 3x) Ce b (3) ) Co C 33) (x)) , x YE p PRA 

25. (qx) (e A d(3)) (pa CHx30d(x)), x E o PRÉ HI 

德 ， 摩根 律 

26. ~( 3x) e(*)->( V2) p(x) 

27. (Wx) ne(%)>73( Ax) p(x) 

28. ( 3x) 3g(x) AC Vx) g(x) 

29. ( 3x) (e( x) ^J) —9 CC Vx) g(x) 42 , x TE PRA 

30. (C 33)g(3) oJ) (Vx) (p(x) 940 , x dE y PRA 

31. 证 明 引 理 3.3。 

32. ( 常 元 定理 ) 证 明 第 二 章 第 六 节 习 题 13 的 直觉 主义 版 本 : 令 p(x,，…，x,) 为 一 个 公式 ,其 中 显示 了 其 
所 有 的 自由 变 元 ， 并 令 c, e, e, 为 没 出 现在 p 中 的 常 元。 证 明 存在 Vx… Vx,p(xi，…，z%,) 的 一 个 
直觉 主义 表 证 明 ， 当 且 仅 当 存 在 gp(c,，…，c,) 的 一 个 直觉 主义 表 证 明 。 


Rae TEARS 


本 节 第 一 个 目标 是 证 明 在 直觉 主义 逻辑 中 可 证 明 性 蕴涵 着 永 真性 。 如 同 在 经 典 可 靠 性 定 
理 (第 二 章 定理 7.2) 中 那样 ， 首 先 证 明 ， 一 个 框架 如 果 它 与 一 个 表 的 根 节点 "一致 " MA 
它 与 该 表 中 某 个 路 径 上 的 每 一 个 表 值 一致” 。 在 经 典 情形 中 (第 二 章 定义 7.1)， 我 们 构造 
了 这 样 的 路 径 并 定义 了 一 个 结构 ， 其 论 域 含 该 路 径 上 标号 语句 中 出 现 的 常 元 c。 现 在 ， 除 了 
在 相应 的 结构 C(p) 中 解释 在 路 径 P 上 的 断言 中 出 现 的 常 元 之 外 ， 我 们 必须 在 给 定 框架 的 序 
R 中 “解释 "在 P 上 标号 力 迫 断言 中 出 现 的 偏 序 元 素 po 

定义 4.1 HCH=(R, <r, C(p)) X36 8 Cj — ER, c 是 一 个 表 ， 其 根 节点 标记 着 一 
个 关于 C 的 语句 p 的 力 迫 断言 ， 且 已 是 了 中 一 条 路 径 。 令 $ 为 出 现在 已 上 力 迫 断言 中 的 也 的 
Ze, HAs, 为 S$ 上 在 构造 7 的 过 程 中 所 定义 的 序 。 我 们 说 C 与 P 一 致 ， 如 果 存 在 映射 /和 
g， 使 得 

(i) 如 果 / 是 一 个 从 5 到 民 的 保 序 映射 (未 必 是 1-1 的 )。 

Gig P E —^4- 2 i& Wi E Tp l- y 3X Fpl- y 中 任何 语句 当中 出 现 的 每 一 个 常 元 c 映射 
到 L(f(p)) 中 一 个 常 元 。 此 外 ,g 在 C 的 常 元 上 是 恒 等 映 射 。 我 们 还 把 g 按照 下 面 显然 的 方 
式 扩 张 为 公式 上 的 映射 ; 把 由 中 常 元 c 替换 为 g(c) 可 得 g(y)。 
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(iti) deX Tp l- b APL, RA f(p) ACH AM gly), Bde Fpl pH PL, RA 
SAP BCP HAGA gly) 

定义 4.2 RC=(R, <r, Cip)/)ABELH-AER, Hrt—-+tKR, ERBRHRESA 
关于 [中 语句 9 的 一 个 力 迫 断言 。 如 果 

(i) Frl- o Ær HRA GER ACH RAB p， 

或 者 

(i) Trl- o Ar RRE GER ECH AB o, 

那么 在 7 中 存在 一 条 与 C 一 致 的 路 径 P; 此 外 ， 存 在 一 个 证 据 函 数 f( 如 定义 4.1 中 所 要 
求 的 那样 ) 把 了 映射 到 9。 

根据 表 c 的 构造 ， 应 用 归纳 法 对 这 个 定理 进行 证 明 。 在 给 出 其 细节 之 前 ， 我 们 把 该 结果 
重新 表述 为 标准 版 本 的 可 靠 性 定理 。 
定理 4.3( 可 靠 性 ) ”如 果 存 在 语句 p 的 一 个 直觉 主义 表 证 明 ， 那 么 pg 是 直觉 主义 永 
真 的 。 : 

证 明 ( 可 靠 性 ) o 的 一 个 直觉 主义 证 明 是 一 个 直觉 主义 表 7+， 其 根 形 如 Fr HHS 
条 路 径 都 是 矛盾 的 。 如 果 p 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 存在 一 个 框架 C= (R，<。，C(p)) 和 
一 个 geR, 使 得 g 在 C 中 不 力 迫 pg。 现在 应 用 定理 4.2 得 到 7 中 一 条 路 径 P 和 函数 /与 g， 满 
是 定义 4.1 中 所 列 的 性 质 。 因 为 > 是 矛盾 的 ， 存 在 一 个 P ABA, E Tp ity M Fpi y 
都 出 现在 P 上 。 然 后 由 定义 4.1( 道 ) 可 得 矛盾 。 口 

我 们 把 定理 4.2 的 归纳 证 明 分 成 几 个 组 成 部 分 。 首 先 ， 对 应 于 定义 3.2 的 (i) 有 14 种 情 
形 和 14 个 原子 表 。 

引 理 4.4 对 于 满足 定理 4.2 假设 的 每 个 原子 表 T， 存 在 其 结论 中 所 要 求 的 已 fF ge. 

其 次 ， 对 应 于 定义 3.2 的 (ii) 中 所 选取 展开 的 原子 表 类 型 有 14 种 归纳 情形 。 为 了 便于 
归纳 ， 我 们 证 明 一 个 比 该 定理 更 强 一 些 的 断言 。 

引 理 4.5 如 果 矿 和 8 见证 某 个 表 了 的 路 径 忆 与 C 一 致 ， 且 7' 由 了 应 用 一 次 定义 3.2 的 
(i) mH, H4 2-3 EE P, f do exh P', fpg, RBS Fe o' Rit r' PREP’ HEC 
一 致 。 

易 证 定理 4.2 是 这 两 个 引 理 的 结果 ， 所 以 我 们 把 它 的 证 明 放 在 这 两 个 引 理 的 证 明之 前 。 

证 阴 ( 定 理 4.2) 引 理 4.4 表明 该 定理 对 于 原子 表 成 立 。 然 后 根据 归纳 ， 用 引 理 4.5 证 
明 该 定理 对 于 所 有 有 穷 表 成 立 。 事 实 上 ， 它 也 证 明 该 定理 对 于 无 穷 表 成 立 。 设 r = U7, 是 一 
个 定义 3.2( 十 ) 所 定义 的 那样 的 无 穷 表 。 首 先 对 7, 应 用 引 理 4. 4 的 相应 情形 得 到 适当 的 Po, 
fo A auo PASOS SES T, 应 用 引 理 4. 5 构造 P., Sf 和 go MERK P, fA g 就 分 别 是 
P,, f, Meg, 的 并 。 口 

证 明 ( 引 理 4.4) BES) =q, HE g 为 C 中 常 元 上 的 恒 等 映射 。 此 时 ， 对 于 每 个 
原子 表 的 证 明 与 引 理 4. 5 中 对 应 情形 的 证 明 完 全 相同 。 这 里 的 要 点 在 于 ， 对 于 所 选取 的 上 和 
g， 根 据 定理 的 假设 可 知 ， 原 子 表 的 根 节点 与 (一 致 。 再 对 原子 表 的 其 他 部 分 进行 妇 纳 证 明 可 
得 所 需要 的 扩展 。 因 此 ， 我 们 把 该 引 理 的 证 明 归 约 为 引 理 4.5 的 证 明 。 口 

证 明 ( 引 理 4.5) 首先 注意 到 ， 如 果 r' 是 由 通过 扩展 路 径 P 而 得 的 ， 那么 7 的 证 据 也 
是 7' 的 证 据 。 因 此 ， 可 设 7' 是 在 r 中 P 的 末端 添加 一 个 原子 表 所 得 的 。 现 在 我 们 考虑 定义 
3.1 中 原子 表 的 14 种 情形 。 
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WE(Tv), (Fv), (Ta), (Fa), (T2), (TA), (FA), (TV) RCFAOARSE 
要 对 /或 g 进行 扩展 。 显 然 在 这 些 情形 中 ， 根 据 归纳 假设 和 力 人 迫 定 义 ( 定 义 2.2) 中 对 应 情形 
"DAL, P 在 7' 中 的 扩展 满足 引 理 要 求 。 注 意 (TAi) 还 需要 假设 4A(p) 上 的 单调 性 。 

其 他 情形 的 证 明 可 借用 情形 (FV ) 的 证 明 来 描述 。 这 里 P 上 被 展开 的 表 值 是 Fp I 
( Vx)gp(x)。 所 要 求 的 P 到 P' 的 扩展 只 有 一 种 可 能 ， 即 添加 Fp’ pg(c) 到 P 的 末端。 根据 我 
们 的 归纳 假设 , f(p) Ice (C Vx)g(x))。 根 据 力 迫 全 称 语句 的 定义 (定义 2.2(iv))， 存 在 一 
个 9 s Rfl—4 c'e L(gq'), EE g Sfp) Bg’ RAI e(e(c')). BERT gM HBTS 
So) zq'füg'(c) =c 将 和 8 扩展 为 P7 和 8&'。 现 在 显然 ，P' ，P 和 8 满足 引 理 的 要 求 ， 即 ， 
六 和 8 见证 已 与 C 一 致 。 

我 们 把 情形 (F 一 ) ，(F 2) (T3) REJE., 口 

本 节 下 一 个 目标 是 证 明 表 证 明 法 对 于 直觉 主义 逻辑 是 完全 的 。 我 们 定义 一 种 方法 ， 用 来 
构造 一 个 适当 的 以 给 定 标号 力 迫 断 言 为 根 的 完全 系统 表 。 然 后 证 明 ， 对 于 该 表 中 任何 非 矛盾 
路 径 P， 我 们 能 构造 一 个 与 P 一 致 的 框架 Cc。 因 此 ， 如 果 对 于 任何 力 迫 断言 fp lt o 应 用 我 们 
的 系统 方法 没 产生 p 的 一 个 直觉 主义 表 证 明 ， 那 么 我 们 已 构造 了 一 个 框架 使 得 o 在 其 中 不 
被 力 迫 ， 从 而 证 明 o 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 

与 其 尝试 首先 抽象 地 定义 什么 时 候 一 个 表 值 是 约 化 的 和 一 个 表 是 完成 的 ， 倒 不 如 直接 定 
义 该 构造 方法 ， 并 证 明 它 具 有 一 些 性 质 ， 这 些 性 质 可 以 用 来 证 明 完 全 性 。( 对 于 表 中 表 值 的 
出 现 ， 该 构造 方法 定义 “适当 地 展开 的 (properly developed) ”的 概念 以 取代 “ 约 化 的 ”"。 引 理 
4.8 列 出 了 表明 一 个 表 是 完成 的 那些 性 质 。) 这 个 方法 所 允许 的 主要 简化 是 ， 与 其 根据 表 的 构 
造 定义 一 个 抽象 的 偏 序 ， 我 们 可 以 先 定义 一 个 特殊 偏 序 ， 从 中 选取 构造 表 所 需要 的 那些 p 和 
g。 任 何 足 够 丰富 的 偏 序 都 可 以 。 只 要 我 们 能 从 该 偏 序 中 选取 一 个 g 来 扩展 任何 给 定 的 p， 且 
使 得 任何 给 定 的 与 P 不 可 比 的 元 素 的 有 穷 集 与 9 也 不 可 比 。 我 们 选取 自然 数 有 穷 序列 集合 5， 
其 偏 序 根据 序列 的 扩展 来 定义 ， 即 p<q 当 且 仅 当 序列 g 扩展 序列 p。 在 我 们 表 中 所 声明 的 序 
关系 必须 与 5 的 这 个 序 一 致 。 我 们 所 构造 的 表 仅 使 用 该 序 的 初始 片段 。 事 实 上 ， 我 们 的 构造 
是 这 样 安排 的 ， 如 果 在 表 中 序列 p 出 现在 路 径 P 的 第 nn 层 上 ,那么 p 的 每 个 初始 断 都 出 现在 
P 的 某 个 m<n 层 上 。 

我 们 以 原子 表 (TY ) 和 (FV ) 为 例 ， 说 明 各 种 表 值 的 处 理 方法 。 如 果 对 于 某 个 新 的 p' 和 
c, FA Fp'l- gp(c) 来 展开 Fp it Yxp(x)， 那 么 我 们 已 穷尽 了 包含 在 原 断 言 p 不 力 迫 Vxgp(x) 中 
HÈS. AA, MFRS c Ap >p, FA Tp' pg(c) 展 开 Tp lt Yxp(x)， 则 远 远 没有 传达 
原 断 言 的 意思 。7Tp lt Yxp(*) 是 说 ， 对 于 (在 适当 的 偏 序 中 的 ) 每 个 p'>p 和 每 个 ce L(p')， 
PAE ole), WE, 我们 必须 把 该 力 迫 断言 所 有 这 样 的 实例 放 在 合 Tp It Vxp(*) 的 每 条 路 
径 上 。 注 意 ， 不 需要 用 每 个 常 元 替换 p， 仅 使 用 C(P') 中 的 常 元 。 同 样 ， 我 们 不 必 对 于 每 个 
pP'>p A pi wp(c)。 因 为 我 们 想 要 构造 的 框架 将 应 用 完成 表 中 非 了 矛盾 路 径 上 的 信息 建 
立 ， 所 以 我 们 只 需 考虑 当前 要 展开 的 路 径 PP 上 的 常 元 。 

定义 4.6( 完 全 系统 直觉 主义 表 ，complete systematic intuitionistic tableau, CSIT) 4 9 3j 
语言 人 的 语句 。 令 di，d,，…，d,，… 列 出 了 集合 虽 的 所 有 元 素 ， 其 中 是 语言 Cc 的 所 有 常 
元 构成 的 集合 ， 而 Lc 是 语言 L 用 新 常 元 所 得 的 标准 扩张 。 为 了 方便 , Rd ACP. Àp, 
Pros > Pa TABI RSE SHRAAR, 其 中 5 是 人 中 元 素 的 所 有 有 穷 序列 集 ， 并 且 用 序 
列 的 扩展 关系 确定 其 偏 序 。 令 收 ，V,，…，V4，*… 列 出 了 集合 的 所 有 元 素 ,，V 是 所 有 由 D 
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的 一 个 元 素 与 8 的 一 个 元 素 所 构成 的 有 序 对 《(d,，p;) 所 组 成 的 集合 。 从 现在 起 ， 当 提 到 DD，S 
或 了 关于 某 个 性 质 的 最 小 元 时 ， 我 们 指 这 些 集合 所 对 应 的 上 述 列表 中 第 一 个 满足 该 性 质 的 
元 素 。 

我 们 定义 一 个 表 序 列 T, AAT, 中 表 值 妃 的 一 次 出 现 妈 是 适当 地 展开 的 含义 。 表 序列 7， 
的 并 7 就 是 由 fp 开始 的 完全 系统 直觉 主义 表 。 

7o ERA FO MF o 的 原子 表 。 如 果 这 个 表 需 要 一 个 偏 序 元素 p' 或 常 元 <， 那 么 根据 定义 
3.2 的 (i) ， 选取 5 或 D 中 可 以 用 于 此 表 的 最 小 元 。 

设 已 构造 出 7,。 令 m 为 7, 中 未 适当 展开 的 表 值 所 出 现在 的 最 小 层次 ， 并 令 w 为 在 7, 的 
第 m 层 上 最 左边 的 适当 展开 (比如 说 表 值 ) 的 出 现 。 我 们 在 v, 中 每 条 含 w 的 非 牙 盾 路 径 P 
的 末端 ， 添 加 一 个 根 为 5 的 原子 表 构 成 7,,,。 为 了 准确 地 说 明 ， 我 们 列 出 r, He 的 所 有 
非 矛 盾 路 径 P|，P,，…，P,。 依 次 在 P, 的 末端 添加 一 个 根 为 E 的 原子 表 。 设 我 们 现在 开始 
处 理 P;。 情 形 (Tv )，(Fv )，(TA)，(FA ) 和 (FAi) 不 再 需要 其 他 的 信息 来 确定 所 添加 
的 表 。 其 余 的 每 一 种 情形 需要 固定 某 个 p' 和 (或 ) 某 个 c: 

(T 一 ) 令 p' 为 5 中 在 P;, 上 的 、 扩 展 p HEI Fg lt o WI Tg It e 都 不 出 现在 P, 上 的 最 小 gq。 
如 果 没 有 这 样 的 g, 令 p'=p。 

(F—)4 ke NN 为 最 小 的 自然 数 ， 使 得 p, 尚未 出 现在 和 目前 的 构造 中 ， 且 令 p'=p;。( 注 
E, RT p 的 初始 段 之 外 ，p' 与 目前 已 出 现 的 任何 对 象 都 是 不 可 比较 的 。) 

(TT 一 ) 令 p' 为 5 中 最 小 的 g， 其 中 g 在 P; E. D p AS Falko RERE P 上。 如 
果 没 有 这 样 的 g, $p =p。 

(上 一 ) 与 情形 (F 一 ) 相 同 。 

(T3 ) 令 c 为 D 中 目前 尚未 出 现在 构造 中 的 最 小 元 。 

(F3)4 cS D 中 那个 在 L 中 或 出 现在 已 上 某 个 力 迫 断言 Tq Ic y R Fol yP asp) 
中 的 最 小 元 4， 使 得 Fp lt p(4) 不 出 现在 P, 上 。 如 果 没 有 这 样 的 de D, 令 c=d。 

(TY Qn’, DAV PR DM v= (r，d)》 ， 使 得 > 出 现在 已 上 , 4 在 C 中 或 出 现在 P 上 
X AMS Tai- y RFit oH exp), r$ Hp HTri-e(d)R3üfE PE. MR 
没有 这 样 的 有 序 对 , S p'=p He=d,, 

(FV ) 令 keN 为 最 小 的 自然 数 ， 使 得 p, 尚未 在 目前 的 构造 中 出 现 。 令 p'=p,;， 并 令 < 
为 D 中 尚未 出 现在 目前 的 构造 中 的 最 小 元 。 

(TAz) 令 p' 为 S$ 中 出 现在 P 上 的 最 小 的 9， 使 得 Tg IF o 不 出 现在 P, 上 。 如 果 没 有 这 样 
Hq, 令 p'=p。 

在 所 有 的 这 些 情形 中 我 们 说 我 们 已 适当 地 展开 了 表 值 5 的 出 现 w。 

在 进行 完全 性 定理 的 证 明之 前 ， 先 给 出 所 需要 的 CSIT 的 一 些 基本 性 质 ， 特 别 是 ， 对 应 
于 经 典 的 完成 CST 的 那些 性 质 。 

引 理 4.7 令 T= UT, 为 如 上 所 定义 的 CSIT,， 且 忆 是 7 的 一 条 路 径 。 

(i) 如 果 序 列 pe5 出 现在 P 的 第 几 层 上 茶 个 断言 中 ， 那 么 p 的 每 个 初始 段 9 在 7 的 某 个 
msn 层 中 出 现在 P 上。 

(站 ) 根 据 定义 3.2, 7 是 一 个 表 。 

证 明 (让 根据 7 的 构造 进行 归纳 。 真 正 引 入 新 p 的 情形 只 有 (F 一 ) 和 (FY )。 在 这 两 种 
情形 中 我 们 对 已 经 在 P 上 的 p 引入 某 个 序列 p,。 
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(ia) 仅 需 验 证 的 一 点 是 ， 在 7,, B DEP, IR YE 7, 中 某 路 径 P, 的 末端 添加 根 表 值 为 
E 的 一 个 原子 表 ， 那 么 所 使 用 的 和 ec( 如 果 有 的 话 ) 满 足 定义 3.2(ii) 的 条 件 。 在 其 他 情况 
下 ， 显 然 遵循 定义 所 规定 的 从 旧 表 构造 新 表 的 方法 。 对 所 有 情形 做 一 个 简单 的 检查 可 知 我 们 
遵守 了 这 些 规定 。 Li 

5184.8 4 r- Ur, 为 如 上 所 定义 的 CSIT B. P or PAF RS, 

(T v ) 如 果 Tpl- o v j 3L P E, RZA Tpl- o X Tpl- HRAP E. 

(Fv )38 & Fpl- e v yj 183L P E, BA Fpl- 和 Fpl- y 出 现在 PP 上。 

(T ^ ) d. Tpl- p Ai HREP E, RZ Tpl- ode Tp 出 现在 PP 上。 

(FA ) 如 果 Fpi- o ^j -B3LÁE P E, MA Fpl-q S Fpl-y 出 现在 P 上 。 

(T—) de X. Tp It py fe p' HRA P EE. p'zp, RA Fp'l- o X Tp'l- bp HRAP E, 

(F—) 如 果 Fpi- op 83,4 P E, MATH p'zp, Tp'l o 和 Fp'i- y 3E P E, 

(T >) X Tpl-—-o fe p' HRA P EH p'p, RZ Fp'l- o 出 现在 PP 上。 

(上 一) 如 果 Fpl-—o BL P E, RAFA p zp, Tpl-o HREP E, 

(T3)J9 X Tpi- 3xg(x) BRE P E, RAT XA c, Tpl-p(c) MRAP E, 

(F3)dw X Fpl- Frell) BRAPEBC ALCPRAEBA PEER ABM ET Te ley R 
Fg it (HEP qp) Y, RA Fpl- g(c) WR Pb, 

(TV )d& X Tpit Vxp(x) BRA P E, cde Cb ASIBXLE P EX AZ i85 ET XK 
Fq lt p (*E4£ qxp) P, B. p'ib E P LAR p Zp, RZA Tp'l-g(c)i SS i PE, 

(FY ) 如 果 Fpi- Vxo(x) HELA PE, MARTHA ch p'Sp, Fpl-o(c)iBSLA P E, 

(TAt) 如 果 对 于 任何 原子 p de qp, pfe Tako 出 现在 PP 上， 那么 Tplo o 出 现在 P 上 。 

证 明 首先 注意 到 ， 任 何 表 值 E 在 7 中 的 每 个 出 现 w 在 构造 的 某 个 阶段 是 适当 地 展开 
的 。( 考 虑 在 7 的 第 n 层 上 的 任何 w。 显 然 ， 如 果 在 所 有 msn 层 上 那些 曾经 被 适当 展开 的 
w' 都 已 经 被 适当 地 展开 之 后 的 第 一 个 阶段 *， 我 们 将 会 把 wv 适当 地 展开 。) 

现在 几乎 立即 可 得 情形 (Tv), (Fv), (Ta), (Fa), (GF), (Fa), (T3058 
(FY). S w 为 适当 的 标号 力 迫 条 件 在 P 上 的 出 现 。 设 我 们 在 构造 阶段 n 适当 地 展开 了 wo 
因为 w 在 ( 非 矛 盾 的 )P 上 ， 我 们 在 阶段 n 所 处 理 的 P, 之 一 是 P 的 一 个 初始 段 。 作 为 构造 7， 
的 一 部 分 ， 在 P, 的 末端 添加 了 适当 的 原子 表 。 因 此 ， 路 径 P 必定 经 过 这 个 原子 表 的 某 一 条 
分 支 。 这 立即 得 出 所 需要 的 结论 。 

接着 ,注意 到 ， 出 现在 P 上 的 每 个 表 值 已 在 P 上 出 现 了 无 穷 多 次 。 这 里 的 要 点 是 E 
表 值 E 的 每 一 个 出 现 都 是 适当 地 展开 的 。 在 适当 地 展开 w 时 ， 我 们 在 T, 的 每 条 穿越 w 的 非 
矛盾 路 径 的 末端 添加 的 另外 一 个 出 现 。 因 此 ， 我 们 确保 在 P 上 EE 有 另外 一 个 出 现 。 由 于 
P 上 每 个 表 值 5 的 每 个 出 现 都 是 适当 地 展开 的 ， 所 以 表 值 本 身 被 无 限 次 地 适当 地 展开 。 现 在 
容易 处 理 引 理 的 其 余 情 形 ， 其 中 我 们 只 考虑 以 下 例子 。 

(T 一 ) 为 了 得 出 矛盾 , 设 p' 是 p 的 出 现在 P 上 的 (在 关于 5 的 主 列表 中 ) 最 小 扩展 ， 使 得 
Fp' e A Tpi- y BAR ME PE. OO WRK S 的 主 列表 中 在 p 之 前 的 那些 gq>p 所 构成 的 
有 穷 集 。 根 据 我 们 对 于 p' 的 选择 ， 对 每 个 ge Q0, Fal- o x Tg l- HEP E. 令 m 为 +r 构 
造 的 某 个 阶段 ， 使 得 对 每 个 ge Q, Fal oR Tq ly 出 现在 当前 所 构造 的 P 的 初始 段 中 。 考 
BERNE m 之 后 我 们 首次 适当 地 展开 = Tp lt pw EP LRT MAB nem, (ANE 
我 们 的 构造 中 无 数 次 地 适当 展开 EE， 所 以 一 定 有 这 样 的 阶段 。) 根 据 CSIT HEX, Æ PRHE 
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个 初始 段 P, 的 末端 添加 了 根 为 E 且 使 用 所 给 的 p' 的 那个 原子 表 。 因 为 PW PHM, iX 
个 原子 表 的 某 个 分 支 必定 是 P 的 初始 段 ， 与 假设 蔬 盾 。 

(TV ) 为 了 得 出 矛盾 ， 设 "= 〈(P，e? 是 (关于 了 的 主 列表 中 ) 满足 (TY ) 的 假设 但 不 满足 
其 结论 的 最 小 有 序 对 ， 即 ?p 小 pg(c) 不 出 现在 P 上 。 令 0 为 在 ov 之 前 并 满足 (TY ) 的 假设 的 
有 序 对 所 构成 的 有 穷 集 。 令 m 为 某 个 阶段 ， 使 得 对 每 个 (g，d》e 0G，Tg + gp(d) 在 当前 所 定 
义 的 P 的 初始 段 上 已 经 出 现 了 一 次 。 考 虑 在 m 之 后 的 某 个 阶段 %， 设 在 这 个 阶段 我 们 首次 适 
当地 展开 了 EE=7TglH Yrxp(x) 在 P 上 的 一 个 出 现 。 根 据 CSIT 的 定义 ， 在 P 的 某 个 初始 段 P， 
的 末端 添加 了 根 为 E 且 使 用 所 给 的 p' 和 < 的 那个 原子 表 。 因 为 P, 为 P 的 初始 段 ， 这 个 原子 
表 的 唯一 分 支 必定 是 P 的 初始 段 ， 与 假设 矛盾 。 

其 他 所 有 情形 ，(T-)，(F3 ) 和 (TA:) ， 可 类 似 地 证 明 。 留 作 习题 3。 口 

定理 4.9 设 7= UT, 为 一 个 CSIT 且 PP 是 7 中 非 和 矛盾 路 径 。 我 们 定义 P 所 对 应 的 框架 
C-(R, <, C(p))#F: 

1. 及 是 $ 中 出 现在 已 上 力 迫 断言 中 的 所 有 序列 的 集合 。 及 上 的 偏 序 与 9S 上 的 偏 序 相 
同一 一 扩展 。 

2. ST pe R, C(p) E CP eb ELE P LAME Tg lc y X Fayla POE x 
所 构成 的 集合 。 

3. 对 于 每 个 PEe 尺 ，4(P) 是 所 有 小 所 构成 的 集合 ， 其 中 纱 是 原子 语句 ， 使 得 对 于 某 个 
4 和 pp,79 目 峭 出 现在 已 上 。( 提 醒 : 我 们 采用 这 样 的 约定 ， 即 每 个 ce C(p) 在 L(p) 中 用 它 自 
己 命名 ,) 

如 果 令 f 和 gg 分 别 为 尺 和 PP 上 的 常 元 所 组 成 的 集合 上 的 恒 等 映 射 ， 那 么 它们 见证 C 与 P 
—&, 

证 明 首先 注意 到 ， 根 据 定义 2.1，C 的 定义 保证 C 是 £ 的 框架 。 记 住 £(p) 中 每 个 常 元 c 
用 它 自己 命名 。 

我 们 现在 希望 证 明 C 与 P 一 致 ， 对 出 现在 PP 上 力 迫 断言 中 的 语句 yo 的 复杂 性 应 用 归 
纳 法 。 

原子 p: WR Tp I+ p 出 现在 PP 上， 那么 9g 在 4A(p) 中 ， 从 而 被 p 力 迫 。 如 果 Fpl- o HR 
在 PP 上 ， 那 么 我 们 必须 证 明 对 于 任何 g<p，Tg Hg 不 出 现在 PP 上。( 这 是 p ECHI o H 
唯一 途径 。) 如果 在 已 上 有 这 样 一 个 ?84He 的 出 现 ， 那 么 根据 引 理 4.8(TA1) ，Tp IF o 也 会 出 
现在 已 上 ， 与 假设 忆 是 不 矛盾 路 径 相 矛盾 。 

根据 引 理 4. 8 和 力 迫 定义 (定义 2.2) 的 各 个 条 款 以 及 关于 此 定理 的 归纳 假设 ， 即 复杂 性 
较 低 的 语句 都 满足 使 得 C 与 P 一 致 的 那些 要 求 ， 我 们 逐个 处 理 对 应 的 归纳 情形 。 

作为 例子 ,我们 考虑 FV : Fpl- Yxp(%) 出 现在 PP 上。 根据 引 理 4.8(FY ) ， 对 于 某 个 e 
Tüp'zp, Fp'l- pg(c) 出 现在 PP 上。 然后 根据 归纳 假设 知 ，p' 在 C 中 不 力 迫 pg(c)。 再 根据 全 称 
语句 力 迫 定义 (定义 2.2(v)), p ECHR Vrele), ARIE. 

其 余 情 形 的 证 明 留 作 习题 4。 o 

现在 把 完全 性 定理 的 标准 形式 表述 如 下 。 

定理 4.10 如 果 史 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 它 有 一 个 直觉 主义 表 证 明 。 

证 明 考虑 由 直觉 主义 永 真 的 开始 的 CSIT。 如 果 7 不 是 o 的 直觉 主义 表 证 明 ， 那 么 
根据 定义 ， 它 有 一 个 不 矛盾 路 径 P。 定 理 4.9 提供 了 一 个 框架 C， 使 得 o 在 其 中 不 被 名 力 迫 。 
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因此 o 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 矛盾。 口 
习题 

1. 完成 引 理 4.5 证 明 的 其 余 情 形 : (F>), (FATA), 

2. 证 明 : 任何 一 个 CSIT 是 有 穷 的 当 且 仅 当 它 是 矛盾 的 。 

3. 完成 引 理 4.8 证 明 的 其 余 情形 : (T~), ，( 了 习 ) 和 (TAb) 。 

4. 完成 定理 4.9 证 明 的 其 余 情 形 。 


RAF 可 判定 性 和 不 可 判定 性 


CSIT 给 我 们 提供 了 搜索 给 定语 句 p 的 直觉 主义 证 明 或 其 框架 反例 的 系统 方法 。 正 如 我 
们 前 面 所 看 到 的 那样 ， 如 果 存 在 一 个 证 明 ， 那 么 就 存在 一 个 有 穷 的 证 明 ， 并 且 根 据 完全 性 定 
理 ，CSIT 将 给 出 这 样 的 证 明 。 另 一 方面 ， 如 果 p 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 完 全 性 定理 证 明 中 
所 构造 的 框架 反例 通常 是 无 穷 的 。 事 实 上 ， 一 般 不 存在 避免 这 种 情况 的 方法 。 同 经 典 逻 辑 一 
样 ， 直 觉 主义 逻 辑 是 不 可 判定 的 : 没有 算法 可 以 保证 在 有 限时 间 内 停止 并 告诉 我 们 是 否 o 
是 直觉 主义 永 真 的 (定理 5. 16) 。 尽 管 如 此 ， 有 一 些 特殊 类 型 的 语句 ， 其 直觉 主义 永 真性 
是 可 以 判断 出 来 的 ， 并 且 在 很 多 情况 下 有 一 些 方法 可 以 提高 我 们 发 现 证 明和 有 穷 反 例 的 
机 会 。 

在 快速 高 效 地 生成 证 明 这 个 方面 ， 完 全 性 定理 保证 我 们 可 以 添加 上 任何 生成 表 的 可 靠 方 
法 而 不 改变 可 证 明 语句 类 。 也 就 是 说 ， 不 管 我 们 对 这 些 生成 表 证 明 的 方法 作 什么 样 的 扩展 ， 
如 果 仍 然 能 够 证 明 一 个 可 靠 性 定理 ， 那 么 新 方法 ( 如同 我 们 当前 的 方法 ) 所 生成 的 恰好 是 直 
觉 主义 永 真 语句 的 证 明 。 当 然 ， 这 里 存在 一 个 平衡 。 我 们 添加 的 规则 越 多 ， 展 开 表 的 可 能 性 
越 大 。 把 表 展 开 视 为 在 所 有 可 能 的 表 证 明 中 进行 的 搜索 ， 那 么 添加 新 方法 增加 了 搜索 空间 的 
宽度 ， 但 有 可 能 降低 搜索 的 深度 ， 即 我 们 所 构造 证 明 的 大 小 。 我 们 介绍 这 样 一 个 规则 ， 它 可 
以 大 大 缩短 许多 证 明 ， 并 且 人 允许 我 们 调整 前 面 所 给 表 规 则 中 的 某 种 失衡 现象 。 

为 了 说 明 附 加 这 个 规则 的 动机 ， 我 们 首先 重新 考虑 (如 1 Fgitp (yg 
图 59 所 示 ) 例 3.5, 该 例 对 于 原子 语句 pg My, HER 





p 一 (yp) 是 直觉 主义 永 真 的 。 2 roce di 
我 们 感 兴 趣 的 是 证 明 的 最 后 一 步 : 由 第 2 行 根据 原子 | 

家 (TA1) 推 出 第 6 行 ( 它 与 第 5 行 给 出 我 们 所 需要 的 矛盾 ) mY? 0 
仅仅 在 证 明 的 这 个 地 方 ， 即 在 应 用 原子 表 TA 时 ， 我 们 才 用 ， apy a 
到 gp 和光 是 原子 语句 的 事实 。 我 们 所 选择 的 这 个 规则 对 应 于 

定义 一 种 框架 ， 它 们 仅 对 原子 表 要 求 单调 性 。 此 外 ， 单调 性 引 s Foote án 
理 ( 引 理 2.12) 表 明 ， 该 规则 对 于 任何 语句 p 是 可 靠 的 ， 如 果 

ple H.p'zp, 那么 在 任何 框架 中 pg。 因 此 可 以 修改 我 们 6 Toor? H2 
的 表 方 法 ， 使 得 原子 表 TA 可 应 用 于 所 有 语句 o: l s 

Te 图 59 


Tpi- 9 


Tp'lto 
XF T f£filp' =p 








EX LXiEH 191 











对 于 这 个 加 强 的 原子 表 与 o 为 原子 语句 的 原来 那个 表 来 说 ， 可 靠 性 定理 的 证 明 是 完全 
相同 的 。 因 此 我 们 并 没有 改变 可 证 明 语 句 类 ， 但 是 却 大 大 提高 了 我 们 证 明 的 适用 性 。 现 在 看 
来 ， 在 第 三 节 中 假设 g 和 为 原子 语句 的 那些 例子 和 习题 中 ， 表 证 明 都 可 用 于 证 明 对 于 任 
何 语句 pg 和沙， 给 定 表达 式 的 永 真性 。 事 实 上 ， 由 于 (TAi) 是 唯一 的 不 能 普遍 地 应 用 于 所 有 
语句 的 表 展 开 方式 ， 我 们 现在 看 到 由 原子 e, y 等 所 构成 的 某 个 语句 的 任何 表 证 明 ， 其 实 
证 明了 该 语句 用 任意 公式 替换 o, s 等 所 得 的 所 有 实例 。( 提 醒 ; 这 些 替 换 必 须 遵 守 一 个 
规定 。 因 为 我 们 的 表 方 法 仅 适 用 于 语句 ， 我 们 必须 当心 不 要 在 我 们 的 公式 中 引 和 人 任何 自 
由 变 元 。) 

现在 再 应 用 该 表 证 明 法 对 于 非 直觉 主义 永 真 的 语句 构造 其 框架 反例 。 注 意 ， 这 里 没有 肯 
定 有 结果 的 方法 。 然 而 我 们 可 以 把 完全 性 定理 的 证 明 转变 成 更 一 般 的 、 对 是 否 已 构造 出 一 个 
框架 反例 的 验证 。 这 需要 在 引 理 4. 8 的 基础 上 给 出 完成 表 的 概念 。 

定义 5.1 令 7 是 一 个 表 且 万 是 定义 在 + 中 所 出 现 的 那些 p 和 g 上 的 偏 序 。 和 如 果 7 中 每 
条 非 矛 盾 路 径 已 具有 引 理 4.8 所 列 的 那 13 个 性 质 ， 那 么 称 7 是 完成 的 。 

定理 5.2 如 果 7 是 一 个 完成 表 ， 其 根 为 Fpl-p 且 PP 是 7 中 一 条 非 巴 盾 路 径 ， 那 么 存在 
一 个 与 已 一 致 的 框架 C( 从 而 多 不 是 直 党 主义 永 真 的 ) 。 

TA 我们 完全 可 以 像 在 定理 4. 9 中 那样 进行 证 明 ， 除 了 在 P 的 力 迫 断言 中 出 现 的 那些 
p LBS FF SUE JE BS 7( 而 不 是 根据 事先 给 定 的 序列 扩展 ) 来 定义 的 之 外 。 除 了 引 理 4.8 中 所 
给 出 的 人 性质 之 外 ， 定 理 4. 9 的 证 明 没 用 到 CSIT 的 其 他 性 质 。 现 在 根据 7 是 完成 的 的 定义 ，P 
满足 这 些 性 质 。 口 

因此 ， 如 果 我 们 能 产生 一 个 根 节点 形 如 Fpi o 的 非 了 矛盾 的 完成 表 ， 那 么 我 们 就 构造 出 
T e 的 一 个 框架 反例 ， 从 而 证 明 它 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 

5.3 尝试 证 明 非 永 真 语句 

e (ew) 

首先 展开 其 中 两 个 蕴涵 直到 得 出 如 图 60 所 示 的 第 5 行 。 现 在 如 果 o Ay 是 原子 语句 ， 
易 知 该 表 是 完成 的 。 因 为 它 是 非 矛 盾 的 ， 所 以 我 们 已 证 明 对 1 Fagg -ww 
于 原子 语句 o Mp Ri, e (oU) PRTEELRE E SUK RS. 


我 们 可 以 再 作 进一步 的 分 析 ， 实 际 地 给 出 一 个 框架 , 使 2 TOIH9 由 1 
得 pg 一 (gpg 一 少 ) 在 其 中 不 被 力 迫 ; 这 样 的 框架 可 根据 上 面 图 60 
所 示 的 表 构 造 出 来 。 3 He.» HH 
(te ton 4 un 由 3 
(fecto) 5 Fiy H3 
(ich. en 60 


当然 ， 我 们 也 可 以 删除 该 框架 最 上 面 的 那 一 行 ， 因 为 它 
对 于 第 2 行 而 言 没 有 添加 任何 东西 。 我 们 还 看 到 这 个 框架 给 我 们 提供 了 一 个 模板 ， 对 于 非 原 
子 的 p 和 水 ， 用 它 可 以 构造 出 pg 一 (8 一 y) 的 反例 。 如 果 我 们 让 名 不 力 迫 g 而 0 7138 e 但 不 力 
迫 几 ， 我 们 将 得 到 所 需要 的 反例 。 . 
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例 5.4 考虑 pv -p( 排 中 律 ) 和 如 图 61 所 示 的 表 。 || FE pvo 

我 们 再 一 次 看 到 ， 如 果 o 和 少 是 原子 语句 ， 那 么 我 们 有 一 个 ， rong " 
完成 表 ， 从 而 证 明 p v -ep 不 是 直觉 主义 永 真 的 。 对 应 于 这 个 完 | 
成 表 的 框架 反例 与 例 2.7 中 所 产生 的 那个 框架 是 一 样 的 。 这 里 的 3 Fo 由 1 
差别 在 于 后 者 是 自动 产生 的 。 | 

815.5 ”考虑 语句 ( -9 一 - 峭 ) 一 (Up) 和 如 图 62 所 示 的 表 。 4 TOIk@ 由 3 

这 不 是 一 个 完成 表 ， 但 如 果 我 们 足够 联 明 的 话 ， 我 们 能 用 它 图 61 
构造 出 一 个 框架 反例 。 关 键 思想 在 于 ， 对 任何 新 的 6 的 任何 进一步 展开 都 不 会 产生 真 力 迫 断 
言 Tp IF 9。 因 此 我 们 必定 拥有 足以 构造 一 个 反例 的 信息 。 事 实 上 ， 令 信和 0 不力 迫 任 何 原子 
命题 00 py, 000 It y 1000 I- gp, 可 得 所 需要 的 框架 反例 。 现 在 ， 从 力 扎 的 观点 来 看 ， 儿 与 0 
是 没有 区 别 的 。 因 此 我 们 可 以 将 它们 合 二 为 一 。 所 以 最 后 得 到 的 偏 序 集 为 {名 ,0，001 ,上 且 

A(Q) =Ø, A(0) = ly], A(00) = lpp) 
我 们 把 验证 该 框架 确实 为 一 个 框架 反例 留 作 习题 13。 
例 5.6 考虑 语句 (gy)v (je) HABI 63 所 示 的 表 。 


] FF (49 +AW) 一 (多 一 从 


2 TOIRE =~ y 由 1 1 Oh 一 了 内 V@ — o) 
3 Folty+o 由 1 2 Fg-e-v 由 1 
4 TOIL Y 由 3 3 FØ w-« o 由 1 

| | 
Fiko 由 3 4 TOlF e 由 2 
Ld 
7  F00l-3g Axes 由 2 5 Folty 由 2 
g  TO00l- o FO0lF-v — m7 6 "P 由 3 
l 由 4.8 7 Filtg 由 3 
图 62 图 63 


我 们 看 到 这 是 第 一 个 例子 ， 其 中 规则 (FT 一 ) 的 规定 “新 的 ”p' 宇 p( 应 用 于 第 3 行 得 出 第 6 
行 和 第 7 行 ) 使 得 我 们 的 框架 分 支 延伸 (branch) 。 根 据 CSIT 的 定义 4. 6 中 的 规则 (了 一 ) ， 第 
6 行 中 所 选取 的 节点 1 是 大 于 名 且 与 树 上 不 所 名 的 每 个 p 是 不 可 比较 的 最 小 节点 。 事 实 上 ， 
没有 线性 (不 分 丸 ) 框 架 不 力 迫 (pg 一 yy)v (wg)。 然 而 上 面 的 表 是 完成 的 且 是 不 矛盾 的 ， 所 
EA Co) v (o) ^ ELS SE SUCK BS. 

我 们 最 后 再 看 一 个 例子 ， 其 中 的 语句 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 且 其 CSIT 在 展开 若干 步 之 
后 不 能 明显 地 给 出 一 个 框架 反例 。 事 实 上 ， 这 个 例子 表明 不 存在 有 穷 框架 反例 。 

5.7 考虑 语句 Vx 5-g(x) ——-Vxp(x). 

这 个 语句 的 CSIT 的 开始 部 分 如 图 64 所 示 ， 其 形式 已 作 了 一 些 简 化 。 

不 容易 看 出 从 该 CSIT 的 这 些 初始 阶段 如 何 构造 一 个 框架 反例 。 直 接 进 行 语义 分 析 可 知 ， 
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1 FØ (vx)--9(x) — 25 (3092) 


2 TOIF (vx) 2-9(x) 由 1 
3 FOF -(VX)e(x) 由 1 
4 TOlF—— 9(c) 由 2 
5 TOO I--(vx)g(x) 由 3 
6 TO0l- 5 9 (c) 由 2 
7 FO I^ oic) 由 4 
8 FOO (¥x)@(x) 由 5 
9 FOO It e(c) 由 6 
10 70LIHo (e) 由 7 
11 F000 it 9 (ci) 由 8 
图 64 


我 们 应 当 不 断 地 引入 新 常 元 cl e, ，…， 且 保证 当下 没 被 力 迫 的 p(c.) 要 在 后 面 某 个 扩展 中 
被 力 迫 。 我 们 可 以 看 到 这 一 现象 出 现 的 原因 在 于 ， 一 方面 由 第 4 行 生成 第 7 行 和 第 10 行 所 
构成 的 循环 ， 另 一 方面 由 第 5 行 生成 第 8 行 和 第 11 行 所 构成 的 | 
循环 。 

图 65 是 一 个 简化 的 框架 ， 它 给 出 了 一 个 反例 。 0 0 0 0 ln V7 

我 们 把 验证 人 在 上 述 框架 中 不 力 迫 Vx 一 -ep(x) 一 一 一 Vxp(x) 
留 作 习题 15。 然 而， 我 们 要 证 明 不 存在 有 穷 框 架 反 例 。 ({cchczacsj,{fp(chp(cD,p(cz)}) 

命题 5.8 在 每 个 带 有 穷 偏 序 尺 的 框架 C 中 ， 每 个 节点 卫 力 
i$ Vx 一 mp(xz) 一 一 一 Yxp(x)。 

证 明 令 p，C 和 如 命题 中 所 指 。 要 验证 pl Vx 5-o(x)— 
--Vxp(x), 考虑 任何 qo pfiíigi- Vx -mpg(x)。 我 们 必须 


( {ecne} {ole $9(con 


decirtelo) 


WEB] git S Vxpe(x). WES M213, RETR, Met (fc). gn 
rz q,TETE sr, 使 得 s IF Vxp(x), BS] zm dE rm. AAR 图 65 


是 有 穷 的 ， 所 以 在 RR 中 存在 7 的 一 个 极 大 扩展 s。 现 在 根据 单 

WE, sit Vx ~ner) 。 因 此 ， 对 于 任何 cs C(s) ,* 目 -92(c) 。 再 次 应 用 引 理 2. 13 ， 以 及 

s 的 极 大 性 ， 可 得 sit pg(c)。 因 此 (再 次 根据 s 的 极 大 性 ) sik Vxp(xz)。 Li 
在 例 5.7 中 ,没有 有 穷 框架 反例 的 那些 语句 都 含有 量词 ， 这 并 非 偶然 。 只 有 含量 词语 句 
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的 反例 才 一 定 是 无 穷 框架 。 任 何不 含量 词 的 语句 ， 要 么 是 直觉 主义 永 真 的 ， 要 么 有 一 个 有 穷 
框架 反例 。 这 个 事实 给 我 们 提供 了 一 个 关于 无 量词 公式 直觉 主义 永 真性 的 判定 方法 ( 尽 
管 简单 ) 。 

定理 5. 9( 有 穷 模型 性 质 ) ”一 个 无 量词 语句 在 所 有 框架 中 被 力 迫 ， 当 且 仅 当 它 在 所 有 有 
穷 框 架 中 被 力 迫 。 

证 明 考虑 任何 无 量词 公式 gp。 我 们 必须 证 明 : 如 果 它 在 某 个 框架 C 中 不 被 某 个 peR 所 
力 迫 ， 那 么 存在 一 个 有 穷 框 架 C' ， 使 得 它 在 其 中 不 被 力 迫 。 令 下 为 wp 的 所 有 子 公式 集 。( 回 
忆 第 二 章 判 断 p 的 子 公式 的 定义 2.6 或 命题 3.8。) 对 于 RR 中 的 p，, 定义 RR 的 元 素 所 组 成 的 
类 [p], 其 中 每 个 元 素 与 p 力 迫 中 相同 的 公式 ， 

[p] = lae RI (Vy e X) (plryeqlry)i 

XPF[p]eR, S R' 为 所 有 这 样 的 [pj] 所 组 成 的 集合 。 现 在 不 同类 [p] eR MM X HA 
同 子 集 。 因 为 X， 即 p 的 子 公式 集 ， 是 有 穷 的 ， 所 以 R' 也 是 有 穷 的 。 定 义 R' 上 的 偏 序 为 : 
Lg] [Lp] ， 如 果 关 中 被 g 力 扎 的 每 个 公式 都 被 p Hh. REL PIA LI HEN, KSAT 
ER X PRLI PES r 所 力 迫 的 每 个 公式 也 都 被 [p] 中 某 个 s 所 力 迫 。) 定 义 一 个 以 R' 为 其 
偏 序 集 的 有 穷 框架 C'， 使 得 4([p]) =A(p) NX, BE C'([p]) 为 出 现在 4([p]) 中 的 常 元 
集 。 我 们 断言 : 对 于 所 有 pe RA XCPISEUBS y, [plep ERK pip LANE RAR 
足以 证 明 该 定理 。 我 们 对 公式 进行 归纳 来 证 明 该 断言 : 

AF y: 4([p]) =A) n X 是 说 ,如果 风 是 了 中 的 原子 公式 ， WAlplkep, EHN 
M y fEA(p)X P, sU, MHRA pity. 

归纳 步 : WO o dEX P. RHIAN, WHAE qe R, qi-,0)24 BM a]lF 0, A 
q IF? BAX PA [ adl e ure 

(1) 析 取 式 ; pike v Pep lo Kp it jy ex[p]l- Ripley REHA epic 0 v v. 

(JERA: pl On yep lð Hpl-jexipl]i--0 Al plop REAM )olp lit c0 ^w. 

(3) Rex: Bip] Op. RAN YAU pl-,0—. WMR qp 且 9 上 9， 那么 根据 归 
583, [gl\it.6, PURBRN MRAM qo p 可 得 [g]>[p] 的 事实 ，[g]jiho。 然 后 由 归纳 
i, ASAE RH glow. RZ, Wpldop 且 0 在 X 中 。 我 们 必须 证 明 [p ]l- 6, 
BlnsR[g]2[p]H[al]lFe0, BAlq]l+ op. REAARERH, 0 EX PH ploy, 
MULq) =p) Bw qop RERNH CE La 1-0 MARRE, Aqit.@. Alt ly, 
且 再 次 根据 归纳 ， 有 [gq]iHoy。 

(4) 否 定式 的 证 明 与 蕴涵 式 的 类 似 ， 留 作 习 题 16。 口 

定理 5.10 我 们 可 以 能 行 地 判断 任何 无 量词 语句 的 直觉 主义 永 真性 。 

证 明 根据 完全 性 定理 (定理 4.9 和 定理 4. 10) 中 所 表达 的 CSIT 的 性 质 ， 我 们 知道 如 果 
一 个 给 定语 句 o 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 其 CSIT 将 给 出 g 的 一 个 (必然 ) 有 穷 的 表 证 明 。 另 
一 方面 ， 如 果 p 不 是 永 真 的 ， 那 么 根据 有 穷 模 型 性 质 ( 定 理 5.9)， 存 在 一 个 有 穷 框架 反例 。 
因此 我 们 可 以 同时 搜索 g 的 有 穷 框架 反例 和 展开 o 的 CSIT。 最 终 必 定 找到 o 的 一 个 有 穷 框 
架 反 例 ， 或 者 得 到 o 是 直觉 主义 永 真 的 直觉 主义 表 证 明 。 g 

定理 5. 10 的 证 明 中 所 体现 的 判断 方法 不 是 很 令 人 满意 。 根 据 该 方法 ， 我 们 既 不 知道 其 
证 明 或 反例 到 底 有 多 大 ， 也 不 知道 我 们 要 搜索 多 久 才 能 找到 。 我 们 所 能 说 的 仅仅 是 ， 给 定 一 
个 无 量词 语句 ， 只 需 考 虑 出 现在 所 给 语句 中 的 原子 公式 的 所 有 框架 ， 它 们 至 多 有 o 的 所 有 
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子 公 式 那 么 多 。 但 是 通过 进一步 努力 ， 我 们 可 以 有 一 个 更 明确 的 算法 ， 该 算法 可 以 产生 无 量 
词 的 o 的 某 个 表 证 明 ， 而 且 产 生 一 个 证 明 或 反例 所 需 的 步 数 可 以 控制 在 更 好 的 界限 内 ( 见 
Nerode[ 1990，4.2] )。 我 们 只 需 指 出 的 是 ， 该 判断 方法 比 经 典 逻辑 所 用 的 判断 方法 要 复杂 得 
多 。 正 如 我 们 所 知道 的 (第 一 章 定理 4.8) ， 无 量词 的 谓词 逻辑 等 同 于 命题 逻辑 。 经 典 命题 逻 
辑 中 可 满足 性 的 判定 问题 是 典型 的 NP -完全 问题 。 但 是 对 于 命题 直觉 主义 逻辑 来 说 ， 该 判 
定 问题 对 多 项 式 空 间 是 完全 的 (Statman[ 1979, 5.31). 

直觉 主义 逻辑 中 的 可 判定 性 可 以 再 向 前 推进 一 步 。 与 经 典 馆 辑 不 同 ， 前 束 语句 类 的 直觉 
主义 永 真性 是 可 判定 的 。 上 面 ( 或 其 他 的 ) 关 于 无 量词 语句 的 证 明 可 以 扩展 到 前 东 语 句 ( 习 
题 17) ,需要 应 用 存在 性 (定理 2.21) 和 常 元 定理 的 一 个 直觉 主义 版 本 (第 三 节 习 题 32)。 然 
而 ， 正 如 人 们 所 预料 的 那样 ， 整 个 直觉 主义 逻辑 的 永 真性 问题 ， 同 经 典 逻辑 一 样 ， 是 不 可 判 
定 的 。 给 定 经 典 逻 辑 永 真性 问题 的 不 可 判定 性 (第 三 章 推论 7.10) ， 我 们 可 以 用 哥 德 尔 给 出 
的 保持 永 真性 的 变换 把 它 归 约 为 直觉 主义 逻辑 永 真 性 问题 的 不 可 判定 性 。 

定义 5.11 如 果 4 是 一 个 原子 公式 ， 那 么 -4 是 哥 德 尔 公 式 。 如 果 p 和 由 R FERA 
A, B29, paw fo xo 也 是 。 

TEES PAGE HB, AM--ABSHWAL A, A, VI 是 充分 的 (adequate) 。 所 以 对 于 每 个 
公式 pg， 存在 一 个 歌德 尔 公 式 PSF p。 经 典 永 真 性 的 判定 问题 因此 可 以 约 化 为 仅仅 判定 
哥 德 尔 公式 的 永 真性 。 我 们 现在 希望 证 明 : 一 个 哥 德 尔 公 式 少 是 经 典 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 
是 直觉 主义 永 真 的 。 其 中 充分 性 方向 就 是 定理 2. 6 的 特例 。 我 们 需要 对 哥 德 尔 公 式 证 明 其 逆 
命题 。 

定义 5.12 de p 是 一 个 哥 德 尔 公 式 且 是 框架 C 中 的 一 个 力 迫 条 件 ， 那 么 P 沾 p 或 
(392p)(9g 让 -op)。 特 别 地 ， 如 果 卫 不 力 迫 p， 那 么 下 列 情形 之 一 成 立 : 

(1) 如 果 9P = 一 钞 那么 39 关 PC9 目 峭 ) 。 

(2) p=ya0, RA IJqS>plalk ny A qla) 

(3) e= Vsy, MAC Agp) AceC(q))(gtrap(ec)). 

证 明 我 们 对 e 用 归纳 法 。 其 基本 情形 是 p 为 ~-4， 其 中 4 为 某 个 原子 语句 。 在 这 种 
情形 中 ， 如 果 p 不 力 迫 gp， 那么 根据 否定 式 力 迫 的 定义 (定义 2.2( 证 ))， 存 在 gp JEA, 
DRE) RRA. ER, EKK, URo-—p Haly, WARE yv HEKE 
义 永 真性 ( 例 2.15),， Aq ika-p( Bg ire). 

如 果 gp 为 -上 且 Pp 不 力 迫 -小 ， 那 么 ， 同 基本 情形 一 样 ， 存 在 gp Hib y UR--y. 

如 果 g 为 和 ^9 且 p 不力 迫 pg， 则 要 么 p 不 力 迫 WW 要 么 p 不 力 迫 89。 因此 根据 归纳 ， 存 在 
q>p 力 迫 - 纱 或 -9。( 再 一 次 注意 ， 根 据 关 于 力 迫 的 基本 事实 ， 这 蕴涵 着 qiya 9) 。) 

WR p 为 Yxp(x) 且 P 不 力 迫 p， 那 么 根据 力 追 定义 ， 存 在 rz>Pp 和 cseC(r)， 使 得 > 不 
力 迫 wy(c)。 那 么 由 归纳 假设 知 ， 存 在 qer, HR gi--p(c), KERER. SPA TERI 
这 样 的 g 也 力 迫 -gp。 口 

定义 5.13 框架 C 中 一 个 力 连 条 件 序列 (p,) 是 扩展 p 的 一 般 序列 (generic sequence 
extending p) ， 如 果 p, 2 p 且 下 列 条 件 成 立 : 

(i) 对 每 个 i， P: SPisio 

(ii) SPÁE 4-38 DY, Bi, EA p Jo i8 Ap AAW. 

Cii) 对 每 个 哥 德 尔 语句 o, BAI, RAD, IF p XL p E81] E 5.12 中 相应 条 款 所 要 求 
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的 关于 o5 X444 gp. 

58|385.14 对 于 框架 C 中 每 个 力 连 条 件 p， 存 在 一 个 扩展 p 的 一 般 序列 。 

证 明 1g, ieN| 为 所 有 哥 德 尔 语句 的 一 个 枚 举 。 归 纳 定义 一 个 序列 《p, | ie ND. 
Bp po WR p ko He, 为 =-- 少 ， 其 中 少 为 原子 语句 ， 那 么 根据 力 迫 定义 ， 存 在 9 关 P 7] 
38 yo S p WRR go WE p, |e, 但 o, 不 是 这 种 形式 的 ， 令 PP Spio MR p, RAI 
P Fpa T Rp 的 一 个 条 件 ， 这 可 由 引 理 5.12 中 对 应 于 e, 的 条 款 所 保证 。( 所 以 ， 特 别 
地 ， 如 果 w; Eny, HP y 为 原子 语句 且 p, RI p, BWA palayo TR, FA p, HH 
IET RE p 的 一 般 序列 的 定义 。 口 

定理 5.15 对 每 个 哥 德 尔 语句 p, 是 经 典 永 真 的 ， 当 且 仅 当 p 是 直觉 主义 永 真 的 。 

证 明 正如 我 们 所 说 的 那样 ， 如 果 p 是 直觉 主义 永 真 的， 那么 它 是 经 典 永 真 的 (定理 
2.6) 。 要 证 明 其 逆 命 题 ， 设 w 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 即 存在 一 个 框架 C 和 一 个 力 迫 条 件 p， 
使 得 p RA p。 我 们 必须 建立 一 个 经 典 模型 4， 使 得 p 在 其 中 为 假 。 根 据 引 理 $. 14 ， 我 们 
可 以 选取 哥 德 尔 语句 的 一 个 枚 举 ， 其 中 pg。= pg， 和 C 中 一 个 扩展 p 的 一 般 序 列 (p, | ie N), 
注意 ， 根 据 我 们 的 假设 p 不 力 迫 p MRAP, Ap, IH -gp。 令 我 们 所 要 求 的 经 典 模 
型 A 的 全 域 4 为 U1C(p,) Lie NWN}。 我 们 定义 A 的 关系 为 A 上 FR(E) 当 上 且 仅 当 3iCp, HR(e))。 

我 们 断言 : 对 于 每 个 哥 德 尔 语句 pg，AFgp Sji(p; ie). Ap, I--e( Hoo 是 哥 德 
尔 语句 ) ， 这 给 了 我 们 所 要 求 的 -9 的 经 典 模型 。 其 证 明 可 根据 语句 e 的 构造 进行 归纳 。( 注 
意 ， 我 们 在 定义 5. 11 中 指定 了 公式 构造 层次 的 顺序 ,使 得 对 于 每 一 个 常 元 c<，Vxy (x) 都 
~y (c) BS fH.) 

基本 情形 是 9 And, HP y AATE., AA p; 是 一 个 一 般 序 列 ， 所 以 存在 一 个 i, 
使 得 p; 力 迫 光 或 p 力 迫 -yw。 在 前 一 种 情形 中 ， 根 据 定义 ，A 满 足 y( 以 及 一 一 上 ) 。 在 后 一 种 
情形 中 ,没有 p, 能 够 力 迫 汪 。 所 以 根据 .4 的 定义 ,yw 在 A 中 为 假 。 

如 果 g 为 yw ^9， BMAAEGPSAEP HALO. 根据 归 纳 ， 这 个 条 件 成 立 当 和 且 仅 当 存 在 j 
Ak, [E18 p,l- 且 p, H0 AN p 构成 力 迫 条 件 的 递增 序列 ， 所 以 这 等 价 于 存在 i， 使 得 
pil- y ^ 6,80 p; It go 

如 果 gp Bay, BAAFQGe ALY. REIA, KRUYANSRFES, HE p IF v. 
184m — ALPE, RI TRS SAE i, E4 p-p, B pik go 

如 果 p 为 Vxy(x)， 先 设 AF wp。 如 果 不 存在 p, Hi o, 那么 根据 一 般 序 列 定义 ， 存在 i 
Alc, (84% p,I-p(c). MARBAN, AFaw(c), Fi. MFM, RAEI, HE 
p,l- Vap(x). BA, MRR ceA, FE joi, 使 得 ce C(p,) 生 pj lIFy(c)。 从 而 根据 归纳 ， 
我 们 知道 AFyw(c) 对 于 每 个 ceA 成立， 即 AF yp， 得 证 。 | 口 

定理 5.16 直觉 主义 逻辑 的 永 真 性 问题 是 不 可 判定 的 。 

WEBH ”如 果 我 们 可 以 能 行 地 判定 任意 给 定 的 语句 yy 是 不 是 直觉 主义 永 真 的 ， 那 么 我 们 
就 可 以 通过 检查 (如 同 定义 $. 11 中 所 定义 的 )8? 是 不 是 直 党 主义 永 真 的 来 判定 任何 语句 o 是 
不 是 经 典 永 真 的 。 这 与 经 典 谓词 逻辑 永 真性 的 不 可 判定 性 (第 三 章 推论 7. 10) 了 矛盾。 口 

推论 5.17. 不 是 每 一 个 语句 都 直觉 主义 等 价 于 一 个 前 束 形式 语句 。 

证 明 ”假如 每 个 语句 都 有 一 个 直觉 主义 等 价 的 前 束 形式 ， 系 统 的 搜索 将 找到 这 样 一 个 等 
价 的 表 证 明 。 那 么 前 束 语 句 永 真性 的 判定 方法 (习题 17) 可 用 于 判定 所 有 语句 的 永 真性 。 OF 





BH EUER 197 





习题 
下 面 是 一 列 (1 ~ 12) 经 典 永 真 的 但 不 是 直觉 主义 永 真 的 语句 9。 对 其 中 的 每 一 个 语句 ， 从 F 名 小 8 开始 
展开 表 直 到 足以 产生 一 个 框架 ， 使 得 9 在 其 中 不 被 力 迫 。 在 每 一 个 例子 中 ， 设 o 和 为 原子 语句 且 要 人 么 不 
含 自由 变 元 (1 ~8)， 要么 只 有 * 是 自由 的 (9 ~14) 。 
1. (p v ~g) 
2. (5599) 
3. nlp ^V) (ev a) 
4. 4e v 339 
5. (8g) Ql 9) 
6. (gw) > (sev) 
7. aC Vx) e( x) 5C dx) 5g (x) 
8.( Vx) 一 一 Po(x) 一 一 一 (人 Vx) (+) 
9. (Vx) (pv bls) =o pv CVx)w(x)) 
10. (9 一 ( da) p(x) )>( 33) (e (x)) 
H.CCVs)e(x) m) — (3x) (o(x) 5d(x)) 
12. (( Vx) Ce(x) v e(x)) A -C3x)g(x)) —5C3x)g(x) 
13. 证 明 ; 在 例 5.5 所 构造 的 框架 中 人 不 力 追 (一 gp 一 一 儿 ) 一 (一 p) 。 
14. 证 明 : 《9 一 峭 ) 一 (一 9p) 在 每 个 框架 C 中 被 每 个 节点 所 力 迫 ， 其 中 C 的 偏 序 集 尺 上 的 序 是 线性 序 。 
15. 证 明 : 在 例 5.7 所 构造 的 框架 中 名 不 力 迫 Vx 一 一 p(xz) 一 一 一 Yxp(x)。 
16. 完成 定理 5.9 的 证 明 ， 即 验证 妇 纳 步 中 的 否定 式 情形 。 
17. 证 明 : 前 束 语 句 类 的 直 党 主义 永 真性 是 可 判定 的 。( 提示: 连续 应 用 第 二 节 习 题 9 和 第 三 节 习 题 32， 将 
判定 前 东 形 式 语 名 的 永 真性 妇 约 为 判定 许多 无 量词 语句 的 永 真性 。) 


第 六 节 比较 指南 
本 节 提 供 了 一 个 比较 模 态 逻辑 和 直觉 主义 逻辑 之 间 异 同 的 指南 。 我 们 以 第 二 章 中 所 给 出 
的 经 典 谓词 逻辑 作为 一 个 共同 的 起 点 。 
一 、 语 法 
第 二 章 定义 2. 1 到 定义 2.6 中 给 出 了 经 典 逻 辑 的 语法 。 由 于 技术 上 的 原因 ， 在 模 态 逻辑 
和 直觉 主义 逻辑 中 ， 设 语言 Cc 至少 含有 一 个 常 元 符号 ,但 不 含 任何 不 同 于 常 元 的 函数 符号 。 
我 们 仍然 把 十 视 为 一 个 被 定义 的 符号 
poy 意思 是 ob^) 
当然 ， 模 态 逻 辑 添加 了 两 个 新 算 子 口 和 人， 在 语法 上 可 视 为 一 元 的 命题 联结 词 。 然 而 它们 的 
语义 实际 上 是 二 阶 的 。 
=. HM 
第 二 章 第 四 节 中 给 出 了 经 典 逻 辑 的 语义 ， 即 在 语言 C 的 结构 .4 中 解释 C。 模 态 逻 辑 和 直 
觉 主义 逻辑 两 者 使 用 结构 系统 ( 称 为 框架 ) 和 一 个 新 关系 ( 力 连 ，ih ) 来 定义 它们 的 语义 。 在 
两 种 情形 中 ， 框 架 的 构成 包括 一 个 可 能 世界 集 ( 王 或 R)、 这 个 集合 上 的 二 元 关系 $ 和 一 个 函 
数 ， 该 函数 给 每 个 世界 p 指派 一 个 其 论 域 为 C(p) 的 经 典 结构 C(p)。 令 L(gq) 为 £ 的 扩张 ,对 
于 每 个 ce C(g) ， 该 扩张 是 由 在 C 中 添加 一 个 新 常 元 得 到 。 在 模 态 逻辑 中 (第 四 章 定义 2.2)， 
二 元 关系 S 可 以 是 任意 的 ， 而 在 直觉 主义 逻辑 中 它 总 是 设 定 为 某 个 偏 序 <。 在 这 两 种 情形 
中 ,我们 都 设 定 各 结构 的 论 域 具有 单调 性 : 如 果 pSq(psq), 那么 C(p) CC(g)。 在 直觉 主 
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义 逻 辑 中 ， 我 们 还 要 求 真 原子 事实 集 是 单调 的 : WR psg, op 是 一 个 原子 语句 且 C(p) Fo, 
那么 C(9) Feo 

这 里 关键 的 定义 (第 四 章 定义 2. 2 和 第 五 章 定 义 2.2) 是 可 能 世界 p 和 语句 9 之 间 的 力 连 
KA: pj- pg。 在 两 种 逻辑 对 应 的 定义 中 ， 原 子 公式 与 对 应 于 v， 和 人 和 的 归纳 情形 都 是 经 典 
的 真 值 定义 (第 二 章 定义 4.3) 相 同 的 “自然 推广 : 

如 果 o 是 原子 的 , peec) te; pF-evibepl-esxxpl-y; php 和 tephHep 且 
pit ws pit 3xp(xz) 全 在 C(P) 中 存在 <， 使 得 pihHep(e)。 当 然 ， 模 态 逻 辑 的 定义 中 还 有 给 出 
口 和 今 语义 的 条 款 。 

然而 模 态 逻 辑 和 直觉 主义 逻辑 的 关键 差别 在 于 对 ~， 一 和 Y 的 处 理 。 在 模 态 逻辑 中 ， 其 
解释 继续 遵循 自然 ”的 经 典 风格 ， 例 如，p Fg ep 不 力 迫 pg。 这 种 情形 在 直觉 主义 逻辑 中 
是 十 分 不 同 的 。 这 里 p 小 -9 意思 是 没有 gp 力 迫 pg。 类 似 地 ， 我 们 在 直觉 主义 逻辑 中 对 一 
FI V 的 定义 为 : 

Pl- ep 2138 o 的 每 个 gp 也 力 迫 v; 

pl- Vxe(x) S HEA qzp 和 每 个 ce C(q), qikg(c). 

一 旦 定义 了 力 迫 关系 ， 在 模 态 和 直觉 主义 逻辑 中 ， 对 应 于 经 典 真 值 ( 第 二 章 定义 4.3) 和 
永 真性 (第 二 章 定义 4.4) 的 概念 是 相同 的 : p 在 框架 C 中 被 力 迫 ， 当 且 仅 当 对 C 中 每 个 世界 p， 
"iple; 9 是 永 真 的 ， 如 果 它 在 每 个 框架 中 都 被 力 迫 。 

值得 指出 的 是 ， 对 于 -， 一 和 Y 的 “非常 规 的 "直觉 主义 解释 都 有 些 模 态 味道 。 例 如 ， 
p IF efl pl- Vxp(x) 在 直觉 主义 逻辑 中 的 解释 ， 很 像 pPih 口 -~p 和 phDVxp(x) 分 别 在 模 
态 逻 辑 中 的 解释 。 这 些 想 法 形成 了 从 直觉 主义 逻辑 到 模 态 逻辑 S 的 哥 德 尔 保持 永 真性 变换 。 
( 见 Gödel [1933，2.3] 和 Gödel [1986，2.3] 的 第 1 卷 第 269 ~ 299 页 的 一 些 介绍 性 注 记 。) 
三 、 表 

原子 表 是 为 了 反映 不 同 联结 词 和 量词 的 语义 而 设计 的 。 因 此 原子 语句 和 经 典 联结 词 的 模 态 
表 ( 第 四 章 定义 3.1) 本 质 上 与 第 二 章 第 六 节 的 经 典 表 是 相同 的 。 例 如 ， 由 7 了 (w ^ 少 ) 开 始 的 经 典 
RH To 和 Ty 连接 在 一 起 ; 由 2 上 Hp 和 ^ 少 开始 的 模 态 表 将 Tp It o 和 Tp it y 连接 在 一 起 。 

在 经 典 逻辑 中 ， 仅 用 一 个 新 常 元 作为 真 存在 语句 的 证 据 ( 或 者 假 全 称 语 句 的 反例 ) E 
模 态 逻辑 中 除 此 之 外 ， 对 于 量词 的 分 析 还 必须 反映 各 论 域 之 间 的 关系 。 因 此 举例 来 说 ， 给 定 
某 表 中 某 条 路 径 上 的 一 个 表 值 Tpi- 3xp(x) ,我们 可 以 引入 一 个 新 <， 并 在 该 路 径 上 添加 断 
言 Tp Hp(c)。 另 一 方面 ， 给 定 一 个 表 值 Tp lt Vxep(x*) ， 我 们 可 以 这 样 展开 它 ， 对 于 任何 适 
当 的 ec， 添加 Tp + pg(c)， 这 里 所 谓 “ 适 当 的 e” 是 指出 现在 任何 关于 某 个 记 界 q 的 断言 中 的 任 
fuf c, 使 得 p 是 从 9 可 达 的 (从 而 指定 的 论 域 C(p) 中 任何 世界 都 是 从 g 可 达 的 ) 。 模 态 算 子 引 
人 了 建立 新 世界 的 可 能 性 。 例 如 ， 给 定 Tpl- Cp， 我 们 引入 一 个 新 世界 9， 使 得 ps B 
9 目 p。 我 们 还 必须 按照 其 语义 和 可 达 性 关系 解释 口 : AE Tp Oe, MFM YH, B 
任何 g， 使 得 pSg， 我 们 可 以 添加 上 Tg It po 

然而 在 直觉 主义 逻辑 中 ， 根据 原子 语句 和 联结 词 ~ 和 一 以 及 量词 的 新 语义 ,我 们 必须 做 
相应 的 改变 。 原 子 事 实 的 单调 性 假设 告诉 我 们 ， 对 于 任何 原子 语句 o, MAE TpHe Mps 
qit, BME Tg 上 p。 正 如 在 口 的 模 态 分 析 中 所 要 求 的 那样 ,“ 非 常规 "联结 词 的 分 析 涉 及 建 
立新 世界 或 展望 已 定义 的 未 来 世界 。 例 如 ， 给 定 Tp I~p， 对 任何 适当 的 g， 即 任何 使 得 p < 
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4 的 9， 我 们 可 以 添加 Fq IH pg。 男 一 方面 ， 给 定 miH-ep， 我 们 可 以 引信 人 一 个 新 世界 9， 使 得 
p< 和 ?9， 并 添加 断言 Tq +- g。 对 于 直觉 主义 蕴涵 的 分 析 是 类 似 的 : WR Tpl- ov, psq 且 
Tq i- g 都 出 现在 某 路 径 P 上 ， 那 么 我 们 可 以 添加 Tg ity SI P E; 如 果 Fpi gop HR, I 
么 我 们 可 以 引入 一 个 新 的 g， 并 添加 p<q，7Tg lH e 和 Fal y。 量 词 表 的 构造 ， 正 如 你 可 能 期 
望 的 那样 : 给 定 Tp Ik 3xp(x)， 引 入 一 个 新 的 c 并 添加 断言 Tp lk ole); A Tp lt Vxo(x), 
对 于 任何 适当 的 9 Ac, BERI qo p 和 在 世界 9 中 的 任何 。<， 我 们 可 以 添加 Tq I pg(e)。 

一 有 旦 这 些 不 同 的 语义 已 经 构筑 到 原子 表 中 ， 在 模 态 逻辑 (第 四 章 定义 3.2) 和 直觉 主义 人 
辑 ( 第 五 章 定义 3.2) 中 的 表 定 义 本 质 上 与 经 典 逻辑 (第 二 章 定义 6.1) 中 的 定义 是 相同 的 。 仅 
有 的 改变 在 于 “新 的 ”和 “适当 的 ”的 概念 ， 以 使 得 它们 符合 相应 的 语义 和 术语 。 我 们 应 当 指 
出 ， 如 同 在 模 态 逻辑 中 那样 ， 很 可 能 在 直觉 主义 逻辑 中 直接 将 序 关 系 ps 放 在 表 中 。 我 们 
没有 这 样 做 仅仅 是 因为 ， 直 党 主义 逻辑 中 对 于 序 关系 构造 的 规定 使 得 我 们 容易 从 表 的 其 他 部 
分 读 出 该 序 关系 。 因 此 在 仅 用 到 直觉 主义 逻辑 的 工作 中 ,采用 经 典 样式 而 不 在 表 中 塞 入 序 事 
实 会 比较 简单 。 对 于 模 态 表 中 所 构造 的 二 元 关系 来 说 ， 其 一 般 性 使 得 直接 记录 这 些 关 系 更 
简单 。 

在 任何 情形 中 ， 表 证 明 的 概念 (第 二 章 定义 6.2， 第 四 章 定 义 3.3， 第 五 章 定义 3.3) 在 
TUBNGESHCPARER ERMA: 一 个 由 断言 p 不 成 立 ( 或 9g 被 力 迫 ) 开 始 的 表 是 p 的 一 个 证 明 ， 
如 果 其 中 每 条 路 径 都 含有 矛盾 ( 既 断 言 某 语句 为 真 又 断言 它 为 假 ) 。 

四 、 可 靠 性 和 完全 性 

可 靠 性 (第 二 章 定 理 7.2， 第 四 章 定 理 4.3， 第 五 章 定 理 4. 3) 和 完全 性 (第 二 章 定 理 7.7， 
第 四 章 定理 4. 13 ， 第 五 章 定理 4. 10) 定 理 在 三 种 逻辑 中 形式 上 是 相同 的 : 如 果 o 是 可 证 的 ， 
那么 它 是 永 真 的 ; WR o 是 永 真 的 ， 那 么 它 是 可 证 的 。 此 外 ， 至 少 在 梗概 上 ， 可 靠 性 和 完 
全 性 的 证 明 也 是 相同 的 。 在 可 靠 性 的 证 明 中 ， 关 键 引 理 是 : 如 果 一 个 结构 或 框架 与 某 表 的 根 
一 致 ， 那 么 在 该 表 中 存在 一 条 路 径 ， 使 得 该 结构 或 框架 与 该 路 径 上 每 一 个 表 值 一 致 (第 二 章 
引 理 7.1， 第 四 章 定理 4.2， 第 五 章 定理 4.2)。 当 然 ， 经 典 逻 辑 中 所 使 用 的 直 白 的 “与 …… 
一 致 "概念 (.4 与 Te 一 致 ， 当 且 仅 当 AEF og) 必须 进行 推广 ， 以 处 理 框架 和 力 迫 ， 但 是 在 模 态 
(第 四 章 定义 4.1) 和 直觉 主义 逻辑 (第 五 章 定义 4. 1) 中 ， 这 个 概念 在 形式 上 是 相同 的 。 在 这 
个 基本 引 理 中 ， 对 每 一 种 情形 的 证 明 都 是 对 表 的 构造 进行 归纳 。 模 态 和 直觉 主义 论证 的 不 同 
之 处 仍然 仅仅 是 在 不 同 的 原子 表 上 。 每 一 个 都 遵循 其 相应 的 语义 。 给 定 这 个 基本 引 理 ， 就 直 
接 得 到 可 靠 性 的 证 明 ， 且 该 证 明 在 三 种 逻辑 背景 中 是 完全 相同 的 : WRA o 的 一 个 证 明 ， 
那么 该 证 明 是 从 断言 p 不 成 立 开 始 的 ， 并 且 表 的 每 条 路 径 包 含 矛盾 。 因 为 没有 结构 或 框架 
可 以 与 矛盾 一 致 ， 所 以 没有 结构 或 框架 与 该 表 的 根 一 致 ， 即 o 是 永 真 的 。 

完全 性 定理 的 证 明 是 通过 定义 一 个 系统 的 方法 ， 生 成 一 个 具有 给 定 根 的 表 ， 该 表 展 开 了 
每 一 个 表 值 : 完全 系统 ( 模 态 或 直觉 主义 ) 表 (CST， 第 二 章 定 义 6.9; CSMT， 第 四 章 定 
义 4.8;CSIT， 第 五 章 定义 4.6)。 在 模 态 CSMT 的 构造 中 ， 还 定义 了 一 些 可 能 世界 和 这 些 可 
能 世界 之 间 的 可 达 性 关系 ， 这 些 定义 都 体现 在 其 原子 表 中 。 在 直觉 主义 情形 中 ， 可 达 性 关系 
限制 为 偏 序 ， 这 人 允许 我 们 事先 确定 可 能 世界 集 ， 并 为 这 个 集合 选取 任何 足够 复杂 的 序 。 我 们 
选取 自然 数 的 有 穷 序 列 集 ， 其 序 为 序列 之 间 的 扩展 关系 。 在 经 典 和 模 态 表 的 展开 中 ， 每 个 表 
值 都 被 展开 的 思想 可 以 用 约 化 表 值 和 完成 表 ( 第 二 章 定 义 6.7， 第 四 章 定义 4.6) 等 概念 来 表 
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达 。 对 于 直 党 主义 逻辑 ， 我 们 的 证 明 没 有 给 出 明确 的 定义 ， 而 是 把 相应 的 要 求 放 在 其 CSIT 
的 构造 和 第 五 章 引 理 4. 8 的 证 明 中 。( 第 五 章 定 义 4.6 中 ,适当 展开 的 表 值 概念 取代 了 第 四 
章 定义 4.6 中 的 约 化 表 值 概念 ， 且 完成 表 概 念 被 第 五 章 引 理 4. 8 中 所 列 性 质 所 取代 。) 像 第 四 
章 定义 4.6 中 模 态 逻 辑 那 样 ， 给 出 直觉 主义 逻辑 的 相应 定义 也 是 合理 的 ， 尽 管 有 些 长 。 如 果 
像 上 面 所 建议 的 那样 ， 修 改 原子 直觉 主义 表 ， 把 序 关 系 直接 放 在 表 中 ， 那 么 就 可 以 像 CSMT 
那样 给 出 CSIT 的 定义 ， 其 中 相应 地 调整 了 关于 量词 和 * 非 常规" 联结 词 的 部 分 。 

现在 完全 性 定理 在 所 有 三 种 逻辑 中 的 证 明 可 以 考虑 使 用 从 断言 o 不 成 立 或 p RE p 所 力 
迫 开始 的 完全 系统 表 。 如 果 这 个 表 不 是 p 的 证 明 ， 那么 它 有 一 条 非 矛盾 路 径 P。 现 在 用 已 上 
的 表 值 建立 一 个 与 P 上 每 个 表 值 都 一 致 (第 二 章 定 理 7.3, 第 四 章 定 理 4.11， 第 五 章 定 
理 4.9) 的 结构 或 框架 C。 在 经 典 情形 中 ，g 在 C 中 不 成 立 ， 而 在 模 态 和 直觉 主义 情形 中 ，p 在 
C 中 不 力 迫 pg。 因此 ， 在 每 一 种 情形 中 o 都 不 是 永 真 的 ， 得 证 。 

对 于 经 典 逻 辑 ， 我 们 定义 单一 的 结构 C。 其 论 域 C 由 出 现在 P 的 断言 中 的 所 有 项 构成 。 
对 每 个 原子 语句 pgp， 该 结构 本 身 定义 为 CF pgp， 当 且 仅 当 Tp 出 现在 P 上。 在 模 态 和 直觉 主义 
两 者 的 构造 中 ， 我 们 必须 建立 一 个 完整 的 框架 C。C 的 可 能 世界 集 是 由 出 现在 P 上 断言 中 的 p 
所 构成 的 。 在 模 态 证 明 中 ，pSg 在 C 中 为 真 ， 当 且 仅 当 它 出 现在 P 上。 直觉 主义 情形 中 的 可 
达 性 关系 事先 由 己 上 序列 p，94 的 扩展 关系 所 确定 。 然 而 ， 假 如 修改 直觉 主义 原子 表 ， 让 它 
直接 记录 序 事实 ， 我 们 就 根据 出 现在 P 上 的 序 事实 来 定义 同样 的 序 。 

定义 框架 C 需 要 定义 结构 C(p) 的 论 域 C(p)。 在 两 种 情形 中 所 定义 的 论 域 C(p) 是 相同 
的 ， 因 为 我 们 对 这 些 论 域 作 了 同样 的 单调 性 假设 : C(p) 由 L 中 常 元 以 及 PP 上 任何 断言 中 出 现 
的 常 元 所 构成 ,其 中 该 断言 含有 某 个 可 达 p 的 g(g <p)。 在 这 些 论 域 C(p) 上 定义 的 结构 
C(p) 是 不 同 的 ， 其 原因 在 于 对 直觉 主义 逻辑 中 原子 事实 的 单调 性 假设 。 在 模 态 情形 中 ， 念 
照 经 典 逻 辑 ， 我 们 定义 一 个 原子 语句 9 在 C(P) 中 为 真 ， 当 且 仅 当 Dio 出 现在 已 上 。 在 直 
党 主义 构造 中 ，C(p) 上 2， 当 且 仅 当 对 任何 9 和 pp，79 上 Hp 出 现在 已 上 。 

对 于 这 三 种 逻辑 来 说 ， 论 证 我 们 刚才 所 定义 的 框架 与 P 上 每 个 表 值 一 致 ， 可 以 直接 对 
HRE P EWI o 的 复杂 性 使 用 归纳 法 。 这 样 可 以 得 到 完全 性 定理 的 证 明 。 
A. BRER 

在 经 典 和 模 态 逻辑 中 ， 我 们 定义 了 某 语句 o 是 某 语 句 集 2 的 逻辑 后 承 的 概念 。 经 典 地 ， 
Zo, HHDUMS o 在 任何 使 得 号 中 每 个 语句 由 为 真 的 结构 C 中 为 真 (第 二 章 定义 4.4) 。 在 模 
SHEP, RN AINERER, SAMY 在 力 扎 每 个 ye 的 框架 C 中 被 力 迫 (第 四 
章 定义 2.8)。 对 于 每 一 种 逻辑 ， 我 们 接着 介绍 从 王 出 发 的 表 证 明 概 念 。 相 对 于 标准 表 证 明 
而 言 ， 唯 一 的 改动 在 于 ， 对 于 任何 多 e 5 与 表 上 的 任何 路 径 P( 以 及 出 现在 P 上 的 任何 p)， 
现在 可 以 把 Ty (Tp tH 水) 添加 到 P 上 。( 经 典 和 模 态 情形 分 别 见 第 二 章 定 义 6. 1 和 第 四 章 定 
X 3.11。) 然 后 我 们 定义 了 从 前 件 出 发 的 完全 系统 表 ( 第 二 章 定义 6.9， 第 四 章 定义 4.14)， 
并 证 明 相应 的 从 前 件 出 发 的 演绎 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 (第 二 章 定理 7.2， 第 四 章 定理 4. 13, 
第 二 章 定理 7.7， 第 四 章 定理 4.15) 。 

尽管 我 们 没 明 确 地 对 直觉 主义 逻辑 做 相应 的 推广 ， 但 它们 可 以 仿照 模 态 逻辑 的 概念 进行 
定义 。 我 们 把 这 个 推广 留 作 习题 。 
六 、 可 判定 性 和 希 尔 伯 特 式 系统 

在 第 五 章 第 五 节 中 ,证 明了 命题 直觉 主义 逻辑 的 可 判定 性 (第 五 章 定理 5.10) 和 全 部 谓 
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词 直觉 主义 逻辑 的 不 可 判定 性 。 在 Fitting [1983 ，4. 4] 的 第 八 章 第 七 节 中 ， 有 一 个 关于 命题 
模 态 逻辑 可 判定 性 的 基于 表 的 证 明 ， 央 为 模 态 谓词 逻辑 包含 经 典 逻 辑 ， 即 不 含 模 态 算 子 的 语 
^j e 是 经 典 永 真 的 ， 当 且 仅 当 它 是 模 态 永 真 的 (第 四 章 第 一 节 习 题 10) ， 所 以 根据 谓词 逻辑 
的 丘 奇 定理 (第 三 章 推 论 8. 10) ， 模 态 逻辑 当然 更 是 不 可 判定 的 。 

在 第 四 章 第 六 节 中 ， 对 于 模 态 逻辑 给 出 了 一 个 希 尔 伯 特 式 公理 和 规则 系统 。 对 于 直觉 主 
义 有 逻辑 描述 一 个 对 应 的 系统 需要 谨慎 。 因 为 ~- 和 一 不 再 构成 联结 词 完 全 集 ， 所 以 我 们 必须 明 
确 地 处 理 每 一 个 命题 联结 词 。 类 似 地 ， 我 们 必须 明确 地 给 出 关于 3 了 的 公理 和 规则 。Kleene 
L1952，2.3] 的 第 十 九 节 给 直觉 主义 逻辑 提供 了 这 样 的 系统 ， 该 系统 有 一 个 优点 是 ， 只 要 加 
上 公理 模式 -gpg 一 g Kev -=p 就 可 以 扩展 为 经 典 逻 辑 的 证 明 系 统 。 
习题 

如 上 面 所 建议 的 那样 ， 我 们 严格 地 仿照 我 们 对 于 模 态 逻辑 所 做 的 处 理 ， 给 出 直 党 主义 逻辑 处 理 的 一 个 
梗概 。 
l. 重新 表述 直觉 主义 原子 表 ， 使 得 序 关 系 可 以 明确 地 出 现 。 例 如 ， 原 子 表 (F-*) BH, 


Fpi 一 


psp 


i 
Tp'I e 


Fp'irv 
. 对 于 这 个 直觉 主义 表 系 统 ， 描 述 对 应 的 “新 的 ”" 和 “适当 的 ”等 概念 ， 并 证 明 其 可 靠 性 定理 。 
. 对 于 这 个 系统 ， 定 义 相 应 的 约 化 表 值 和 完成 表 等 概念 。 
定义 对 应 的 CSIT 概念 ， 并 证 明 其 完全 性 定理 。 
. 像 模 态 逻辑 中 所 做 的 那样 ， 定 义 直 党 主义 逻辑 后 承 的 概念 。 
. 为 了 给 出 一 般 的 从 前 件 集 出 发 的 直觉 主义 表 和 对 应 的 从 前 件 出 发 的 CSIT 等 概念 ， 描 述 习 题 2 ~ 4 中 所 需 
要 的 改变 。 
7. 描述 习题 2 ~4 中 所 需要 的 改变 ， 以 证 明 直 觉 主义 逻辑 中 从 前 件 出 发 演绎 的 可 靠 性 和 完全 性 定理 。 


进一步 阅读 建议 


给 直觉 主义 逻辑 描述 一 个 如 同 第 一 章 第 七 节 和 第 二 章 第 八 节 那样 的 希 尔 伯 特 式 公 理 和 规 
则 系统 需要 谨慎 。 因 为 -和 一 不 再 构成 联结 词 完 全 集 ， 我 们 必须 明确 地 处 理 每 一 个 命题 联结 - 
词 。 类 似 地 ， 我 们 必须 明确 地 给 出 关于 3 的 公理 和 规则 。Kleene[ 1952，2. 3 ] 的 第 十 九 节 给 
直觉 主义 逻辑 提供 了 这 样 的 系统 ， 该 系统 有 一 个 优点 是 ， 只 要 加 上 公理 模式 -pg-»g 就 可 
以 扩展 为 经 典 逻 辑 的 证 明 系统 。 然 后 克 林 给 出 一 个 关于 逻辑 和 递归 论 的 详细 论述 ， 说 明 哪 些 
定理 已 经 被 直觉 主义 地 证 明了 ， 哪 些 还 没有 。 

除了 经 典 逻辑 到 直觉 主义 逻辑 的 永 真性 保持 变换 之 外 ，Gidel [1933，2.3] 还 提供 了 一 
个 从 直觉 主义 命题 逻辑 到 (如 第 四 章 第 六 节 中 所 描述 的 ) 模 态 逻 辑 S4 的 命题 部 分 的 保持 永 真 
性 变换 。 该 变换 的 解释 与 命题 和 谓词 两 个 版 本 的 有 关 证 明 的 参考 文献 见 Gidel [1986, 2.3] 
第 1 卷 第 296 ~ 299 页 对 于 Gödel [1933 ，2.31] 的 介绍 性 评注 。 

Fitting [1983, 4. 1] 提供 了 许多 不 同 的 表 方 法 。 对 于 使 用 自然 演绎 和 代数 方法 的 直觉 主 
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XEHE EEH, SL van Dalen [1983，3.2]。 对 于 直 党 主义 所 作 的 哲学 介绍 ， 见 
Dummett [ 1977，4.2]。 关 于 构造 性 数学 ， 见 Bridges 与 Richman [ 1985，4.2] Bridges 与 
Richman [1987, 4.2] 和 Troelstra Ej van Dalen [1988, ，4.2 ] 。 关 于 更 高 级 的 构造 性 数学 的 原 
数学 课题 ， 见 Beeson [1985, 4.2], 

对 于 直觉 主义 类 型 论 ， 见 Martin-Lif [1984, 4.2]; 它 在 一 个 计算 机 系统 即 构 造 性 定理 
证 明 器 上 的 应 用 ， 见 Constable[ 1986, 5.6]. 

最 后 ， 直 觉 主义 “经 典 的 ”基础 教材 是 Heyting [1971, 4.2], 





第 六 章 ”集合 论 基础 


和 其 他 现代 数学 教材 一 样 ， 本 书写 作 时 假定 读者 已 经 具有 了 一 些 初等 集合 论 的 知识 。 但 
是 这 种 假定 常常 是 不 合理 的 ， 因 而 ， 本 章 中 将 给 出 集合 论 的 一 种 非 形式 化 的 叙述 。 在 第 一 节 
到 第 六 节 ， 给 出 了 集合 论 中 的 公理 ， 并 论述 了 初等 集合 论 ， 这 足以 形式 化 数论 包含 的 基本 内 
容 ， 例 如 ， 自 然 数 作为 一 个 满足 著名 的 皮 亚 诺 (Peano) 后 继 公理 的 结构 ， 在 同 构 意 义 下 是 唯 
一 的 ， 而 且 通 过 归纳 或 者 递归 定义 的 函数 也 是 存在 并 且 了 唯一 的 。 另 外 ， 还 给 出 了 本 书 其 他 章 
节 所 和 需要 的 一 些 基本 的 集合 论 概念 ， 例 如 函数 、 序 列 和 序 。 在 第 七 节 ， 阐 述 了 一 个 基本 的 概 
T: 有 穷 集 合 和 可 数 集合 的 基数 。 余 下 的 几 节 (第 八 节 到 第 十 一 节 ) 中， 建立 了 超 穷 归纳 原 
则 ， 并 提出 了 无 穷 序数 和 基数 的 基本 理论 、 构 成 集合 论 的 自然 模型 的 累积 分 层 以 及 选择 公理 
的 一 些 常见 形式 。 同 时 ， 这 些 内 容 为 计算 机 科学 系 或 是 数学 系 的 任何 研究 生 课 程 提供 了 足够 
的 集合 论 背景 。 本 章 的 内 容 独 立 于 本 书 其 他 章节 ， 与 第 一 章 第 一 节 和 附录 A 的 一 小 部 分 内 
容 有 所 重复 。 


第 一 节 ”集合 论 中 的 一 些 基本 公理 


集合 论 最 基本 的 概念 是 相等 = 和 隶属 关系 es (通常 把 它们 的 否定 分 别 记 为 二 和 # )。 集 
合 也 可 以 用 作 变量 。 特 别 地 ， 集 合 的 元 素 仍 然 是 集合 。 我 们 首先 用 非 形式 化 的 语言 列 出 集合 
论 中 最 基本 的 公理 。 | 

公理 1( 外 延性 ) ”假设 y,，z 都 是 集合 ， 且 对 于 所 有 的 x，x Ey， 当 且 仅 当 % Ez。 
My =z, 

因此 ， 一 个 集合 完全 是 由 它 的 元 素 确 定 的 。 

公理 2( 空 集 ) ”存在 一 个 集合 x%*， 满 足 对 所 有 的 y，y x。 

因此 ， 存 在 一 个 不 包含 任何 元 素 的 集合 。 根 据 公 理 1， 这 样 的 集合 是 唯一 存在 的 ， 我 们 
称 之 为 空 集 (empty set), FILLES. Í 

公理 3( 无 序 对 ) 假设 和 7 都 是 集合 。 那 么 ， 存 在 一 个 集合 z， 满 足 对 所 有 的 ww， 
wez, SARS wax RH wey, 

因此 ， 对 任何 集合 x 和 y， 存 在 一 个 集合 z， 它 仅 有 两 个 元 素 : x 和 y。 根 据 公理 1，z 由 
x 和 y 唯一 确定 。 这 个 集合 称 为 * A y 的 无 序 对 (unordered pair), idfEIx, yl. 

公理 4( 并 集 ) 假设 x 是 一 个 集合 ， 那 么 看 在 一 个 集合 yY， 满 足 对 所 有 的 z，zEy， 当 且 
仅 当 存在 一 个 1 上， 满足 zEz 且 1 Exo 

也 就 是 说 ， 对 任何 集合 x*， 存 在 一 个 集合 y， 它 的 元 素 正 好 是 所 有 x 的 元 素 的 元 素 。 根 
据 公 理 1， 这 个 集合 y 是 唯一 确定 的 。 我 们 称 之 为 x 的 并 集 ， 并 记 作 Ux。 

公理 5( 子 集 构造 ， 也 称 为 分 离 或 概括 ) 假设 P(x) 是 集合 x 的 一 个 性 质 ， 且 z 是 一 个 
集合 。 则 存在 一 个 集合 y， 满 足 对 任何 的 x*，x Ey， 当 且 仅 当 xEz 和 P(x) 成 立 。 

根据 公理 1, y 由 PP 和 zz 唯一 确定 ， 记 作 {xezl P(x)|。 

评注 1.1 

(G) A382 指出 至 少 存在 一 个 集合 ， 即 空 集 。 
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(i) A83, AE 4 和 公理 5 可 以 看 作 是 集合 的 “生成 规则。 它们 使 我 们 能 从 已 有 的 集 
合 构造 新 的 集合 。 
(证 ) 根 据 公 理 2、 公 理 3、 公 理 4 和 公理 5 生成 的 集合 都 是 有 穷 集 合 。( 人 参见 习题 5。) 
(iv) HES 最 早 是 由 Zermelo[ 1908, ，2. 3] 提 出 的 ， 文 中 列 出 了 集合 论 中 一 些 描述 “明确 
的 "性质 的 公理 。Fraenkel[ 1922, 2.3] Skolem[ 1922，2. 3 ] 等 提出 “明确 的 ”性 质 这 个 概念 
并 不 够 准确 ， 因 此 ， 他 们 认为 公理 5 是 含糊 不 清 的 。 另 一 种 观点 认为 使 用 “性 质 ”" 最 广泛 的 
解释 ， 就 不 会 产生 任何 了 矛盾， 何必 杞 人 忧 天 ? 特别 地 ， 子 集 构 造 本 身 并 不 会 像 构造 所 有 集合 
的 集合 那样 导致 著名 的 罗素 悖 论 Russell[ 1903, 2.3], 
PRE 
如 果 所 有 集合 也 构成 一 个 集合 ， 记 作 w, H w 和 性 质 P(x) (EMA x € x) MAAS, 
可 以 得 到 一 个 新 的 集合 y。 当 我 们 考虑 y 是 否 是 它 自 身 的 元 素 时 ， 人 悖 论 就 产生 了 。 如 果 y ey， 
则 由 于 y 是 w 的 子 集 ， 故 P(y) 成 立 ， 从 而 有 y#y。 另 一 方面 ， 如 果 y sy， 则 根据 P HE 
X, Ply) GE, ATF y 是 w 的 子 集 ， 有 ysy。 无 论 哪 种 情形 ， 都 可 以 导出 矛盾 。 我 们 稍 后 
将 看 到 ， 和 其 他 的 悖 论 ( 例 如 ， 定 理 8. 6) 一 样 ， 在 朴素 集合 论 中 ， 解 决 这 种 明显 的 矛盾 的 方 
法 是 认为 包含 所 有 集合 的 集合 v 是 不 存在 的 。 特 别 地 ， 我 们 肯定 不 能 从 公理 5 推导 出 w 的 
存在 性 ， 因 为 子 集 构造 公理 中 , :新 构造 的 集合 元 素 只 允许 从 前 面 已 经 给 出 的 集合 中 选择 。 
为 了 准确 描述 “明确 的 "性质 的 概念 ，Fraenkel[ 1922，2.3] 主 张 将 可 以 接受 的 集合 性 质 
限制 到 可 以 用 集合 上 特定 的 函数 迭代 得 到 的 性 质 。Skolem[ 1922，2. 3] 主 张 只 允许 由 =Me 
构造 的 带 有 集合 变量 的 谓词 逻辑 公式 所 定义 的 性 质 。 后 者 被 现代 公理 集合 论 广泛 采 用 ， 它 本 
身 是 谓词 逻辑 中 的 一 个 理论 ( 见 第 六 节 ) 。 . 
评注 1.2 我 们 常常 使 用 标准 的 符号 来 描述 一 个 集合 x, 说 "x 存在 ”是 指 存 在 一 个 集合 
满足 关于 x 的 描述 (根据 集合 论 公 理 ， 可 以 加 以 证 明 )。 例 如 ， 可 以 说 集合 | 名 | 存在， 表示 
存在 一 个 只 含有 元 素 作 的 集合 。 同 样 地 ， 集 合 i1y1 y 的 每 一 个 元 素 都 是 x 的 元 素 } 存在 ， 表 
示 存 在 一 个 集合 ， 它 的 元 素 正好 是 那些 满足 “每 一 个 y 的 元 素 也 是 x 的 元 素 ” 的 y。 当 然 ， 如 
果 给 出 一 个 可 以 确定 % 的 元 素 的 描述 ， 则 由 外 延性 公理 ， 满 足 给 定 描述 的 集合 至 多 有 一 个 。 
因而 ,集合 的 存在 性 证 明 同 样 给 出 了 它 的 唯一 性 。 
习题 
. 证 明 : 对 每 个 x, y, fx, y} = {y, x}. 
证 明 下 面 的 集合 都 是 存在 的 : 
(a)i Ø| 
(bið, {21 
(19, 181, HØ 
(018, (8l. LDL, (o. loli. 
. 证明: 对 每 个 zx，7，z， 下 列 集合 都 是 存在 的 ， 
(a) ix] 
(b) tx, y, zl 
(c)xUy, SG wllil£aew, KHNA aex x aey, 
. ER: 如 果 x 是 一 个 有 穷 集 合 ， 那 么 x HX (BBC T HRIB LER P(x) = {z1 z 的 每 一 个 元 素 都 
是 x 的 元 素 } 也 是 一 个 集合 ， 而 且 是 有 穷 集 合 。( 提示: 对 x 的 元 素 的 个 数 进行 归纳 证 明 。) 
5. 在 自然 数 集 N 上 归纳 定义 集合 RGn) 如 下 : R( =D, Rin «1) =P(R(n)), & RS UÍR(n) 1 ne NI, 
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证 明 下 列 命题 : 

(a) 每 个 R(n) 都 是 有 穷 的 。 

(bE RA, 公理 2 到 公理 5 都 成 立 ， 即 名 eR 且 对 每 个 x, ye R, ix, y], Ux e R, 

(c)R 包 含 在 任何 满足 (b) 的 集合 之 中 。 

(这 些 习 题 的 证 明 都 是 简单 的 数学 问题 ， 集 合 论 中 这 些 思想 的 形式 化 内 容 可 在 第 四 节 习 题 1 和 第 六 节 习 
题 1 中 找到 ， 更 一 般 地 详 见 第 十 节 。) 


第 二 节 集合 的 布尔 代数 

在 给 出 集合 论 的 更 多 公理 之 前 ， 我 们 使 用 公理 1 ~5 来 非 形式 化 地 描述 集合 的 布尔 代数 
[1847，1854，2.3]。 在 布尔 代数 中 ， 有 三 种 基本 的 集合 运算 : 并 (union) 、 交 (intersection ) 
和 差 ( difference)。 还 有 一 个 重要 的 概念 是 包含 关系 。 

定义 2.1( 并 ) ”两 个 集合 A 和 B 的 并 是 集合 4 UB， 它 的 元 素 正好 是 A 或 者 BB 的 元 素 。 

公理 3 和 公理 4 保证 了 并 集 的 存在 性 。 任 意 给 定 两 个 集合 4 和 有 ， 集 对 14，Bi 是 由 公 
理 3 得 到 的 ， 且 由 等 式 两 边 的 定义 有 4 UB = UIA, 58}。 公 理工 保证 了 这 个 集合 的 唯一 
性 ,我 们 称 之 为 4 和 8B 的 并 。 用 归纳 法 可 以 简单 地 证 明 : 能 够 构造 任何 有 穷 多 个 集合 的 并 
( 留 作 习 题 1) 。 这 段 话 同样 适用 于 下 面 定 义 的 集合 的 交 。 

我 们 使 用 子 集 构造 公理 来 构造 两 个 集合 4 和 B 的 交 和 差 ( 或 称 为 相对 补 ( relative 
complement) ) ， 分 别 记 作 4nB 和 4-B。 

定义 2.2( 交 ) 4 P(x)d cR xeB, M ANB -iÍixi xeA BE. P(x)] 2 ixi xeA 
RxeBl, 

定义 2.3( 差 ) 令 P(x) 表 示 性 质 x#gB。 则 A4-B=|ix|lxeA 且 P(x)} ix! x&A 
有 x#¥B|, 

定义 2.4( 包 含 ) 我 们 称 A 是 BB 的 子 集 (subset)， 记 为 4GB， 如 果 对 于 所 有 的 x，xEh 
fl 3 xeB, 

外 延性 公理 说 明 : 两 个 集合 是 相等 的 ， 当 且 仅 当 它 们 相互 包含 。 也 就 是 说 ， 要 证 明 两 个 
集合 相等 ， 一 种 方法 就 是 证 明 它 们 的 相互 包含 关系 。 在 布尔 的 集合 代数 中 ， 他 选 定 了 一 个 集 
合 忌 作为" 全集" 。 他 从 上 面 的 并 、 交 和 差 的 定义 出 发 ， 推 导出 了 这 些 运 算 的 代数 性 质 。 下 
面 列 出 U&RgT4R A, B, C 上 的 一 些 基 本 运算 定律 。 我 们 用 -4 表示 A 的 补 (complement ) : 
U -A, 

£i & @ ( Associativity Law) 

(1A)(AUB)UC-AU(BUC) (1B)(ANB)NC=AN(BNC) 

交换 律 ( Commutativity Law) 

(2A)AUB=BUA (2B)ANB=BNA 

F$ fë ( Idempotence Law) 

(3A)AUA=A (3B)ANA=A 

4r B f& ( Distributivity Law) 

(4A)AU(BNC) =(AUB)N(AUC) 

(4B)AN (BUC) =(ANB)U(ANC) 

fi - MAR (De Morgan's Law) 

(SA) A(CANB) (-A)U(-«B) (5B) (AUB) (2A) N(-B) 
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否定 律 ( Negation Law) 

(6A)4U(-4) =U (6B)4m(n4) =@ 

F$ (Empty Set Law) 

(TA)JAU B =A (7B8)4n 人 = 分 

吸收 律 (Absorption Law) 

(8A)AUU=U (8B)AQU-A 

双重 否定 律 (Double Negation Law) 

(9)4=-(-(4)) 

我 们 简 述 三 种 证 明 这 些 运算 定律 的 方式 。 第 一 种 方式 是 通过 证 明 两 个 集合 互 为 子 集 来 说 
明 两 者 相等 。 第 二 种 方式 是 直接 应 用 外 延性 公理 ， 这 就 是 在 同一 个 论证 中 证 明 所 给 假设 的 
“ 当 且 仅 当 ”条件 ， 而 这 种 方法 每 一 步 使 用 的 都 是 给 定 的 定义 或 者 通常 的 演绎 规则 。 如 果 已 
经 学 过 了 谓词 逻辑 ， 则 可 以 使 用 第 三 种 方式 : 应 用 相应 的 逻辑 定律 证 明 。 最 后 一 种 方式 清晰 
地 指出 了 罗素 的 观点 : 数学 问题 (至 少 集合 论 ) 可 以 归 约 到 逻辑 问题 。 下 面 以 分 配 律 (4B ) 为 
fl, 证 明 如 下 。 

命题 2.5 AN(BUC)=(ANB)U(ANC), 

我 们 用 三 种 方式 来 证 明 。 

证 明 方式 1。 首 先 证 明 ( 【 )4N(BUC)C(4N8B)U(ANC); RUE ( 1) (AQ B) 
U(ANC)CA4N(BUC)。 再 根据 外 延性 公理 得 到 (4B)。 

1 . 假设 xeAN(BUC)。 根 据 交集 的 定义 ，xe4 且 xeBUC。 根据 并 集 的 定义 ,后 者 
蕴涵 了 人 xeB 或 者 xeC。 

情形 1: xeB。 此 时 ,由 于 xeAhA 且 xeB, 故 xeA4NB( 交 集 的 定义 )， 从 而 xe (ANB)U 
(4nC)( 并 集 的 定义 ) 。 

情形 2: xe C。 根 据 假设 xe4， 则 xeANC( 交 集 的 定义 )，xe (ANB)U(ANC) (FE 
的 定义 ) 。 

II. 假设 xs(4nB)U(C4nC)。 根 据 并 集 的 定义 ,或 者 xeE4nB， 或 者 xe4nC。 

情形 1: xse4nB。 此 时 ，*e4 且 *eB( 交 集 的 定义 ) ， 后 者 荀 涵 了 xseBUC( 并 集 的 定 
义 )。 从 而 ,x e AN(BUC)( 交 集 的 定义 )。 

情形 2: xeANC。 此 时 ,x eA 且 xeC( 交 集 的 定义 ) ,后 者 蕴涵 了 xeBUC( 并 集 的 定 
X) MM, xs4n(BUC)( 交 集 的 定义 ) 。 

命题 得 证 。 

方式 2。xs(4n(BUC))， 当 且 仅 当 (*e4) 且 (xs(BUC))， 当 上 且 仅 当 (xs4) 且 
((xeB)&(xeC)), MHOUS((xeA) H(xse B))R((XeA) R(x€C)), 4YAMY(xe 
(AnB))(xe(AQnC)), SAMS xe ((ANB)U(ANC)), 

方式 3。 了 解 谓词 逻辑 的 读者 可 以 看 出 ， 这 种 方式 可 以 看 作 是 方式 2 的 形式 化 证 明 。 每 
个 恒等式 简单 地 归 约 为 对 应 的 谓词 逻辑 的 永 真 语 句 和 外 延性 公理 的 一 个 应 用 。 对 于 分 配 律 ， 
根据 外 延性 公理 ， 只 要 证 明 

(Va)[x EAN (BU C)Ox € ((ANB) U(ANC))] (+) 
如 果 引 和 谓词 逻辑 语言 ， 它 带 有 三 个 一 元 谓词 符号 4(x)、B(x) 和 C(x)， 分别 表 示 xs4、 
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x*EB 和 xeC， 则 可 以 用 表 证 明 下 面 的 语句 : 
(Vx)L(AC(x) A (B(x) v. C(x))) 6((4(3) ^ B(x3)) v (Alx) a C(x)))] C) 
上 面 需要 证 明 的 ( * ) ， 仅 仅 是 这 个 永 真 语 名 的 一 个 实例 。 
所 有 的 恒等式 都 可 以 用 上 面 的 任意 一 种 方式 来 验证 ( 留 作 习题 2) 。 
习题 
1 对 nn 用 归纳 法 证 明 : WR, coo, x, 都 是 集合 ， 则 x U Ux, Ale, NA Ne, 也 都 是 集合 。 
2. 验证 集合 上 的 每 一 个 布尔 运算 定律 : (1A) ~ (9) 。 


第 三 节 关系 、 函 数 和 办 集 公理 


本 节 由 有 序 对 的 定义 开始 给 出 一 些 初等 数学 的 基本 定义 。 这 不 需要 新 的 公理 。 

定义 3.1 如 果 x 和 7y 都 是 集合 ， 则 有 序 对 (ordered pair) (x, y) 定义 为 集合 11x|， 
ix, yilo Sha My 分 别 为 这 个 有 序 对 的 第 一 个 坐标 和 第 二 个 坐标 。 定 义 有 序 三 元 组 (ordered 
triple) (x,, x, 3,2 H (Go, %), %), FAIA, AR n 元 组 (ordered n-tuple ) 
(ais Ars cn, REMAN US 3. t, x4). Mado XO n 元 组 的 不 同 坐 标 也 通过 归纳 定义 。 

注意 到 {x| = {x, x|} ， 所 以 两 次 应 用 无 序 对 公理 可 以 证 明 有 序 对 (x，y) 是 存在 的 。 通 过 
归纳 和 重复 应 用 这 条 公理 ， 可 以 证 明 有 序 n 元 组 存在 (习题 1) 。 下 面 是 有 序 对 的 基本 性 质 。 

命题 3.2 Jo X x, y, z, wMERS, Mx, y) -(z, w), S Bftüix-zHyz-zw, E 


似 地 ， n, X, UU, x,) = (yi, Yor Us yi?» SARS X; EY X4TYi. Ut, XQ 二 yno 
证 明 当然， 如 果 x =y 且 y=w， BAe, y) =z, w) RK, WARS, y) = 
(z, w), Aiia}, ix, yb} ={izt, tz, wl], WẸ xy, 那么 (x, y) 2llixl, ix, 


yl | 恰 有 一 个 元 素 ， 因 为 由 外 延性 公理 有 {x，x| = |x|。 在 这 种 情况 下 ，|{ {z| iz, wil 
ixl}, Uiz} = iz, wi = |x|。 再 由 外 延性 有 %=z=w。 男 一 方面 ， 如 果 x 头 y， 那 么 《x， 
y) (因此 4z，w) ) 恰 有 两 个 元 素 : ixifüix, yi Cizl Miz, w|)。《x，7Y) 的 每 个 元 素 的 元 素 
是 唯一 的 集合 x*， 同 时 《4z，w) 的 每 个 元 素 的 元 素 是 唯一 的 集合 z。 因 此 % =z。 最 后 ，《x，Y) 
(<z, w) 的 一 个 元 素 的 元 不 同 于 x 的 唯一 集合 是 y(w)， 所 以 y=w。 

XT n 元 组 的 证 明 留 作 习 题 2。 口 

为 了 定义 两 个 集合 的 第 卡 儿 积 ， 并 说 明 它 也 是 一 个 集合 ， 我 们 需要 集合 论 中 的 另 一 个 
公理 。 

QO FER) 假设 给 定 集合 x*， 则 存在 集合 y， 它 的 元 素 恰 是 x 的 所 有 子 集 。 

由 外 延性 公理 ， 对 每 个 和 恰 有 一 个 这 样 的 y， 常 被 记 为 P(x) ， 称 为 x II E (power set), 

$ 3.3 

() iR As Ix, y}, WAPA) =Ø, tx], ty}, ix, vll. 

(二) 对 任何 集合 4， 有 名 Ee P(4) 而 且 AEPA). 

(iii) MR 4 是 一 个 含有 个 元 素 的 有 穷 集 ， 那 么 P(A4) 是 一 个 有 2" 个 元 素 的 有 穷 集 。 

假设 给 定 集合 4 和 BB。 应 用 无 序 对 公理 和 并 集 公理 构造 出 4UB。 由 备 集 公理 (公理 6)， 
P(A4UB) 存 在 。 再 由 和 宕 集 公理 ，P(P(AUB) ) 存 在 。 现 在 对 这 个 集合 应 用 子 集 构造 公理 ， 并 
利用 如 下 性 质 0: Q(x%) 成 立 ， 当 且 仅 当 % = 《a,，6b) ， 对 某 个 ae 4 MET FEB, W 

{xl x € P(P(A U B)) B Q(x)I 

是 一 个 集合 。 
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这 个 集合 称 为 4 和 B B9 8 FILA (Cartesian product), A AxB, KiE, 
AxBz|(a,b)laeAHbe B| 

通过 归纳 ， 定 义 有 限 次 笛 卡 儿 积 4, x A; x … x A, (A, xA, x … X 4,.1) X 4,， 即 对 每 
个 i<n， WIE x, c A, 的 所 有 元 组 (x,，…，x,) 的 集合 。( 见 习题 3。) 记 4 和 它 自身 n 次 的 
笛 卡 儿 积 为 4"。 

定义 3.4 一 个 二 元 关系 (binary relation) 是 一 个 有 序 对 的 集合 。 对 一 个 二 元 关系 尺 ， 常 
用 aRb RAR (a, b) ER, iX A KKH SB (relational notation), R 的 第 一 (坐标 ) 投 影 (first 
(coordinate) projection) 是 ja | 对 某 个 5,，aRb|。R 的 第 二 (坐标 ) 投影 ( second ( coordinate ) 
projection) € [b] 3$ Xv a, aRb| , n 元 关系 和 相应 的 投影 可 通过 替换 有 序 对 为 几 元 组 类 似 
地 定义 。 另 一 个 表示 严 元 关系 灵 对 于 元 组 (al ，…， a,) 成 立 的 常用 记号 是 R(a,, c, a) 
(意思 是 《al，…, a,) ER), 

Peirce[ 1870，2.3] 发 明了 关系 代数 ， 它 是 现代 谓词 逻辑 的 前 身 。 由 于 关系 是 集合 ， 


并 、 交 和 补 的 布尔 运算 适用 于 关系 。 他 引进 了 另外 两 个 运算 ; if (converse) R 和 复合 
( composition) S xR。 下 面 是 用 关系 符号 表示 的 五 种 二 元 关系 上 的 运算 。 

a(RUS)b, MB aRb 或 asb), 

a(RNS)b, 4H(%24(aRb H asb). 

a(R-S)b， 当 且 仅 当 (aRb HIF asb), 


a(R)b, MHH bRa。 

a(SxR)b, 4AM4ATE—T c, WE ase H cRb, 

对 这 些 运算 有 一 组 更 加 精细 的 代数 定律 。 最 重要 的 是 复合 运算 的 结合 律 : TX (S xR) = 
(TxS) xR, 

命题 3.5 KRT, SÉRE—LCER, SATX(SxR) -(TxS) xR, 

证 明 通过 反复 应 用 两 个 二 元 关系 乘积 ( x ) 的 定义 , 证明: 对 任何 a 和 4b, a( Tx (Sx 
R))b Hr, CAE BUM a((Tx S) x R)b Mae. HH, a(Tx(SxR))b 成立 ， 当 且 仅 当 存在 
一 个 满足 a7e HL c(Sx R)b, "4 B BUSTERE— - c WE aTe 且 存 在 一 个 d 满足 cSd H dRb。 
类 似 地 ，a( (Tx5S) xR)b6， 当 且 仅 当 存在 一 个 d WE a(TxS)d B 4dR6， 当 且 仅 当 存 在 一 个 
d 且 存 在 一 个 c 满 足 aTc H cSd B. dRb, 口 

我 们 把 许多 类 似 性 质 的 验证 留 作 习 题 4 ~5。 

定义 3.6 丸 是 一 个 从 4 到 如 的 二 元 关系 ， 如 果 尺 是 4x 刀 的 一 个 子 集 。 尽 是 一 个 4 上 
的 二 元 关系 ， 如 果 只 是 4x4 的 一 个 子 集 。 一 个 4 Efl n EX A 的 一 个 子 集 。 

定义 3.7 一 个 集合 4 上 的 关系 尺 称 为 : 

(i) 自 反 的 (reflexive) ， 如 果 对 所 有 x eA，xRx。 

(i) RT ERA ( symmetric) , wR AMA x, y € A, xRy BH yRx。 

(ii) f E BU, do SEU x, y, z6 A, xRy B. yRz BiH xRz, 

(iv) RITA (antisymmetric), RAHA x, y € A, xRy 蕴涵 非 yRx。 

(v) 反 自 反 的 ， 如 果 对 所 有 xyxe4， 非 xRx。 

(vi) 一 个 等 价 关系 ， 如 果 尺 是 自 反 的 、 对 称 的 且 传 递 的 。 

如 果 尺 是 4 上 的 一 个 等 价 关系 ,那么 对 每 个 xeR， 集合 [|y1 yRx| 称 为 尺 的 等 价 类 
(equivalence class) 。 我 们 称 1y1 yRx] Ax 的 等 价 类 ， 并 记 作 [x]。 
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£i 3.8 

(iD 关系 和 (小 于 或 等 于 ) 在 自然 数 集 W= 10，1，2，… 上 | 上 是 自 反 的 且 传 递 的 。 关 系 < 
(严格 小 于 ) 在 MN 上 是 反 自 反 的 、 传 递 的 且 反 对 称 的 。< 的 第 一 投影 和 第 二 投影 与 < 的 第 一 投 
影 一 样 都 是 N。 < 的 第 二 投影 是 N - 101。 

(二 ) 关 系 (包含 ) 在 P(N ) 上 是 自 反 的 和 传递 的 。 关 系 C( 真 包含 ， 定 义 为 4CB， 当 且 
仅 当 4CB 有 目 4x¥B) 在 P(N ) 上 是 反 自 反 的 、 传 递 的 和 反对 称 的 。C 的 第 一 投影 和 第 二 投影 
都 是 P(N ) 。C 的 第 一 投影 是 P(N ) - [N11 ,第 二 投影 是 P(N ) -1 2]. 

(Gi) KR = 在 任何 集合 4 上 都 是 等 价 关 系 。 

(iv) 关 系 1 (这 里 a15 是 指 a 整除 6 日 az6) 在 集合 NM -111 上 是 反 自 反 的、 传递 的 和 
反对 称 的 。 这 个 关系 的 第 一 投影 是 NM - 10，1] ， 第 二 投影 是 jx se NI x RRR! 

(v) 给 定 任何 ne N， 在 整数 2Z= {10，+t1，+2,，…| 上 定义 如 下 关系 :; a=b(mod n), 
当 且 仅 当 对 某 个 ke Z, 5-a= 知 。 这 是 一 个 3 上 的 等 价 关 系 。 

(vi) 对 于 NA 上 的 等 价 关 系 = ， 等 价 类 是 单 点 集 101 (11, ，…。 对 于 Z 上 的 关系 三 (mod 3), 
等 价 类 是 


[0] 210, 3, 6, 9, -tui -3, -6, -9, e 
[1] 2 i1, 4, 7, jul -2, -$, -8, e 
[2]212, 5, 8, Ul - 1, -4, -7, .| 


注意 ， 在 最 后 一 个 例子 ( 例 3.8(vi) ) 中 ，[3] =[0], [4] = [1]， 等 等 。 所 以 只 存在 三 
个 不 同 的 等 价 类 。 这 个 例子 的 各 种 结论 的 验证 留 作 习题 6。 

定义 3.9 一 个 非 空 集合 名 的 划分 (partition)P 是 4 的 子 集 的 集合 ， 满 足 : 

(GEP 

(ii) UP=A 

(iii) MEM P,, P eP, ib€ P, P,, MA P OP, =D. 

命题 3. 10 

())3E RE 3EE SEA 上 的 一 个 等 价 关 系 。 则 尺 的 所 有 等 价 类 的 集合 是 4 的 一 个 划分 。 

(ii) 设 已 是 4 的 一 个 划分 。 定 义 4 上 的 一 个 二 元 关系 民 为 xRy， 当 且 仅 当 在 尸 中 存在 一 
个 PI， 满足 xeP 且 yePl。 则 尺 是 4 上 的 一 个 等 价 关系 。 

证 明 (i) 因 为 是 自 反 的 ， 故 对 任何 x*eA4,，xe[x]。 因 此 ， 划 分 定义 中 的 (i) 和 ( 蛮 ) 成 
Zo MERE] Nn[y] 关 名 。 则 对 某 个 zeA4， 有 ze[x] 且 ze[y]， 因 而 zRx，zRy， 这 意味 着 
(由 对 称 性 和 传递 性 )xRy。 但 we [x] ， 当 且 仅 当 wRx， 当 且 仅 当 wRy， 当 且 仅 当 we [y]， 所 
W(x] =[y]. . 

(ii) 这 部 分 的 证 明 留 作 习题 9。 口 

定义 3.11 一 个 偏 序 是 一 个 有 序 对 (4，R) ， 其 中 4 是 一 个 集合 ， 且 尺 是 4 上 反 自 反 的 
和 传递 的 二 元 关系 。 如 果 《4， 尺 ) 是 一 个 偏 序 ， 通 常 称 尺 是 4 的 一 个 偏 序 (或 偏 序 化 (partiaily 
orders) A) ， 并 且 记 xRy 为 4<ay( 当 关系 尺 在 上 下 文中 含义 明确 时 ， 可 以 简单 记 作 < ) 。 如 果 
< 是 一 个 偏 序 的 二 元 关系 ， 那 么 像 平 常 那 样 用 记号 xsy、x >y 和 x 之 y 分 别 表示 (xz <y 或 
way) Cy <x) tly <x hy =x), 

定义 3.12 — ^ ERE PEE REA, R), EIEE, ye R, RA xRy, RF 
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“=y， 或 者 yYRx。 一 个 序 的 这 种 性 质 ， 即 三 种 可 能 性 必 有 一 种 成 立 ， 称 为 三 分 法 
(trichotomy)。( 在 这 种 情况 下 ， 称 R 线性 序 化 (linearly orders) A 或 是 4 的 一 个 线性 序 。) 

注意 到 ， 如 果 〈\4，&R) 是 一 个 偏 序 ， 那 么 只 是 反对 称 的 ， 因 此 如 果 它 是 一 个 线性 序 ， 则 
由 三 分 法 给 出 的 三 个 关系 中 必然 有 一 个 成 立 (习题 7) 。 

例 3. 13 

(i) KN，<) 是 一 个 线性 序 ， 其 中 x <y 就 是 通常 所 说 的 x 严格 小 于 y. 

(Gi) 《NW - 101, | ) 是 一 个 偏 序 ， 其 中 1 和 上 面 例 3.8(iv) 中 的 定义 是 一 样 的 。 

(Gi) 《P(N)，C ) 是 一 个 偏 序 。 

定义 3.14( 函数 ) 一 个 二 元 关系 f 称 为 函数 (function) ， 如 果 对 每 个 a，b， de b,, afb, 
E afb, BT b,-b,. S afb, Bla, b) ef Wr, iL f(a) =b。 这 称 为 函数 记号 (functional 
notation), AA f à6 € — X, Mji 4E —A y, WEE f(x) =y| ， 称 为 了 的 定义 域 ， 记 为 
dom f, j 的 第 二 投影 ， 即 1y1 存在 一 个 zx， 满足 xz) =y+ ， 称 为 了 的 值 域 (range) , iH rg f, 
RMA n 21 的 性 元 函 教 为 有 序 严 元 组 的 集合 上 的 函数 。 

定义 3.15( 映 射 ) 一 个 映射 (map) 是 一 个 有 序 三 元 组 (/，4，B) ， 由 函数 族 集合 4 和 
集合 组 成 其中, /的 定义 域 是 4 且 值 域 是 昌 的 一 个 子 集 。 映 射 记 为 f; AB, ix Aio 
读 作 “f de A EX B", ARARAS, A, B), B 称 为 陪 域 (codomain ) 。 

注意 ， 一 个 函数 可 以 产生 很 多 不 同 的 上 映射， 因为 映射 的 陪 域 可 以 是 任何 包含 上 的 第 二 投 
影 的 集合 。 

定义 3.16 

(i) 一 个 函数 了 称 为 一 一 的 (one-to-one)( 也 写作 1-1) , de X f(a) 2f(a,) RBH a, =a, 
一 个 映射 /: 4 一 B 是 1-1 的 ， 如 果 函 数 了 是 一 一 的 。 一 个 一 一 的 函数 (或 映射 ) 也 称 为 单 射 
( injection) 。 

(ii) 一 个 映射 f: AA B 称 为 映 满 的 (onto) ， 如 果 对 每 个 peB， 存 在 一 个 we4， 满 足 
f(a) =b。 这 个 记号 不 适用 于 函数 ， 仅 适用 于 映射 。 一 个 映 满 的 映射 也 称 为 满 射 (surjection ) 。 

(iii) —4 OR f: A— B 称 为 一 一 对 应 (one-to-one correspondence), d» X mk 4 f BE X 1-1 
的 又 是 映 满 的 。 这 样 的 映射 也 称 为 双 射 (bijection ) 。 

(iv) 0X f: AB, fCg Hg: A'B, A fik» g 8 — ARH (restriction), g 称 为 了 的 
扩张 (extension)。 一 个 映射 g: A'B 在 集合 AGA' 上 的 限制 为 映射 /; AB, Ex 6A, BX 
f(x) =g(x)。 我 们 记 这 个 限制 为 g PA. 


(v) 如 果 f: 4 一 有 是 一 个 单 射 ， 那 么 它 的 递 广 :是 从 苔 /到 4 的 映射 ， 由 三 在 f LOR 
制 给 出 。( 见 习题 8(e)。) 

要 证 一 个 映射 g: A'—B 在 集合 4C4' 上 的 限制 f 存 在， 只 需 令 f=gn (4 x8B8)。 由 外 延 
性 ， 这 个 限制 是 唯一 的 。 

定义 3.17 一 个 集合 4 上 的 二 元 运算 (binary operation) 是 一 个 函数 /C(AxA)xA， 满 
Rdom f=AxA 且 rf/CA。 对 于 二 元 运算 ， 我们 通常 记 为 ag 用， 而 不 是 f( (a，5))。 这 就 是 
说 ， 我 们 写成 a+b 而 不 是 +(a, 6)。 这 是 运算 (operational) 或 中 统 (infix) 记 号 ,而 不 是 函 
数 或 前 缀 (prefix) 记号 。 

定义 3.18 wX f: AB fg: B-C 都 是 了 映射， 那么 F 和 1 4 MA (composition) g > f 
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是 从 4 到 C 的 映射 ， 满足 (g。 有 有 (x) ey, SHREMEA 2, f(x) =z E g(z) =y。 因 此 ， 
(eo A(x) =g(f(x))， ERMEE g. fA gfo 
如 果 将 f 和 g 看 成 关系 ， 那么 它们 作为 映射 和 作为 关系 的 复合 是 一 致 的 (见习 题 8(a) ) 。 
在 本 节 的 最 后 ， 给 出 集合 B 的 构造 ， 它 是 所 有 以 4 作为 定义 域 且 值 域 包 含 在 B 中 的 函 
数 的 集合 。 假 设 给 定 集 合 4 和 8B。 运用 箔 卡 儿 积 、 徊 集 公 理 和 子 集 构造 公理 ， 可 以 构成 集合 
lz € P(A x B)1z 是 一 个 定义 域 为 4 的 函数 | 。 
这 就 是 集合 B‘ 
习题 
1. 证 明 ( 通 过 对 n 归纳 ): 对 任意 集合 x,，…，x,， 有 序 nn 元 组 (x,，x,，…，x,) 存 在 。 
2. EB) 对 每 个 n,， 以 及 任何 集合 x ，x，,，…，zx, Ay, yu. s ys HORE nn 元 组 (x,，x,，…，x,) 和 
SP Yi. cU, ¥ HE, SERA XQ =Y, X2 yy, Ut, Xp T Yao 
3. 证 明 : 对 每 个 n，4, x… x AL BATA n OMA (s, ，x,，…，x,) 的 集合 ， 对 每 个 i 满足 1<i<n， 有 x, eA. 
4. 假设 RR、S 和 了 是 集合 区 上 的 任何 二 元 关系 ，1= { 《x，x) 1 xeXl 是 下 上 的 恒 等 关 系 并 且 U = i(x, y)! 
x，y EX 是 XX 上 的 泛 关 系 。 
(a) 证 明 ; 上 一 节 中 每 一 个 集合 的 布尔 运算 定律 对 关系 RI SAT Boro (BKB RRARU-R,) 
(b) 证 明 : RxIzR-IxR, 
(c) 证 明 : ÜcU B T- 1, 
5. 证 明 下 列 关 于 二 元 关系 及 、S$ 和 了 的 定律 或 找 出 反例 ， 
(2) R WBE R。 
(b)Rn(SxT) =(RNS) x (Rn T), 
(c)RU(SxT) =(RUS) x(RUT), 
6. 证 明 ; 3.8 中 关于 关系 的 各 种 断言 (i) ~ (vi). 
7. 证 明 : 如 果 (4，< ) 是 一 个 偏 序 ， 那么 < 是 反对 称 的 。 证 明 : 如 果 (4，< ) 是 一 个 线性 序 且 x，ye 4， 那 
么 关系 x<y, x zy, YY <x 之 一 恰好 成 立 。 
8. 假设 f 和 g 是 映射 (因而 也 是 二 元 关系 )。 
(a) 证 明 : f。g =fxg( 其 中 x 是 上 一 节 中 定义 在 二 元 关系 上 的 运算 )。 
(b) 证 明 : 如 果 f 是 1-1 的 , 那么 /是 一 个 函数 。 它 的 定义 域 和 值 域 是 什么 ? 


(c) 证 明 ; 如 果 /是 一 个 双 射 ， 那 么 上 也 是 一 个 双 射 。 
(d) 证 明 : 如 果 / 和 & 都 是 双 射 ， 那么 /。g 也 是 双 射 。 
(e) 证 明 : 如 果 / 是 一 个 双 射 ， 那 么 广 : S bre fU 的 道 限制 在 /的 值 域 上 ) 是 一 个 函数 ， 对 每 个 xs dom f, 
Wf. f(x) =a, HMM ye rg f, WR AS f(y) =y。 如 果 f 是 一 个 双 射 ， 那么/! fo 
9. 证 明 命题 3. 10(ii) 。 . 
10. 证 明 ; XHERI A, B, C, BUR K: BY xC’+(BxC)' 是 一 个 双 射 ， 满足 对 每 个 ae4, K(f, g)(a) = 
(fa) ,eg(a))。 
11. 证 明 : Ax B- O, SEU AS OR BO, 


第 四 节 自然 数 、 算 术 和 无 穷 


根据 公理 3 ~6， 可 以 由 公理 2 给 出 的 空 集 构造 出 新 的 集合 。 通 过 有 穷 次 应 用 这 些 公理 
所 构造 出 的 集合 都 将 是 有 穷 的 (习题 1) 。 直 观 上 看 ,我 们 注意 到 两 个 有 穷 集 合 的 无 序 对 是 有 
穷 的 ， 有 穷 集 合 的 有 穷 次 并 是 有 穷 的 ， 任 何 有 穷 集 合 的 子 集 是 有 穷 的 ， 并 且 有 穷 集合 的 短 集 
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也 是 有 穷 的 。 于 是 由 公理 2 ~6 所 生成 的 集合 构成 了 一 个 全 域 ( universe) ， 其 中 每 个 集合 都 是 
有 穷 的 ， 并 且 该 全 域 含 有 “无 限 多 ”的 有 穷 集合 ， 但 没有 无 穷 集合 。 公 理 1 ~6 在 这 个 全 域 中 
成 立 ， 其 中 = € 像 通 常 那样 解释 。 对 于 这 个 全 域 ， 习 题 1 中 作 了 更 详细 的 定义 和 研究 ， 并 
且 在 第 十 节 中 我 们 还 给 出 了 更 一 般 的 定义 形式 。 

本 节 概 述 公 理 1 ~6 的 男 一 个 模型 ， 其 中 每 一 个 “集合 ”只 有 有 穷 多 个 “元 素 ”。( 公理 1 ~6 
的 模型 是 指 一 个 集合 4 和 4 上 的 二 元 关系 e。， 当 把 “和 集合” 换 成 “4 的 元 素 "， 把 < 换 成 e， 
时 ,公理 1 ~6 成立 。 第 二 章 的 第 一 节 到 第 四 节 给 出 了 理论 模型 的 一 般 形式 化 定义 ， 第 三 章 
的 第 五 节 给 出 了 像 这 里 带 等 号 的 模型 的 定义 。) 
阿 克 曼 模型 


在 阿 克 曼 模型 (Ackermann model) 中 ， 自 然 数 就 是 上 面 所 说 的 “集合 ”"， 并 且 有 一 个 算术 
关系 6&4。， 用 来 表示 隶属 关系 e 。 令 N= {10，1，2，…| 为 自然 数 的 集合 。 定 义 w 上 的 “隶属 
关系 ”e 4 MF: 

xxE4y， 当 且 仅 当 * 是 y 的 以 2 为 底 的 寡 级 数 展 开 式 中 的 一 个 指数 。 

例如 ，7 =2 +2 +2， 因 此 0,， 1, 26,7, MOMMFSR, AHO 的 以 2 PETER EE 
数 的 展开 式 中 没有 任何 项 。4 227, Bini 4 的 所 有 子 集 的 集合 P(4) 是 10，41 ， 这 个 集合 恰好 
由 元 素 0 和 4 组 成 。 换 名 话说 ，P(4) -2 +2” =17。 有 了 这 个 隶属 关系 的 解释 ， 外 延性 公理 
对 应 着 数论 中 的 一 个 事实 ， 即 每 个 自然 数 都 能 仅 以 一 种 方式 写成 递增 的 以 2 EA ER 
(习题 2) 。 我 们 验证 公理 3( 无 序 对 ) 并 把 其 余 公理 的 验证 留 作 习题 3(a) 。 

命题 4.1 在 阿 克 曼 模型 中 无 序 对 公理 成 立 。 

证 明 ”为 证 明 对 每 个 x 和 y， 存 在 一 个 “集合 ”|x，y| ， 它 仅 有 元 素 * 和 y， 需 要 证 明 : 
对 自然 数 x 和 y， 存 在 一 个 自然 数 z:， 满 足 在 z 的 2 的 宕 级 数 展开 式 中 出 现 的 指数 怡 是 x 和 yy。 
如 果 * =y， 那 么 所 需 的 z 就 为 2*"。 如 果 *zy， 那 么 所 需 的 z 为 2* +2*。( 注 意 ， 我们 间接 使 
用 了 一 个 事实 ， 即 这 样 的 分 解 是 唯一 的 (习题 2) 。) 口 

所 有 这 些 表 明 : 为 了 保证 “无 穷 ” 集 合 (例如 自然 数 的 集合 ) 的 存在 ， 我 们 需要 一 条 新 的 
公理 。 一 百年 前 ， 对 于 是 否 确实 需要 一 条 单独 的 公理 存在 着 争议 。 这 样 的 公理 首先 是 在 
Zermelo[1908, ，2. 3] 中 提出 来 的 。 以 阿 克 曼 模 型 为 例 ， 一 条 独立 的 “无 穷 公理 ”确实 是 必 
需 的 。 

定义 4.2 eRe x, x 的 后 继 ( 集 合 )s(4) 是 xU xl, 

公理 7( 无 穷 ) 存在 一 个 集合 4， 它 包含 空 集 并 且 满 足 只 要 它 包含 集合 Y， 它 就 包含 sS(xz)。 

注意 到 冯 . HHS (von Neumann) (作为 第 八 节 中 描述 的 关于 序数 的 更 一 般 理 论 的 一 部 
分 ) 给 出 了 一 个 自然 数 的 集合 论 式 的 定义 (表示 )， 其 中 0= 名 , 1=19} 2101 =s(0), FA 
一 般 地 ，n +1 =s(n) = 10，…， nj}。( 下 面 会 解释 如 何 用 这 些 集 合 构 成 一 个 结构 ， 使 之 与 带 
有 常规 算术 运算 和 关系 的 自然 数 集 同 构 。) 通 过 简单 的 归纳 可 知 ， 任 何 满足 无 穷 公理 条 件 的 
集合 4， 都 包含 汉 ， 诺 伊 曼 的 自然 数 集 。 然 而 ， 由 无 穷 公 理 断 言 存在 的 集合 4 并 不 唯一 。 我 
们 需要 “削减 ”公理 所 提供 的 集合 4， 以 便 恰好 得 到 冯 ， 诺 伊 曼 的 自然 数 集 。 

定义 4.3 一 个 集合 是 归纳 的 (inductive) , dX B 包含 空 集合， 并 且 对 每 个 yeB， 有 
s(y) eB, 

因此 ， 公 理 7 断言 了 某 些 归纳 集 存在 。 按 照 汉 . 诺 伊 曼 的 做 法 ， 把 自然 数 集合 w 定义 
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为 最 小 的 归纳 集 。 需 要 证 明 这 个 集合 存在 且 唯 一 。 

定理 4.4 存在 唯一 的 最 小 的 归纳 集 w， 即 一 个 集合 四 ， 它 自身 是 归纳 的 而 且 包 含 在 每 
个 归纳 集中 。 

证 明 令 4 是 满足 公理 7 条 件 的 任何 集合 ， 即 任意 的 归纳 集 。 令 QC X) OR TEN: x 是 4 
的 每 个 归纳 子 集 B 的 一 个 元 素 。 现 在 运用 子 集 构造 公理 定义 w 为 {xe 41 0(x)|。 首 先 验 证 
o 是 归纳 的 。 如 果 xew， 那 么 x*eA4， 并 且 对 每 个 4 的 归纳 子 集 8, 确 有 xeB8B。 由 于 4 是 归 
纳 的 ， 由 定义 ，s(x) s4。 类 似 地 ， 对 每 个 4 的 归纳 子 集 B， 有 s(x) eB, Aik, s(x) ew。 

然后 ， 假 设 C 是 归纳 的 。 必 须 验 证 wCC。 由 w 的 定义 ， 只 和 需要 证 明 4NC 是 归纳 的 ( 因 
为 它 显然 是 4 的 子 集 ) 。 为 证 明 这 一 点 ， 考 虑 任意 的 xe4mC。 因 为 xse4 且 4 是 归纳 的 ， 所 
以 s(x) e A。 类 似 地 ，s(x) e C。 因 此, s(x) eAnC, 

最 后 ， 外 延性 公理 保证 了 存在 唯一 的 归纳 集 包含 于 每 个 4 的 归纳 子 集中 。 如 果 BCA 是 
FAN, 那么 由 w 的 定义 ,，w CB。 另 一 方面 ， 如 果 8 包含 在 每 个 4 的 归纳 子 集中 ， 那 么 
BCw, Ht, Bzwv, 口 

现在 有 了 自然 数 集 人 的 集合 论 定义 ， 即 w， 并 且 有 o@ 上 的 后 继 函 数 ;s(x) ， 下 面 将 证 明 它 
拥有 我 们 所 熟悉 的 自然 数 的 结构 N 的 所 有 标准 性 质 。 首 先 证 明 o 及 其 后 继 函 数 满足 关于 自然 
数 的 每 条 公理 ， 其 中 包括 著名 的 自然 数 的 “归纳 公理 ”， 这 是 由 意大利 数学 家 皮 亚 诺 提出 的 。 

定理 4.5( 关 于 w 的 皮 亚 诺 公 理 ) 

(1002 OX o 的 元 素 。 

(2)w 中 每 个 x 在 w 中 都 有 一 个 后 继 s(%)。 

(3)ew PRA «x, BR s(x) =0。 

(4)xtx, yew, s(x) 2s(y) BBA x -y. 

(5) 假 设 QCwm。 FOEQHREvcEQHA s(x) EQ, RZA Qoo, (CARAT ohi 
称 为 归纳 公理 。) 

证 明 利用 这 样 的 事实 : w 是 最 小 的 归纳 集 。 

(1) 由 定义 ， 名 在 所 有 的 归纳 集中 ， 因 此 ， 儿 在 w 中。 

(2)! x eo, HF o 是 归纳 的 ， 那么 s(x) ew, 

(3) 对 每 个 xew， 有 s(x) =xU {x}, MA x 是 s(x) 的 一 个 元 素 ,， ANS =0 没有 任何 
元 素 。 因 此 ， 由 外 延性 公理 ，s(x) 和 x 是 不 同 的 集合 。 

(4) RR OCwo, FOeQHABx.eQ, 就 有 s(x) e 8Q。 那 么 由 定义 ，0 本 身 是 一 个 妇 
纳 集 ， 因 而 必然 包含 最 小 的 归纳 集 w。 由 外 延性 公理 ，0 = w。 

(5) 假 设 x, yew 且 s(x) =s(y)。 那 么 xU |x| =7Ui{iyl。 既 然 4 是 这 个 等 式 左边 集 合 
的 元 素 ， 那 么 它 也 是 右边 集合 的 元 素 ， 即 *ey 或 *=y。 由 对 称 性 ，y#x 或 y=x。 因 而 ， 有 
xx =y， 否 则 就 有 xsey 且 yex。 所 以 ， 只 需要 证 明 不 存在 包含 一 个 元 素 y 的 xew， 满 足 
xey, 利用 性 质 (5) ， 通 过 归纳 证 明 这 一 点 。 

4 Q(x) 表 示 性 质 : 不 存在 ysx， 满 足 xsy。 由 于 空 集 没有 任何 元 素 ， 显 然 有 OCOD). 
其 次 ， 假 设 xsw 且 0(x) 成 立 。 需 要 证 明 Q(s(x)) 也 成 立 ， 即 不 存在 yexU {x|)， 满足 
xUix| eye。 如 果 存 在 这 样 一 个 y， 由 第 一 个 隶属 关系 ， 有 yesx 或 y=x。 由 第 二 个 隶属 关 
R, Arey, Al, 不管 在 哪 种 情形 下 ， 都 与 Q(x) 成 立 的 假设 相 矛 盾 ( 在 ysx 的 第 一 种 情 
形 中 直接 可 得 ， 在 第 二 种 情形 中 注意 到 ，* ex 也 与 Q(x) 矛 盾 )。 
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Km, o 及 其 后 继 函 数 满 足 所 有 的 皮 亚 诺 公 理 。 口 

评注 4.6 注意 ， 根 据 子 集 构 造 公 理 ，ow 的 性 质 (5) (归纳 ) 可 以 等 价 地 表述 为 : 

(5 ) 假 设 Q(x) 是 集合 的 一 个 性 质 。 假 设 0( 名 ) 且 只 要 CO(x) 为 真 ， 就 有 Q@(s(z))。 那 
么 对 所 有 x ew，Q(x) 都 成 立 。 

现在 ， 如 在 定理 4.11 中 所 证 明 的 ， 这 些 皮 亚 诺 公理 在 同 构 的 意义 上 刻画 了 自然 数 集 。 
在 证 明 这 个 结果 之 前 ， 先 来 看 看 如 何在 o 上 轻松 地 定义 出 我 们 所 熟悉 的 自然 数 上 的 关系 并 
且 证 明 它 们 有 我 们 想 要 的 性 质 。 例 如 ， 自 然 数 上 通常 的 序 < 由 隶属 关系 给 出 ;: Xx, yeo, 
我 们 说 * <y， 当 且 仅 当 *xey。 

定理 4.7 

(iow，e)》 是 一 个 线性 序 ， 其 中 个 是 最 小 的 元 素 ， 即 对 每 个 xEw， 有 人 Ex 或 者 x= GD, 

(六 ) 对 每 个 xew， 在 此 序 下 ，s (x) =xU |x| 是 x 的 直接 后 继 ， 即 xes(x) 且 不 存在 
yEQw, 满 足 xEy 和 yyEs(x%)。 

(证) 每 个 非 0 的 xew 都 有 一 个 直接 前 驱 (immediate predecessor) ， 即 某 个 yew， 满 
As(y) =%。 

证 阴 

(i) 为 证 明 (w，e REF, 需要 证 明 e 在 w 上 是 反 自 反 的 和 传递 的 ， 并 且 对 每 个 
xeoflyeo, 或 者 xey, 或 者 x*=y, 或 者 yex。 反 自 反 性 (x gx) 已 经 在 定理 4.5 性 质 (4) 
的 证 明 中 确认 了 。 

对 于 传递 性 ， 令 Q(x) 是 性 质 : 每 个 x 的 元 素 y 的 元 素 z 是 x 的 元 素 ， 然 后 通过 归纳 证 明 : 
对 每 个 xew，Q(x) 成 立 。 因 为 空 集 没有 任何 元 素 y，Q( 名) 当然 成 立 。 现 在 假设 QC) Mir. 
需要 证 明 Q(s(x) ) 也 成 立 。 考 虑 任何 z My, 满足 zeyes(x) =xU {x}。 由 于 yexU1x)， 则 
有 yex 或 者 y=x。 在 第 一 种 情况 下 ， 根 据 归纳 假设 0(x) 成 立 ,证 明 完 成 。 在 第 二 种 情况 
F, Azex A xGs(x), PUMA ze s(x), 

对 于 三 分 法 ， 首 先 通 过 对 y 归纳 证 明 一 个 辅助 结果 : 对 每 个 xew， 如 果 xey， 那么 y= 
s(x) MF s(x) ey。 如 果 y= 名， 这 个 结果 是 显然 的 ， 因 为 任何 集合 都 不 是 名 的 元 素 。 其 次 ， 
考虑 s(y) ,假设 xes(y)。 由 s(y) 的 定义 ,x =y 或 者 xey。 在 第 一 种 情况 下 ，s(y) =s(x) 
已 为 所 需 。 在 第 二 种 情况 下 ， 由 归纳 ，y =s(x) 或 者 s(x) sy， 所 以 s(*) es(y)。 现 在 通过 
Xf x 归纳 证 明 ， 对 每 个 ysw，xey，x=y 或 者 yex( 三 分 法 ) 。 对 *= 纪 ,这 可 通过 对 y IH 
纳 立 即 得 到 。 最 后 ,考虑 s(x)。 由 归纳 ， 有 xsy，x=y 或 者 yex。 在 第 一 种 情况 下 ， 我 们 
的 辅助 结果 说 明 y =s(x) 或 者 ;(*) sy 已 为 所 需 。 在 其 他 情况 下 ， 所 需 结论 由 * 的 定义 得 到 。 

当然 ， 由 于 任何 集合 x 都 不 是 纪 的 元 素 ， 包 是 线性 序 (4w，e ) 的 最 小 元 素 (由 三 分 法 知 ) 。 

(ii) FEWR s(x) 是 x 的 直接 后 继 。 由 s(x) 的 定义 立即 可 得 ，x e s(x)。 如 果 存 在 任何 
yew, 满足 xeyes(x)， 那 么 (由 第 二 个 隶属 关系 的 假设 )y =x 或 ye x。 不 论 哪 种 情况 ， 第 
一 个 假设 (xey) 和 上 面 建立 的 w 上 & 的 反 自 反 性 矛盾 。 

(证) 考虑 性 质 Q(x): x = 名 或 存在 唯一 的 yew， 满 足 s(y) =x。 显 然 0( 名 ) 成 立 ， FAH 
皮 亚 诺 第 四 条 公理 对 每 个 xew，Q(s(x) ) 成 立 。 因 此 ， 根 据 归 纳 ，0(x) 对 每 个 xew 成 立 。 

这 就 完成 了 三 个 事实 的 证 明 。 口 

从 现在 开始 ， 特 别 是 把 o 当 作 自 然 数 集 时 ， 经 常 把 w 上 的 隶属 关系 写成 < ， 空 集 写成 0 
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且 它 的 直接 后 继 s*(0) 是 1。 用 这样 的 表达 方式 ， 可 以 给 出 归纳 原理 的 另 一 个 常见 的 形式 

(5”) 如 果 0(x) 是 集合 的 性 质 上 且 存 在 一 个 xsew， 满足 0(x)， 那 么 就 存在 一 个 最 小 的 
sco, WIE 0(z) ， 即 存在 xew， 满 足 0(x)， 但 不 存在 y<x( 即 yex) 使 0(y) 成 立 。 

这 个 版 本 的 归纳 公理 (比如 说 根据 (5') 得 到 ) 的 证 明 是 习题 4。 

然而 要 确定 通常 的 加 法 和 乘法 等 数论 函数 ， 除 了 到 目前 为 止 所 叙述 的 归纳 原理 之 外 ， 还 
需要 更 多 的 东西 。 我 们 所 欠缺 的 是 关于 (函数 的 ) 归 纳 定 义 (definition by induction ) 或 递归 定 
义 (definition by recursion) 的 想法 。 一 个 自然 数 集 上 的 函数 的 归纳 (或 递归 ) 定 义 是 这 样 处 理 
AY: 确定 /在 0 处 的 值 并 且 提 供 一 个 规则 ， 使 其 对 每 个 x >0， 以 了 在 小 于 x% 的 数 上 的 取 值 来 
决定 几 x) 的 值 。 一 个 典型 的 例子 是 用 后 继 定义 的 加 法 。 我 们 希望 在 w 上 定义 二 元 函数 x y, 
通过 对 每 个 ye w， 用 归纳 定义 函数 放 x) =x ey, REXO) 20 «y 就 是 y。 对 归纳 的 情形 ， 
4 f(s(x)) =sCKx)) =s(z+y)。 这 样 在 集合 论 中 发 展 w 上 算术 的 关键 问题 是 如 何 证 明 存在 
一 个 函数 (w xw 的 一 个 子 集 就 是 一 个 函数 ) 满足 这 样 的 定义 。 首 先 引 入 序列 这 个 重要 的 概 
念 。 在 证 明 关于 递归 定义 函数 的 一 个 相当 通用 的 定理 时 ， 它 是 一 个 有 用 的 工具 ， 使 得 能 由 这 
样 的 递归 推导 出 定义 在 自然 数 上 的 许多 函数 的 存在 性 。( 第 九 节 中 给 出 了 函数 递归 定义 的 更 
一 般 的 形式 。) 

定义 4.8 一 个 (B 中 的 或 BB 的 元 素 的 )n ~ 序列 是 一 个 定义 域 为 n， 值 域 包含 在 B 中 的 函 
数 g。 一 个 nn 一 序列 的 长 度 是 n。 一 个 (B 中 的 )w 一 序列 是 一 个 定义 域 为 ， 值 域 包 含 在 B 中 
的 函数 gg。 如 果 BB=2=10，1| ， 称 这 样 的 函数 为 二 元 序列 。 如 果 or 是 一 个 于 -序列 ，7 是 一 
个 mm 序列， 那么 og 和 7 的 毗连 oor, j— (ne m)-—IE 3l po, BMW: 对 i<n, p(i) =o 
(i); Xf j«m, p(n*j) =r). RIRE ol) HPS o 的 第 s(i)( 即 i+1) 个 元 素 。 因 
而 ,序列 o 的 第 一 个 元 素 是 o (0). 

一 个 (8 中 的 )n -序列 是 (下 中 的 ) 长 度 为 二 的 元 素 串 的 形式 化 概念 。o 和 7 的 毗连 对 应 
FER AER er 的 后 面 。 注 意 到 ， 一 个 长 度 为 0 的 序列 是 一 个 定义 域 为 名 的 函数 ， 且 它 自 
身 是 一 个 没有 任何 元 素 的 函数 ， 即 仅仅 是 空 集 名 。 

现在 证 明 一 个 通过 递归 定义 的 函数 的 存在 性 定理 ， 其 中 递归 对 应 于 在 可 计算 函数 定义 中 
使 用 的 原始 递归 定义 的 形式 。( 参 见 第 三 章 第 八 节 ， 特 别 是 其 中 的 习题 。) 

定理 4.9( 递 归 或 归纳 定义 ) 如果 j: 4 一 B de h; ox Bx A—B 是 任意 的 映射 ， 那么 存 
在 唯一 的 映射 /: w x 4 一 B， 满 足 对 每 个 xe4 和 new, fO, x) =j(x) 和 f(s(n), x) 
=h(n, f(n, x), x). 

证 明 令 C 表 示 从 4 8| B 的 函数 的 集合 。 令 7= fo1 对 某 个 new, o BC 中 一 个 
(nn) 序列 ， 使 得 对 每 个 xe4 和 i<n, 有 aga(0)(x) =j(x) 且 o(s(i))(x) =h(i, o(i) (x), 
x) | 。( 此 处 的 想法 是 : 如 果 go eT， 那 么 序列 o 的 第 一 个 元 素 是 函数 j 且 如 果 g Mk BB 
列 的 第 i 个 和 第 i+1 STR, 那么 k(x) =h(i, g(x)，,，x)。 因 此 ， 对 这 样 一 个 序列 oo， o (s 
(i) ) (x) 看 起 来 像 所 要 求 的 函数 在 (s(i) , x) 处 的 值 ,) (习题 5 表明 应 用 集合 构造 公理 可 以 
证 明 集合 了 是 存在 的 。) 

首先 归纳 证 明 : 对 每 个 new, 7 中 存在 一 个 长 度 为 s(n) 的 序列 。 对 n=0， 注 意 到 仅 含 
一 个 元 素 7 的 序列 c 在 了 7 中 (cc(0) 2j H dome =1)。 假 设 长 度 为 s(n) 的 oeT， 那 么 序列 gg 
的 长 度 为 s(s(n))， 其 中 g(x) =h(n,，o(n)(x)，x)。 正 如 我 们 所 需要 的 它 也 在 TT 中 。 

然后 归纳 证 明 : We, Te T, RA Mr 是 相 容 的 (compatible) ， 即 如 果 n € doma mdomr， 
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那么 c(z) =7(n)。 对 n=0， 只 要 注意 到 对 每 个 oe7T,， 根据 定义 ， 有 o(0) 2j. 对 于 归纳 
步 ， 假 设 给 出 的 性 质 对 RA, o, TET Hs(n) € domo 个 domr。 由 归纳 假设 ogo(n) =7(n)。 
由 了 的 定义 ， 对 每 个 xs4， 有 (fs(z))(z) =h(n, a(n) (x), x) sh(n, c(n) (x3), x) = 
T(s(n)) (x), Hi, a (s(n)) =7(s(n) )。 

现在 可 以 在 wx4 上 定义 所 需 的 函数 /为 |((a，x)》，y)》 eo xAx B! 存在 一 个 oe7， 
满足 me domc H e(n)(x) =y}。 根 据 刚才 已 经 证 明 的 第 二 个 事实 可 知 ， 这 个 集合 是 一 个 函 
数 ， 同 时 由 第 一 个 事实 可 知 ， 它 的 定义 域 为 wx4。 由 了 的 定义 及 其 元 素 的 相 容 性 ， 这 个 函 
数 满足 定理 对 /所 要 求 的 性 质 。 

为 说 明定 理 中 描述 的 映射 A/,， o x AB 的 唯一 性 ， 假 设 f 和 都 满足 对 /的 要 求 。 归 纳 证 
H: 对 每 个 xse4, An, x) 2f(n, x)。 对 n=0， 这 就 是 我 们 的 假设 ， 即 对 每 个 xeA， 有 
fO, x) =j(x) =f (0, x), X s(n), 注意 到 ， 由 我 们 对 f 和 广 的 选择 ,f(s(n), x) -h(n, 
Fn, x), x) Rf'G(n), x) =h(n, f(n, x), x), 同时 ,由 归纳 , Kn, x) =f(n, x), B 
ih, f(s(n), x) =f (s(n), x). m 

现在 应 用 这 个 定理 说 明 加 法 ( + ) 、 乘 法 (，) 和 指数 ( * ) 在 w 上 都 能 由 通常 的 递归 方式 
定义 。 

定理 4.10 存在 w 上 (唯一 ) 的 二 元 函数 +，， pr, 对 每 个 +ew 满足 下面 的 递归 
条 件 : 

(i)0+x=Y 且 S(n) +x=s(n+x) 

()0*xz0 Hs(n)*x-n*x*x 

(ii)x*0-21 HE x*s(n) 2(x&n) *x 

证 明 

(i) 如 果 定 义 定理 中 的 映射 h: w x o x eo ON h(n, x, y) =s(x) 且 令 j(x) =x, BAR 
Bf: w Xow 存在 且 对 加 法 满足 (i) PRE. 

(ii) 如 果 定 义 上 映射 h: w x o x o—o JJ h(n, x, y) x *y B$ j(x) 20, 那么 由 定理 得 
到 的 函数 /对 乘法 满足 (i) 中 的 条 件 。 

(iii) SIRE SCR S. h: w xe xo—o7 hln, x, y) »x* y B j(x) =1， 再 令 /为 由 定 
理 得 到 的 函数 ， 那 么 el, y) = 成 y，x*) 对 指数 运算 满足 (证 ) 中 的 条 件 。 口 

正如 在 o 上 已 经 定义 的 那样 ， 现 在 可 以 验证 ， 自 然 数 上 的 常规 算术 法 则 对 <，+ 和 ， 
成 立 。 更 多 的 函数 ， 包 括 第 三 章 第 八 节 中 所 谓 的 “可 计算 ” 函数， 都 能 应 用 定理 4.9 证 明 其 
存在 性 。 特 别 地 , SAH B BON e, 可 以 定义 有 n+1 个 变量 的 函数 。( 见 习 秋 8。) 现 在 
还 可 以 很 容易 地 定义 集合 论 形式 的 整数 、 有 理 数 和 实数 以 及 相应 的 <，+ 和 ，。( 见 习 
Ei 9-11.) 

最 后 ， 证 明定 理 4.5 中 给 出 的 皮 亚 诺 后 继 公理 在 同 构 意义 下 决定 了 带 后 继 的 自然 数 
结构 。 

定理 4.11 de f: AA fg: B 一 B 都 是 满足 皮 亚 诺 后 继 公 理 的 映射 (定理 4.5 中 列 出 
了 在 w 上 的 后 继 映 射 ;的 性 质 (1) ~(5))， 那 么 存在 一 个 双 射 h: 4-B， 满 足 对 每 个 +e 4， 
有 hh(f(x)) =g(h(x))。( 这 样 的 双 射 称 为 结构 (A4，, /) 与 (B，g) 的 一 个 同 构 (isomorphism) 。) 

证 明 首先 ， 注意 到 只 需要 证 明 当 (4, f) = (o, B], 定理 成 立 ， 因 为 给 定 任何 (4, f) 
与 (8B，g) ,根据 定理 在 第 一 个 结构 为 (w，s) 时 的 特殊 情况 ， 可 以 复合 双 射 h: oA I k: 
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co—B, BBE AW kh’: ASB, (EHZ kh! (x) 2k(y), HP h(y) =x。) 由 第 三 节 习 题 8 
可 知 ， 和 大 ”是 一 个 双 射 。 这 个 双 射 是 一 个 同 构 ， 是 因为 kh (G0) = ky), 其 中 h(y) =f(x)。 
由 对 天 的 选择 ，Ah(s(z)) 2 f(x), 其 中 h(z) 2x, 因此, kh Cf(x)) 2 kh" (h(sQ(z))) = 
k(s(z)) =g(k(z))( 由 上 的 选择 ) =e (kh '(x)) CD z Sh" (2). 
于 是 ， 假 设 给 定 的 g: B—B 满足 皮 亚 诺 后 继 公 理 。 希 望 证 明 存在 所 需 的 同 构 h: w 一 B。 
由 第 一 条 皮 亚 诺 公理 ， 名 eB。 现在 可 以 利用 定理 4.9 证 明 存 在 一 个 映射 /: o xo-B, WE 
对 每 个 x，nsw， 有 0, x) = 名 且 f(s(n), x) =g(f(n, x*))。( 在 定理 中 对 n,，xew 和 
yeB, 令 j(x) x OH. h(n, y, x) =g(yY)。) 现 在 断言 所 需 的 同 构 由 h(n) =f(n, 0) 给 出 。 当 
然 ， 由 的 选择 ,，h 的 定义 域 是 w 且 对 每 个 new， 有 h(s(n)) =g(h(n))。 因 而 ,只 需要 验 
证 是 1-1 和 上映 满 的 。 
为 说 明 有 是 1-1 的 ,对 归纳 证 明 不 存在 m>n, 满足 h(n) -h(m), XEn 20, h(n) 2 
且 如 果 m>0， 那 么 由 定理 4.7( 证 ) 对 某 个 ye w， 满足 m=s(y)。 因 耐 h(m) =h(s(y)) = 
g(h(m))。 但 由 关于 g 的 皮 亚 诺 第 三 公理 ， 对 任何 m 都 有 g(h(m)) 关 如。 然后 ， 考 虚 (n). 
由 于 m>s(n)， 再 次 有 m =s(y) 对 某 个 y 成 立 。 如 果 是 这 样 ， 则 有 e(h(n)) =h(s(n)) = 
h(s(y)) =g(h(y))， 那 么 由 关于 g 的 皮 亚 诺 第 四 公理 ， 有 有 h(n) =h(y)。 由 于 这 将 与 对 HI 
纳 假设 矛盾 ， 所 以 完成 了 归纳 且 证 明了 是 1-1 的 。( 注 意 ，s(y) >s(n) 意 味 着 nU Inl = 
s(n) es(y) =yU {y| 且 ny。 因 而 ney， 所 以 y>n， 这 恰 是 应 用 归纳 假设 所 需要 的 。) 
Ba, AWA ERRA, Ha B 应 用 归纳 公理 ,证 明 存 在 某 个 meo, 使 得 对 每 个 
x€B, f h(m) =x。 对 x= 名 , 已 有 h(0) = 名 。 假设 h(m) =x。 只 需要 找到 一 个 n， 满 足 
h(n) =g(x). RM, AR A Æ, h(s(m)) =g(h(m))=g(x)， 这 正 是 所 需要 的 。 O 
习题 
1. 通过 归纳 定义 集合 R(n) 如 下 ; R(0) = OHA R(n4+1) =P(R(n))。 令 RR=UI1R(n)1 ne Nl, Bi RAE 
(R 存在 性 的 形式 化 证 明 要 用 到 替换 公理 ， 见 第 六 节 习 题 1， 更 一 般 的 情形 见 第 十 节 ) 证 明 如 下 各 项 : 
(a) 每 个 Rn) 都 是 有 穷 的 。 
(b) 对 每 个 new， 有 R(n) CR(n+1)。 
(c) 公 理 2~6 在 RR 中 成 立 ， 即 名 eR 且 对 每 个 x，yeR MEM P), 集合 lx, yl, Ux, [zex] P(z)] 
和 P(x) 都 在 尺 中 。 
(d) UR=R, 
(e) 员 包含 在 满足 (ec) 的 每 个 集合 中 。 
(人 1) 无 穷 公理 在 R 中 不 成 立 ， 即 不 存在 xe R， 满足 名 ex 且 对 每 个 yex， 有 s(y) ex。 
. 证明: (作为 一 般 的 算术 习题 ) 对 每 个 xe N， 存 在 a, <… «a,, 满足 x=2"”+…+2”"， 并 且 如 果 2” +o 
2^ =20 ee 42, Hip b, <… «b,, BA man AM i<i<n, a; 2b, 
.在 阿 克 坚 模型 中 ,“ 集 合 " 是 自然 数 且 隶属 关系 定义 为 : *e4y， 当 且 仅 当 * 是 y 的 以 2 2EIEISRESUBURTTE 
式 中 的 一 个 指数 。 证 明 在 此 模型 中 下 面 的 结论 成 立 : 
(a) FECI) ~(2) 和 (4) ~ (6) 成 立 。 
(b) 无 穷 公理 不 成 立 。 
4. 根据 归纳 公理 的 版 本 (5') 证 明 版 本 (5”)。 
5. 证明: 集合 T= lo | XE neo, o 是 C 中 一 个 s(n) 一 序列 ,满足 对 每 个 xe4 和 i<n, Ho(0)(x) = 
J(x) 且 go(s(i))(x) =h(i, oa(i)(x), x) FE. 
6. (自然 数 算术 ) 对 所 有 a,，5，c ew， 归 纳 证 明 ; 
(a)(a+b)+c=a+(b+c)( 对 ¢c 归纳)。 
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(b)a+1=1+a( 对 a JAR), 
(c)ja+b=b+a( 对 5 归纳 )。 
(d)a+b=a+tc=3b=c( 对 a 归纳 )。 
(e)a(b +c) =ab+ac( 对 c 归纳)。 
(f)S(6) + a=ba+a( Xt a IR), 
(g)(a-b)*eza*(b* c) (HbR), 
(h)a<boate<b+ce( xt c 归纳 )。 

(ija <b H c#0 A ac « be( X} c IW), 


. 证 明 : 阶乘 函数 ("! =1-2+..+ (n-1) +0) FE. 
- 证 明 : 对 每 个 mn， 第 三 章 第 八 节 的 习题 中 定义 的 所 有 (部 分 )m 个 变量 的 递归 函数 存在 。 
. $Z=2xw-İ(0, Oj 2|, ni1i=0 或 1 且 neol-1(0,，0)1。 在 2 上 定义 如 下 的 一 个 二 元 关系 < 


和 二 元 运算 + 及 ': 

(ii, n) <《j,，m)， 当 上 且 仅 当 i<j 或 i=j=0 且 n>m 或 i=j=1 Hn«m, 

(i) (i, n) * (i, m)=(i, ne m); 对 iz¥j, (i, n) +G, n) 2 (1, 0); X ij H nám, (i,n) + 
Gi, m) 2G, p), HP, MRA seo, 满足 m+x=n， k=i， 如 果 存 在 xew， BE nex-m, 
k=j; p 在 两 种 情况 中 都 是 所 要 求 的 x。 

(ili) (i, n) + G, m) (b, nem), P4 isjmb, k=1, mH k=0, 

证 明 : 如 果 把 40，n》 和 《1，m 分 别 记 为 -二 和 +m， 那么 已 经 定义 的 整数 的 整合 论 表 示 ， 即 带 有 <, + 

和 “' 的 Z， 同 构 于 通常 的 整数 结构 。 还 可 以 直接 对 Z 中 的 整数 验证 通常 的 算术 律 ， 就 像 在 习题 6 中 对 w 

和 人 所 做 的 那样 。 


10. $Z =1(1, I new) - (1, 01, EIER RULBIS-ZxZ', 


11. 


(a) 证 明 下 面 给 出 的 5 上 的 关系 R JE— 7 EXER. (a, b)Ree, d) 8 BA as debe c, 
(b) SOR R (jt 2E 8048-6. GEDUT EBITEZ LEGE X «, ，+ 和 .， 在 $ 上 定义 一 个 二 元 关系 < 及 二 
元 运算 + 和 MF: 
ida, b) < 《c,d) 当 和 且 仅 当 a'd<e.b。 
ii)(a, b) +(e, d) z(a-dec-b, b+ d), 
ii)(e, b) + (c, d) 2 (a* c, bd), 
证 明 : < ，+ 和 .在 Q 上 是 良 定义 的 ， 即 这 些 运 算 的 结果 (在 关于 尺 等 价 意义 上 ) 独 立 于 等 价 类 中 
代表 元 的 选择 。 
CER: Ha, be Z， 当 记 (a, 6) 为 后 时 ,这些 定义 对 应 于 有 理 数 上 通常 的 运算 。 因 而 ， 在 我 们 的 至 


论 中 ， 就 定义 了 有 理 数 (的 集合 论 表 示 ) 。 

令 及 = |xC Q@1 x 在 @ 中 有 上 界 但 无 最 大 元 且 如 果 g<rex, 则 gexj。 对 x,， YER, ÆXRER <M + 

如 下 : 

i)x<y， 当 和 且 仪 当 对 每 个 gex， 存 在 rey, 满足 g <r。 

ii)jx+y= fg+rl gex Hreyl, 

(a) 证 明 : 丸 这 个 集合 存在 且 < ，+ 分 别 定义 了 RR 上 的 二 元 关系 和 二 元 运算 ， 当 ge Q@ 等 同 于 {fre Qi 
r«q| eR 时 ， 这 个 关系 和 运算 推广 了 Q 上 的 相应 关系 和 运算 。 

(b) 定 义 及 上 的 一 个 二 元 运算 ， ， 它 推广 了 Q@ 上 的 相应 运算 (这 里 对 于 Q@ 采 用 上 面 的 等 同 认定 ) 并 且 带 有 
< ，+ 和 … 的 集合 论 结构 及 同 构 于 通常 的 实数 系统 。 


第 五 节 替换 、 选 择 和 基础 


公理 1 ~7 实际 上 都 包含 在 Zermelof 1908, 2.3] 为 集合 论 提 出 的 第 一 个 公理 系统 中 。 但 


是 ,大约 在 1920 年 ， 人 们 发 现 有 些 相 当 简单 的 集合 仅 任 这些 公理 是 无 法 证 明 其 存在 性 的 。 
这 里 有 两 个 用 非 形式 化 表述 的 集合 ， 根 据 这 些 公理 无 法 证 明 它 们 的 存在 性 。 
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(1)1o, s(w), s(s(w)), =} 

(2){w, Plw), P(P(w)), to ^ 

需要 另外 的 公理 来 证 明 这 种 集合 的 存在 性 ， 它 就 是 替换 公理 。Fraenkel[ 1922a，2. 3 ] 和 
Skolem[ 1922，2. 3] 把 它 加 进 了 策 梅 洛 公理 里 。 正 如 在 策 梅 洛 的 子 集 构造 公理 中 使 用 的 集合 
性 质 P(x) 的 ( 非 形式 化 ) 概 念 一 样 ， 需 要 一 个 性 质 0(x，y) 的 ( 非 形 式 化 ) 概 念 将 x 和 yy 联系 
起 来 以 定义 替换 公理 。 

定义 5.1 二 元 对 (4*，7y)》 的 性 质 Q(x，7y)( 把 集合 x 关联 到 集合 7y) 称 为 一 个 函数 性 质 
(functional property), Je XX 3E Ae A- x, Q(x, yf Q(x, z) ihe y =z, do QE —^ dd 
HR, MAH QU, y) 写成 Q(x) =y。 

换 句 话说， 一 个 函数 性 质 必须 是 单 值 的 。 注 意 没 有 要 求 0 是 全 局 的 ， 即 可 能 存在 集合 
x*， 对 其 没有 y， 满足 0(x,，y)。 

例 5.2 

CER Q(x，y) 成 立 ， 当 上 且 仅 当 y 是 x WFR, 不 是 函数 性 质 。 

(Gi) TERE Q(x,，y) 成 立 ， 当 上 且 仅 当 y 是 4 MRE, BRR. 

公理 8( 替 换 ) Ala, yY) 为 一 个 函数 性 质 。 则 对 任何 集合 z， 存 在 一 个 集合 wo, BR 
SHAY, yew 当 且 仅 当 存在 一 个 xez， 满 足 Q(x*，y) 成 立 。 

换 句 话说 ， 一 个 集合 在 一 个 函数 性 质 下 的 像 是 一 个 集合 。 根 据 外 延性 公理 ， 公 理 8 存在 
的 集合 ww 由 z 和 0 决定。 记 为 w={y| y=Q(x) 且 xez)。 

应 用 替换 公理 到 定义 域 为 w 的 函数 性 质 0(x,，y) 和 0'(x，y)， 可 知 (1) 和 (2) 中 描述 的 
集合 存在 ， 其 中 

(1)0(0, y) x, HER y zo H Q(n, y) 对 n>0 成 立 ， 当 且 仅 当 y 是 对 o 取 后 继 
ZR n 次 得 到 的 结果 。 

(2)0'(0, y) 成 立 ， 当 且 仅 当 y =w 且 0(n, y) 对 n>0 成立， 当 且 仅 当 y 是 对 w RRE 
运算 次 得 到 的 结果 。 

评注 5.3 函数 性 质 的 概念 比 通常 把 消 数 视 为 有 序 对 的 单 值 集合 的 数学 定义 更 一 般 。 当 
然 ， 替 换 公理 中 所 使 用 的 函数 性 质 的 概念 和 子 集 构造 公理 中 所 使 用 的 性 质 的 概念 同样 模糊 。 
它们 都 不 曾 导 致 任何 悖 论 。 不 过 ， 与 对 子 集 构造 公理 的 处 理 一 样 ， 现 代 集 合 论 可 以 精确 地 表 
述 这 个 公理 为 : 只 允许 那些 可 以 用 基于 <e 和 = (以 集合 为 参数 ) 的 语言 中 的 谓词 逻辑 公式 表 
示 的 函数 性 质 。( 见 第 六 节 ) 。 

还 要 注意 到 子 集 构造 公理 实际 上 是 蔡 换 公理 的 一 种 特殊 情况 。 为 说 明 这 一 点 ， 给 定 集合 
的 性 质 P(x) ， 定 义 集 合 的 函数 性 质 O, 3)29: Oa, y) 当 且 仅 当 P(x) 且 x=y。 那 么 根据 
替换 公理 ， 子 集 构 造 公 理 断 言 存在 的 集合 B= ixzs41 P(x)| 是 4 在 0 下 的 像 。 

另 一 方面 ， 替 换 公 理 不 是 公理 1 ~7 的 推论 。 可 以 通过 构造 一 个 公理 1 ~7 的 模型 ， 且 它 
不 是 公理 8 的 模型 来 说 明 这 点 。( 直觉 上 ， 依 赖 于 这 样 的 想法 ， 即 如 果 一 些 公理 (在 任何 集 
合 论 模型 中 ) 为 真 ， 那 么 这 些 公理 的 推论 (在 任何 集合 论 模型 中 ) 也 为 真 。 这 是 一 种 熟悉 的 论 
证 : 如 果 有 一 个 群 C，( 在 包含 常 元 符号 e 作为 单位 元 和 乘法 运算 符 ' 的 群 的 语言 中 的 ) 某 个 
语句 由 是 错 的 ， 那 么 四 就 不 是 群 论 公理 的 推论 (定理 )。 这 些 概念 在 第 二 章 和 第 三 章 的 第 五 
节 所 研究 的 谓词 逻辑 中 ， 特 别 是 在 第 二 章 的 定理 7. 2 和 第 三 章 的 第 五 节 习 题 1 关于 有 效 性 的 
结果 中 描述 得 更 精确 ， 所 需要 的 模型 就 是 一 些 带 有 常规 的 隶属 关系 的 集合 类 。 下 面 将 简要 地 
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介绍 公理 1 ~7 的 这 个 模型 的 构造 ， 并 指出 为 什么 它 不 满足 替换 公理 。 

定理 5.4 存在 公理 1~7 的 一 个 模型 ， 但 它 不 是 公理 8( 替 换 公 理 ) 的 模型 。 

证 明 S(0) =w 且 对 new 归纳 定 义 5(n) 为 S$(n+1) =P(S(n))。 最 后 , 令 $ = 
U15(n) 1 new|。 现 在 可 以 验证 带 有 通常 的 隶属 关系 e 的 5 满足 公理 1~7。( 注 意 ,需要 
替换 公理 来 验证 S 存在 。{S(n) | ne wj 就 是 上 面 (2) 中 描述 的 集合 ， 公 理 8 证 明了 它 的 存在 
性 。) 男 一 方面 ，5 不 满足 蔡 换 公理 。 实 际 上 ， 函 数 关 系 0(x,y) 定 义 为 (xew 且 y=5S(x)) 提 
供 了 我 们 需要 的 反例 ， 因 为 1S(n) | ne wl 不 是 5 的 元 素 。 细 节 的 验证 留 作 习 题 1。 LJ 

康 托 ( Cantor) 在 自己 的 工作 中 使 用 了 一 个 类 伏 于 蔡 换 公理 的 原理 : 集合 4 在 1-1 的 函数 
性 质 下 的 像 8B 是 一 个 集合 。 这 个 原理 是 他 的 基数 理论 的 基础 。( 见 第 七 节 和 第 十 一 节 。) 那 么 
这 个 原理 等 价 于 替换 公理 吗 ? 事实 证 明 ， 如 果 承 认 康 托 的 另 一 个 基本 假设 : 康 托 良 序 原理 ， 
那么 取 4 在 函数 性 质 0 下 的 像 了 ， 这 种 最 常见 的 情形 可 以 相当 容易 地 归 约 为 取 4 在 一 个 相应 
的 1-1 的 函数 性 质 0' 下 的 像 B。 在 陈述 这 个 原理 前 ,需要 一 些 重要 的 定义 。 

定义 5.5 假设 (4，<) 是 一 个 偏 序 ，ae4 且 DG4。 

(i)a & B $$ FH (lower bound), wR AAA LEB, d axb;aXB $ E 5$ (upper 
bound), Ade X AA LEB, diazb, 

(ii)e X BORA S SE (greatest lower bound, gl), de c B $$ FE BUT 
RRS ER, ERG x X BOMAR— FOR, Wü rse Ri, cB HMM ER (least 
upper bound, lub), wR c 是 BB 的 上 界 且 是 BB 的 所 有 上 界 组 成 的 集合 的 下 界 ， 即 若 x+ 是 昌 的 
任 一 上 界 ， 则 esx, 

(iii)e Æ B 的 最 小 元 (least element), MReRBHAKAABMER, RHR, CHB 
的 元 素 且 为 B 的 最 大 下 界 。 类 似 地 ,，c 是 B 的 最 大 元 (greatest element) ， 如 果 c 是 B 的 元 素 
有 目 为 BB 的 上 界 。 

注意 B 最 多 能 有 一 个 最 小 元 : 如 果 c Md 是 8 的 最 小 元 , WA csd Hd<c, AM csd, 
Jed nh, B 最 多 能 有 一 个 最 大 元 。 

定义 5.6 一 个 线性 序 (4，< ) 是 良 序 的 ， 如 果 4 的 每 个 非 空 子 集 B 都 有 最 小 元 。( 在 
这 种 情况 下 ,也 称 < RE dE (well order) A 或 是 4 的 良 序 (well ordering) 。) 一 个 偏 序 (7， 
<7) 是 一 棵 树 ， 如 果 它 有 最 小 元 ， 并 且 对 每 个 xEe T, x 的 前 驱 的 集合 |yl yc x «e, 
良 序 化 。 

pi 5.7 

(i) 《4w，< ) 是 良 序 的 。 这 个 事实 可 由 上 文 描述 的 归纳 原理 的 版 本 (5”) 立 即 得 到 。 

(二 ) 以 扩张 (车 dome Cdomry， 且 对 所 有 的 x edoma, A o(x) =7(x), Wo < 7) 为 序 
的 有 穷 二 元 序列 的 集合 是 一 棵 树 。 

(ii) S 0 表示 正 有 理 数 。 那 么 (0 ，< ) 是 一 个 线性 序 但 它 不 是 良 序 的 ， 因 为 它 没有 
最 小 元 。 

(iv) 实 数 的 闭 区 间 [1，2] 加 上 实数 上 常用 的 序 是 一 个 线性 序 但 不 是 良 序 。 这 个 区 间 中 
平方 大 于 2 的 有 理 数 集合 没有 最 小 元 ， 因 为 V2 是 无 理 数 。 

事实 上 ， 在 最 后 两 个 例子 中 集合 上 的 自然 序 不 是 良 序 并 不 意味 着 对 这 些 集合 不 存在 良 
Fo WERF 0 的 良 序 留 给 读者 作为 习题 。( 见 习题 4.) 但 构造 实数 的 良 序 却 不 是 一 个 习 
题 ， 尽 管 后 面 的 定理 5. 9 基于 额外 的 公理 说 明 每 个 集合 都 能 被 良 序 化 。 每 个 集合 可 良 序 化 被 
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康 托 所 认同 和 使 用 ， 并 以 康 托 良 序 原理 著称 。 策 梅 洛 曾 尝试 证 明 它 ， 并 且 在 其 尝试 中 第 一 次 
引入 了 一 个 看 似 可 靠 的 集合 论 公 理 ， 这 个 公理 却 蕴 涵 康 托 良 序 原 理 。 

公理 9( 选 择 ) 如 果 4 有 是 非 空 集合 的 集合 ， 那 么 存在 一 个 定义 域 为 4 的 函数 /， 满足 对 
每 个 xe A, f(x) € x。 这 个 函数 / 称 为 A 的 一 个 选择 函数 (choice function) 。 

一 个 选择 函数 恰好 从 4 的 每 个 元 素 中 选 出 一 个 代表 元 。 如 果 4 是 有 穷 的 ， 那 么 这 不 存在 
任何 令 人 惊讶 或 模糊 的 地 方 。 事 实 上 ， 关 于 有 穷 集合 4 的 选择 函数 的 存在 性 ， 根 据 通常 的 逻 
辑 法 则 可 以 得 到 。 这 个 公理 的 真正 内 容 是 说 : 集合 4 是 由 无 穷 多 个 集合 y 构成 的 ， 人 们 可 以 
同时 从 每 个 y 中 选 出 一 个 元 素 。 康 托 和 策 梅 洛 认 为 这 是 显然 的 。 在 康 托 的 情形 中 ， 他 有 一 个 
看 似 集合 的 概念 ， 其 中 所 有 集合 以 一 种 确定 的 ( 超 穷 ) 序 被 “创造 ”出 来 。 在 这 个 序 下 ， 新 集 
合 的 元 素 产 生 于 该 集合 之 前 。 这 样 的 话 ， 他 当然 就 可 以 通过 让 函数 /从 每 个 xe A 中选 出 在 
集合 的 这 种 主 序 下 出 现 的 第 一 个 元 素来 验证 选择 原理 。 这 个 步骤 本 质 上 是 从 良 序 原 理 导出 了 
选择 公理 。 策 梅 洛 的 做 法 则 相反 ， 在 定理 10.2 中 将 证 明 策 梅 洛 的 结论 。 

伯 特 兰 . PR (Bertrand Russell) 对 此 作 了 注解 ， 如 果 一 个 人 有 无 穷 多 双 靳 子 ， 那 么 他 就 
能 轻易 地 定义 一 个 选择 函数 : 例如 从 每 双 中 选 出 左 脚 的 靴子 。 另 一 方面 ， 如 果 给 我 们 无 穷 多 
双 无 法 分 辨 的 袜子 ， 或 许 就 不 能 制定 这 样 的 规则 。 对 于 康 托 的 观点 有 一 个 隐喻 的 说 法 是 这 样 
的 。 如 果 袜 子 在 工厂 里 是 按 顺序 生产 的 ， 那 么 就 取出 每 双 袜 子 中 第 一 只 生产 的 。 早 期 关于 选 
择 公理 的 许多 讨论 就 是 以 这 样 的 语言 阐述 的 。 选 择 公理 在 数学 中 以 许多 不 同 但 等 价 的 形式 被 
广泛 运用 。 下 面 简要 地 提 及 其 中 一 些 。 

定义 5.8 令 (4，<) 是 一 个 偏 序 。4 的 一 个 子 集 B 称 为 一 条 链 (chain)， 如 果 对 任何 
b, be B, A d b, <b, Ab Sb, A 的 一 个 元 素 % 称 为 (在 序 < 下 的 ) 一 个 极 大 
(maximal) 元， 如 果 对 任何 ye A 都 没有 x <y。A4 的 一 个 元 素 x 称 为 (在 序 < 下 的 ) 一 个 极 小 
(minimal) 元 ， 如 果 对 任何 ye ARRAY <x, 

定理 5.9 下 面 的 断言 是 等 价 的 : 

(i) 对 每 个 由 非 空 集合 组 成 的 集合 4， 存 在 一 个 定义 域 为 4 的 函数 /满足 对 每 个 xE A, 
f(x) © x, 

(ii) 对 每 个 集合 4， 存在 一 个 关系 RE A x 4 良 序 化 4。 

(二) 令 (4，< ) 为 任何 非 室 偏 序 。 如 果 每 条 链 BC 4 都 有 上 界 ， 那 么 4 就 有 一 个 极 
大 元 。 

(i) PRA. (ii) 是 康 托 的 良 序 原理 。( 这 ) 是 佐 恩 引 理 (Zorm's lemma) ， 在 研究 生 分 
析 和 代数 课程 中 ， 它 是 这 个 公理 最 常用 的 形式 。 . 

可 以 (甚至 经 常 ) 给 出 这 些 等 价 的 证 明 ， 事实 上 ，Zermelof 1904，2. 3] 从 选择 公理 证 明 良 
序 原理 要 先 于 现在 的 由 冯 . 诺 伊 曼 发 现 的 良 序 化 方法 。 尽 管 如 此 ， 还 是 延 后 此 证 明 ， 直 到 有 
工具 能 给 出 直观 清晰 的 证 明 。 这 个 工具 就 是 超 穷 序数 理论 和 在 序数 上 用 超 穷 归纳 定义 函数 的 
理论 。 有 了 这 些 工具 ,证 明 只 需要 对 康 托 原 来 对 于 和 良 序 原 理 所 作 的 验证 作 些 许 的 改进 。 

选择 公理 一 直 以 来 是 集合 论 公理 中 最 有 争议 的 ， 人 们 一 直 都 不 知道 它 和 其 他 的 公理 是 相 
AK). HBA BR (Godel) (1938, 1939, 2.3] WEB] f: 如 果 存 在 一 个 公理 1 ~8 的 模型 ， 那 
么 其 中 就 存在 一 个 模型 ， 康 托 的 直觉 在 其 中 是 对 的 ， 因 为 此 时 存在 一 个 具有 可 定义 良 序 的 模 

型 ， 所 有 集合 都 是 按 这 个 序 产生 的 。 当 然 ， 在 这 个 模型 中 ， 良 序 原 理 和 选择 公理 是 成 立 的 。 
” 另 一 方面 ，Cohen[ 1963 ，1964 ，3.3] 证 明了 存在 公理 1 - 8 的 一 些 模型 ， 其 中 选择 公理 是 错 





222 BRE 





误 的 。 即 使 是 这 些 结果 的 描述 也 已 经 超出 了 我 们 讲述 的 范围 。 这 些 构 造 和 证 明 在 Cohen 
[1966，3.3] 或 大 多 数 现行 的 研究 生 公理 集合 论 的 教材 中 都 能 找到 ， 例 如 Kunen[ 1980, 
3.3]。 现 在 ， 大 多 数 数学 家 都 自由 地 使 用 选择 公理 ， 但 是 有 时 也 明确 地 注 明 他 们 的 结果 用 
到 了 选择 公理 。 

在 本 书 的 最 后 ， 给 出 一 个 技术 性 的 公理 ; 基础 (foundation ) AERE N (regularity) 公理 。 
这 个 公理 由 弗兰克 尔 (Fraenkel) 提出 ， 他 通过 把 集合 论 限 制 在 某 些 集合 上 来 排除 各 种 可 能 的 
反常 情况 ,其 中 这 些 集合 的 元 素 必 须 先 于 集合 本 身 被 “知道 "或 被 “构造 "。 因 此 ， 举 例 来 说 ， 
将 不 存在 集合 {x,，y，z| ,满足 xe ye ze x。 更 一 般 地 ， 也 不 存在 无 穷 递 减 的 e 一 序列 ， 即 
o -序列 g 对 所 有 ne o, BE ao(n+1)€ oln), 

公理 10( 基础 ) 每 个 非 室 集 合 4 都 有 一 个 元 素 y， 与 4 不 相交 ( 即 ynA- 2). 

可 以 将 此 公理 中 假定 的 4 的 这 个 元 素 y 描述 为 4 的 一 个 e- 极 小 元 (es -minimal element) , 
即 ye 4 但 没有 xe y 是 属于 4 的。 这 个 公理 不 仅 排除 了 满足 xsx 的 集合 * 的 存在 性 ， 还 排 
除了 所 有 无 穷 递减 <- 序列 。 | 

定理 人 .10 KAA 多 一 序列 gog， 对 所 有 ie o, BR o(i+1) eo(i)。 

证 明 ”假设 存在 这 样 一 个 w -序列 go。 令 4={o(n) | nEw) X o 的 值 域 。 应 用 基础 公 
理 得 到 4 的 一 个 -- 极 小 元 Y， 满 足 对 某 个 n， 有 y=o(ln)。 Hho 的 选择 , ol(n+1)eo 
(n)， 且 由 4 的 定义 ，a(n+1) e 4， 因 而 (nz) 不 是 e- 极 小 元 ， 得 到 矛盾 。 口 

特别 地 ， 基 础 公理 排除 了 xex 这 种 不 合理 的 集合 x*。 定 理 5. 10 的 逆 命 题 需要 选择 公理 。 

定理 5.11 基础 公理 可 以 由 公理 1 ~9 和 不 存在 无 穷 递 减 e 一 序列 的 假设 得 到 。 

证 明 ”假设 4 是 一 个 非 空 集合 ， 且 没有 元 素 y,， 满足 yn 4 = O, WH, Oe A. SKE 
A 的 一 个 选择 函数 ， 即 对 每 个 ye A, k(y) € y。 令 B=A4， 对 任何 固定 的 ae A, j(x) za B. h(n, 
x, y) =k(x) ， 应 用 定理 4.9， 得 到 函数 f: wx AOA, HEP new, 满足 fl{(n+1, x) efí(n, 
x)€ A, WEBS a(n) 2f(n, a), Wo 显然 是 一 个 无 穷 递 减 的 e 一 序列 ， 得 到 矛盾 。 口 

基础 公理 实际 上 是 简约 的 结果 。 它 仅 排 除了 通常 在 数学 中 不 使 用 的 集合 。 这 个 观点 可 以 
解释 得 更 加 确切 。 一 旦 发 展 了 序数 的 理论 ， 就 可 以 证 明 ， 如 果 存 在 公理 1 ~8 或 公理 1~9 的 
模型 ， 那 么 也 存在 一 个 满足 基础 公理 的 模型 。 这 个 模型 包含 了 自然 数 集 w， 且 实际 上 推广 了 
定理 5.4 中 从 w 开始 反复 进行 取 磊 集运 算 很 多 次 后 得 到 的 集合 S。( 见 第 十 节 ， 特 别 是 定理 
10.5。) 此 外 ， 在 数学 实践 中 ， 不 仅 数论 而 且 所 有 可 用 集合 论 实现 的 数学 都 能 在 这 个 典型 模 
型 中 完成 。 因 而 ， 基 础 公理 可 视 为 奥 卡 姆 剃刀 原理 ( Occam’s razor) 的 一 个 便利 的 应 用 。 

定理 5. 10 中 所 描述 的 情形 代表 了 把 线性 序 进一步 定义 为 良 序 的 十 分 普遍 的 等 价 形式 。 

定理 $.12 一 个 线性 序 (4，< ) 是 良 序 的 ， 当 且 仅 当 它 漫 有 无 穷 递 减 的 链 ， 即 不 存在 4 
中 的 w 一 序列 og， 对 所 有 iew， 满足 o(i+1) <o(i)。 

证 阴 ”其 中 一 个 方向 是 显然 的 。 如 果 co 是 一 个 递减 链 ， 那 么 jo(i) 1 ie wl 是 4 的 一 个 
非 空子 集 且 无 最 小 元 。( 对 于 某 个 i， 任何 元 素 都 是 ao(i) 且 o(i+1) 是 更 小 的 元 素 。) 对 于 另 
一 个 方向 ， 假 设 存在 一 个 没有 最 小 元 的 4 的 非 空子 集 C。 必 须 使 用 选择 公理 。 它 提供 了 一 个 
定义 域 为 {81 BC C^Bz 儿 | 的 函数 /， 满 足 对 每 个 非 空 BC C, f(B) e B。 现 在 递归 定义 
一 个 函数 8， 满足 g(0) =f(C) A e(n+l) =f(lyl ye CA 人 y<g(n)|)。 注 意 到 ， 如 果 任 一 
集合 {yl ye C^y«a(n) | HSH, 那么 g(n) 将 是 C 的 最 小 元 ， 这 与 假设 矛盾 。 因 而 /总 
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有 定义 ,并且 可 以 利用 定理 4.9 保证 这 样 一 个 函数 g 的 存在 性 。 显 然 由 g 的 定义 ， 对 每 个 i， 
g(i+1) <g(i)。 所 以 它 就 是 所 要 求 的 递减 链 。 LI 
习题 

. 补充 定理 5.4 的 证 明细 节 。 

- MRA, «NOB, < BFF, 定义 4xB 上 的 字典 序 <, Hla, b) < ,ws《c，d)， 当 且 仅 当 @ < se 
Ma=cHb<,d. EX ARIB IS XE AUB=Ax {0} UBx [1] ELA «,,,29 (a, 0) «,,5(a', 0), 
当 且 仅 当 a < 4sa'; (b, 1) «,,,0, 1), BOLD b&b; 并 且 《a, 0) «,,, (b, 1) raeAH be B 
成 立 。 

(a) 证 明 : 如 果 \4，<4? 和 (B，<4) 都 是 线性 序 或 者 都 是 良 序 ， 那 么 (4xB，<4xs) 也 是 。( 这 个 序 称 
为 序 BA A 的 积 (product) 。 如 果 它 们 都 是 线性 序 ， 那 么 这 个 序 含有 “4 那么 多 个 B 的 拷贝 ”。) 

(b) 证 明 : 如 果 (4，<4》 和 (8B，<4) 都 是 线性 序 或 者 都 是 良 序 ， 那 么 (4LHB，<4s)》 也 是 。( 这 个 序 称 
为 序 4 和 下 的 和 (sum)。 如 果 它 们 都 是 线性 序 ， 那 么 这 个 序 含有 一 个 4，4 后 面 跟着 一 个 B。) 

. 令 2 为 第 四 节 习 题 9 中 定义 的 整数 。 证明: 存在 一 个 关系 R， 良 序 化 2。( 当然 ， 这 个 关系 不 可 能 是 整数 
上 通常 的 序 。) 

- 令 @ 为 第 四 节 习 题 10 中 定义 的 有 理 数 。 证 明 : 存在 一 个 关系 RR 良 序 化 Q。( 提示: 利用 下 面 的 事实 ; 每 
一 个 @ 的 元 素 [《a, 00 ] 都 有 一 个 标准 表示 ， 它 是 等 价 类 的 一 个 元 素 ， 其 中 a 和 46 互 素 ， 即 它们 在 人 中 除 
1 外 没有 公 因 子 。) 

这 些 习 题 还 与 第 一 章 第 一 节 的 习题 1 ~9 有 关 。 


BAX ”谓词 水 辑 中 的 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集 合 论 


本 节 是 为 那些 已 经 学 过 ( 带 等 号 的 ) 谓词 逻辑 ， 并 且 想 要 了 解 用 谓词 逻辑 规范 化 的 集合 
论语 言 写 出 的 集合 论 公 理 的 人 准备 的 。 在 第 一 节 到 第 五 节 中 ， 以 策 梅 洛 1908 年 的 风格 和 思 
想 表述 了 公理 1 ~ 10。 我 们 认为 这 样 最 能 解释 其 内 容 和 起 源 。 本 节 中 的 形式 化 的 表述 和 策 梅 
洛 的 表述 主要 不 同 在 于 子 集 构造 公理 和 替换 公理 ， 其 中 所 允许 的 性 质 限制 为 能 用 以 e 和 = 作 
为 原始 谓词 的 谓词 逻辑 语言 表达 的 性 质 。 在 这 样 的 格式 中 ， 公 理 如 下 : 

公理 1( 外 延性 公理 ) (V3) V) LCOV2 (2exezey) eo(xzy)] 

公理 2( 空 集 公理 ) (4x)(Vy)[ (yex)] 

公理 3( 无 序 对 公理 ) (Vx)(Vy)(3z)(Vw)[(wez)jo((w=x)v (x2))] 

公理 4( 并 集 公理 ) (Vx)( 3y)(Vz)[(zey)o( du) ((zeu)a (uex))] 

下 面 的 公理 实际 上 是 一 个 公理 模式 ， 所 谓 公 理 模式 是 指 某 种 公式 形式 ， 使 得 具有 该 形式 
的 任何 公式 都 是 一 个 公理 。 

公理 $( 子 集 构 造 或 概括 公理 ) 对 每 个 公式 plv, w, os, w,), HP, w, on, w, 
是 它 所 有 的 自由 变 元 ， 都 有 公理 : 

(Vw): (CV w,)(V a) Cay) CW 2[(s e y)e(G e x) ^ eG w, ))] 
426 (REAR) (OV)063)€V2LC Vw) (O02 9 (we x))) (zey)] 
公理 7( 无 穷 公理 ) (30[032((28ex)^ (CYw)(5(» e€2))) A (Vy) (Cy ex) 

(30[rex ^ CV) [Qe t) e(ueyv u=y)]]))] 

下 面 的 公理 实际 上 也 是 一 个 模式 。 

BES BRAM) GEADA plx, y, w, 0, w,), RP x, y, w, 0, W, 是 它 
所 有 的 自由 变 元 ， 都 有 公理 : 


N hm 
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a 
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CV w,):- CV w,) 
[CV 3)€V X) CV z) C plx, y wow)» ^e(nznwssw)yzl]o 
(CV z)CHw)(CV y)[y e weC3x)((x ez) ^ p(x,y,w, o ,w,))] 

为 清楚 地 表达 下 一 个 公理 介绍 一 些 缩写 。 用 pr(z) pro(z, u), pr, (z, v) $8 func(f) 4 
别 来 简 记 公式 : z 是 一 个 有 序 对 ，z 是 第 一 投影 为 u 的 有 序 对 ，z 是 第 二 投影 为 "的 有 序 对 和 
/是 一 个 函数 。 把 用 谓词 逻辑 公式 明确 地 表达 这 些 性 质 留 作 习题 7。 利 用 这 些 符号 ， 写 出 选 
择 公 理 如 下 : 

公理 9 选择 公理 ) (Vu)[o3))(yeu)a CV) ni €uo( dn) (mn ey,)) C3 


(fune(f) ^ (Vz) (zefo( dy) (yeu pro(z, y))ACVy)(yeuo(32) (zef ^ pro(z, y))^ 
( Vz) CVy) (Vw) (z&f ^ pro(z, y)^ pri(z, w)wey))] 
公理 10( 基 础 公理 ) (Vx)[ (dy) (yx) dy) (Gre x)^ CV22S CG 8 x)^ (zey)))] 
谓词 逻辑 中 基于 这 些 公理 的 理论 称 为 带 选 择 公 理 的 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集 合 论 (ZFC ) , n 
果 去 掉 选 择 公 理 ， 相 应 的 理论 称 为 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集合 论 (ZF) 。 
习题 
对 习题 1 ~6 中 列 出 的 每 个 集合 ， 给 出 一 个 其 存在 性 的 证 明 ， 其 中 所 有 子 集 构造 公理 或 替换 公理 的 应 用 
REM FH eM = 的 谓词 逻辑 公式 所 定义 的 性 质 而 言 的 : 
. 第 四 节 习 题 1 的 集合 R。 
,定理 5.4 的 集合 5。 
.从 4 到 8B 的 函数 集合 B^, 
对 任何 new， 所 有 o 上 长 度 为 的 序列 的 集合 。 
. 上 的 所 有 线性 序 的 集合 。 
. 包 上 的 所 有 自序 的 集合 。 
,用 谓词 退 辑 公式 定义 下 面 每 一 个 关系 pr(z) ，pro(z，w)，pri(z, 9) 和 和 func(f)， 它 们 分 别 表 示 z 是 一 个 有 
序 对 ，z 是 第 一 投影 为 4 的 有 序 对 ，z 是 第 二 投影 为 的 有 序 对 和 .是 一 个 函数 。 


第 七 节 基数 : 有 穷 和 可 数 


在 下 一 节 着 手 系统 研究 序数 和 基数 算术 之 前 ， 先 介绍 关于 有 穷 和 可 数 集合 大 小 的 基本 概 
念 。 这 些 是 与 本 书 以 及 数学 和 计算 机 科学 所 需 基 础 课程 相关 的 话题 。 两 个 集合 等 势 ， 即 有 相 
同 大 小 或 基数 : 它们 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 这 个 基本 概念 是 现在 众所周知 的 甚至 被 认为 是 
理所当然 的 。 

定义 7.1 两 个 集合 4 和 B 称 为 等 势 的 (equinumerous)( 有 相同 大 小 或 基数 ),， 记 为 | 41 = 
1 BI ， 如 果 存 在 一 个 双 射 广 AB, 

易 见 ， 这 个 概念 具有 许多 我 们 所 期 望 的 性 质 。 

命题 7.2 等 势 关 系 是 一 个 等 价 关系 。 

证 明 需要 验证 这 个 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 。 从 任何 集合 4 到 其 自身 的 恒 等 映 
射 证 明了 自 反 性 。 对 称 性 可 以 由 下 面 的 事实 (第 三 节 习 题 8(c，e) ) 得 到 ， 即 如 果 /: 4 一 B 是 
一 个 双 射 ， 那 么 它 的 道 广 : : BoA 也 是 一 个 双 射 。 类 似 地 ， 传 递 性 可 由 下 面 的 事实 (第 三 节 
习题 8(d) ) 得 到 ， 即 两 个 双 射 /: 4 一 B Mg: BC 的 复合 是 一 个 4 到 C 的 双 射 。 口 

与 两 个 集合 具有 相同 大 小 的 概念 相伴 的 一 个 概念 是 比较 不 同 集合 的 大 小 。 称 4 的 元 素 不 
HBA, |Al <1 BI ,如果 4 和 8B 的 部 分 (但 或 许 不 是 全 部 ) 之 间 存 在 一 个 对 应 ， 也 就 是 


A 
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一 个 单 射 (一 一 映射 )f: AB. THE HS, ARE LEER EL BI m 1 41 为 : 存在 一 个 满 射 
( 映 满 映 射 )g: 8 一 4。 这 些 关系 有 一 些 简 单 的 事实 ， 把 它们 留 作 习 题 。( 例 如 ， 它 们 都 是 自 
反 的 和 传递 的 (习题 1) 并 且 !141 <I BI, SAMI Bl Sl Al (习题 2)。,) 尽 管 如 此 ， 
像 其 他 事情 ， 比 如 很 自然 的 问题 是否 141 <181 且 181<141 蕴涵 141=1B1， 
还 有 是 否 可 以 从 “二 ”定义 的 等 价 类 中 选 出 标准 的 代表 元 且 不 是 平凡 的 ， 我们 把 这 些 问 题 留 
到 第 十 一 节 关 于 序数 和 基数 的 一 般 讨 论 中 。 在 这 一 节 里 ， 只 讨论 有 穷 和 可 数 的 集合 (现在 必 
须 给 出 这 些 集合 的 定义 ) ， 所 有 事情 对 它们 来 说 都 很 简单 。 我 们 “知道 "什么 集合 应 该 是 有 穷 
的 那些 和 一 个 自然 数 n 有 相同 大 小 的 集合 。 

定义 7.3 一 个 集合 4 是 有 穷 的 (finite) ， 当 且 仅 当 对 某 个 于 Ew， 存 在 一 个 双 射 F， nA, 
否则 ，4 就 是 无 穷 的 (infinite) 。 类 似 地 ， 一 个 序列 o 是 有 穷 的 ， 如 果 它 的 定义 域 是 某 个 me 
w; 否则 ， 它 是 无 穷 的 。 

因而 自然 数 是 有 穷 集合 大 小 的 典型 代表 。 毕 竟 , n=10,1, 2, =, n-1| 有 nn 个 元 素 。 
当然 ， 由 这 些 ne w 所 表示 的 大 小 是 互 不 相同 的 ， 因 而 确切 地 说 这 些 是 有 穷 基 数 。 事 实 上 ， 
Xf n, mew, E XXE| nl Ml m1 EKF SAS RARIOR HFEA. 

定理 7.4 stn, mew, FAR — 3M f: nom, SARA nm; 存在 一 个 满 射 g: mon, 
当 且 仅 当 mmn; 因此 存在 一 个 双 射 彤 : nm, KAA n=m, 

证 明 最 后 一 个 断言 可 由 前 两 个 及 通常 的 序 < (se ) 是 w 的 线性 序 ( 定 理 4.7) 得 到 。 由 
于 ngm 蕴涵 nn 是 m 的 子 集 ， 所 以 前 两 个 断言 的 “充分 性 ”方向 可 立刻 得 到 。 而 且 ， 如 果 
n>m 且 存在 一 个 单 射 /: nom, RARE f A m 上 没有 定义 部 分 ， 可 以 得 到 从 mm 到 n 
的 满 射 。 因 此 ， 只 需要 证 明 对 每 个 me w， 对 任何 n>m， 不 存在 满 射 g: mm 一 nn。 如 果 存 在 这 
样 的 满 射 ,那么 显然 n=m +1 时 就 存在 一 个 满 射 。 归 纳 证 明 不 存在 满 射 g: m>(m+1), X 
m =0 是 平凡 的 ， 因 为 0 是 空 集 ， 所 以 不 能 把 T = 10] 映 满 。 假 设 对 m 不 存在 这 样 的 映射 ， 并 且 
假设 存在 一 个 映射 g: (m+1) 一 (m+2)。 所 以 g(m) =i<m+2。 如 果 i=m+1， HA him 
一 个 与 归纳 假设 矛盾 的 满 射 。 否 则 ， 选 取 jzi,， 使 得 g(j) =m +1， 并 且 若 kt <m 且 kz#j, 定 义 
h: m2>(m+1) 为 h(j) =i 且 h(k) =g(k)。 显 然 h 是 一 个 满 射 , 这 样 就 得 到 所 需 的 了 矛盾。 OF 

接 下 来 证 明 上 面 提 到 的 关于 有 穷 集 合 的 大 小 关系 的 一 些 简单 事实 。 

定理 7.5 

(i) 一 个 集合 4 是 有 穷 的 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 new 和 一 个 满 射 g: nA4， 当 且 仅 当 存 在 
一 个 mew 和 一 个 单 射 /: A—m, 

(ü) de A 和 B 是 有 穷 的 ， 那 么 存在 一 个 单 射 /; 4 一 B(141 万 1BI )， 当 和 且 仅 当 存 在 
一 个 满 射 g: BA(1B1 宕 1 41 )。 

(ii)deX Ade Bd, |Al <1B1 且 1B1 <141 ,那么 1 41 SIBI, 

证 明 对 (i)， 只 和 需要 证 明 ， 存在 一 个 满 射 g: noA 或 一 个 单 射 /;: Aon, Mili A 是 有 
窃 的 。 由 于 可 以 很 容易 地 从 一 个 单 射 f: An 定义 一 个 满 射 g: n 一 4( 如 定理 7.4 的 证 明 一 
样 )， 只 需要 证 明 ， 如 果 存 在 这 样 一 个 满 射 ， 那么 4 就 是 有 穷 的 。 考 虑 集合 B = {i<n1 WE 
何 j<i, g(i) zg()j)|}。 显 然 f 在 B 上 的 限制 定义 了 一 个 双 射 。 另 一 方面 ， 可 以 很 容易 通过 
令 h()) 等 于 B( 在 递增 序 下 ) 的 第 j 个 元 素来 定义 一 个 从 某 个 m<n 到 B EIH ho 

(ii) 和 (这 ) 从 定理 7.4 很 容易 得 到 ， 留 作 习 题 4。 口 

下 面 列 出 有 穷 集合 算术 的 一 些 简 单 而 普通 的 事实 ， 其 余 的 在 习题 中 给 出 。 
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定理 7.6 如 果 所 有 给 出 的 集合 都 视 为 有 穷 的 ， 那 么 下 面 的 结论 成 立 : 

()AUB 是 有 穷 的 (有 穷 集 合 的 并 是 有 穷 的 ) 。 

(ii)4x 互 是 有 穷 的 (有 穷 集 合 的 积 是 有 穷 的 ) 。 

(十) 如果 og 是 一 个 有 穷 集合 的 有 穷 序 列 ， 即 对 每 个 ie dome, c(i) EA e, MA 
Uicg(i) 1 iedomo| 是 有 穷 的 (有 限 个 有 穷 集合 的 并 是 有 穷 的 )。 

(iv) 如 果 o 是 一 个 有 穷 集合 的 有 穷 序列 (长 度 为 n)， 那 么 乘积 I io(i) | ie dome} = 
0(0) xo(1) x… xoa(n-1) 是 有 穷 的 (有 限 个 有 穷 集 合 的 积 是 有 穷 的 )。 

证 明 BERGH), BES: n 一 4 和 g: moB EMH, EMRE h: (n+m) 一 
AUB 和 hh,: n: m>AxB 如 下 : 

(a) i«n, Whi) =f( 让 且 对 nsi<n+m,， 有 h(i) =g(i-n)。 

(b)h, (i) =《f(])，g(k))， 其 中 i<n: m, j 是 满足 x.m<i 和 mx +k=i 的 最 大 的 x。 

GBR, h 是 一 个 满 射 。 给 定 任 何 j <n Mhk<m, h,(j :m+k) 2 GQ), g(k)), Bil, 
h 也 是 一 个 满 射 。 这 就 证 明了 (i) 和 (二 )。( 语 ) 和 (iv) 可 由 对 o 长 度 的 归纳 立即 得 到 。 口 

不 难 计算 定理 7.6 中 提 到 的 集合 的 确切 大 小 。( 见 习题 5 ~7。) 习 题 8 ~9 提供 了 关于 指 
数 的 类 似 事实 。 

因而 ,对 于 有 穷 集 合 ， 我 们 关于 比较 相对 大 小 和 (算术 ) 运 算 的 直觉 似乎 被 验证 了 。 当 
R, 用 有 穷 集 合 来 验证 我 们 的 直觉 ， 这 并 不 奇怪 。 一 般 说 来 ， 无 穷 集合 的 运算 不 太 符 合 我 们 
的 直觉 。 我 们 从 不 大 于 w 的 集合 开始 研究 。 

定义 7.7 一 个 集合 A 是 可 数 的 (countable)， 如 果 存 在 一 个 满 射 /: w 一 4。 如 果 4 也 是 
无 穷 的 ， 那 么 称 它 为 可 数 无 穷 的 (countably infinite) 。 如 果 4 不 是 可 数 的 ， 那 么 称 它 为 不 可 
数 的 (uncountable ) 。 

注意 ， 我 们 已 经 把 有 穷 集 合 包含 在 那些 可 数 的 集合 里 面 了 (毕竟 ， 可 以 数 出 它们 ) 。 第 
一 点 要 指出 的 是 存在 可 数 无 穷 的 集合 。 

命题 7.8 w 是 一 个 无 穷 集合 (因而 由 定义 ,ww 是 可 数 无 穷 的 ) 。 

证 明 RAE RTS: no, BARA Sf: n—5(n*«1) SERE 7.4 FB. C 

接 下 来 一 点 是 可 数 无 穷 集合 只 有 唯一 的 基数 。 

命题 7.9 如 果 4 是 可 数 无 穷 的 ， 那 么 | wo1 三 141 。 

证 明 根据 假设 ， 存 在 一 个 满 射 /: o 一 4， 但 是 ，( 由 定理 7.5(i) ) 从 任何 new 出 发 都 
不 是 满 射 。 令 B= {new| 不 存在 m<n， 满足 f(m) =f(n)|。 显 然 ， 限制 到 B 上 的 f 是 一 个 
映 满 4 的 双 射 。 而 且 ， 如果 B 在 w 中 是 有 界 的 ， 比 如 说 ”是 其 上 界 ， 那 么 这 个 限制 将 给 出 一 
Thr 到 4 的 满 射 ， SRT. AM B 是 无 界 的 ， 所 以 只 需要 证 明 : 给 定 任何 无 界 的 CGw， 
存在 一 个 双 射 g: w 一 C。 只 要 递归 地 定义 g， 满足 8(0) 是 C 的 最 小 元 素 ， 并 且 g(i+1) 是 C 中 
比 g( 引 大 的 最 小 元 素 。( 这 样 的 元 素 存 在 ， 因 为 C 在 w 中 是 无 界 的 。) 因此， 根据 定理 4.9， 
所 需 的 函数 g 是 存在 的 。 口 

现在 对 可 数 集合 建立 类 似 定理 7.6(i) ~ (ii) 的 结论 。 

定理 7.10 如 果 4 和 BB 是 可 数 的 ， 那 么 

(G)AUB 是 可 数 的 (可 数 集合 的 并 是 可 数 的 )。 

(ii)4 x B 是 可 数 的 (可 数 集合 的 积 是 可 数 的 )。 

证 明 RES: oA Mg: o—B EMH. EX o EBUER A, Mh, 如下: 
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(a)h, (2n) =f(n) B. h (2n +1) 2 g(n). 

(b) nz2'-3', W h, (n) 2 GO, e(y)); BM, A, (n) 2 (CO , 2(0)). 

立即 可 得 这 些 函 数 是 满 射 ， 因 而 说 明了 AUB A AxB 的 可 数 性 。 口 

对 于 定理 7.6( 诈 ) ~ (iv) 的 类 似 结 论 ， 情 况 更 复杂 些 。 给 定 可 数 集合 的 一 个 w -序列 ， 
如 果 同 时 拥有 序列 中 每 一 个 集合 的 计数 ， 那 么 就 能 给 出 它们 的 并 集 的 计数 。 

定理 7.11 deo 是 集合 的 一 个 外 -序列 且 7 是 序列 og 中 的 集合 计数 的 一 序列 ， 即 对 
每 个 iew， 映 射 7T( 让 :wo(i) 是 一 个 满 射 ， 那么 U {fo(i) | iedomo| 是 可 数 的 (可 数 个 可 
数 集合 的 并 是 可 数 的 )。 

证 明 设 p, 以 递增 的 次 序列 举 了 素数 (2，3，5,7，…)。 利 用 数论 的 基本 事实 : 若 
pi =p?， 则 i=j 且 x=y。 定 义 一 个 映射 h; w 一 Ua(i)1iedomo| 为 h(p,*) 2 T() (2) B. 
对 于 不 是 素数 赛 的 mn， 定 义 jn) =0,(0), BR, h 是 一 个 满 射 ， 因此 ，U ic(D | ie domo | 
是 可 数 的 。 口 

仅 当 避免 使 用 选择 公理 时 ， 给 出 计数 T CO 和 集合 o (i) 才 是 一 个 问题 。 对 于 一 个 给 定 的 
可 数 集合 的 oe -序列 r， 选 择 公理 将 提供 一 个 函数 g 来 对 每 个 集合 o (让 选 出 一 个 计数 ( 习 
题 10) ,这 个 g 就 是 定理 中 所 需要 的 序列 +。 如 果 从 集合 论 公理 中 去 掉 选 择 公理 ， 那 么 为 说 明 
可 数 集 合 的 可 数 并 还 是 可 数 的 ， 需 要 在 定理 中 明确 地 假设 +r。 没有 它 定理 也 许 不 成 立 。 

最 后 ， 考 虑 可 数 个 可 数 集合 乘积 的 大 小 ， 这 类 似 于 定理 7.6(ivr) 中 对 有 穷 集合 的 处 理 。 
第 一 个 问题 就 是 无 穷 的 乘积 是 什么 意思 。 有 穷 积 如 IT {4,1 i<n} =A, xA XA, x ^ XA, 
是 由 元 组 组 成 ， 并 且 在 这 个 积 和 n 一 序列 n (o (i) € 4,) 之 间 存 在 一 个 明显 的 自然 对 应 。 因 
此 ， 对 一 个 集合 的 w -序列 o 的 乘积 ， 自 然 会 考虑 相应 的 o -序列 的 集合 。 

定义 7.12 如 果 g 是 一 个 w 一 序列 ， 那么 积 人 io(i) 1 iew| 是 指 对 每 个 iew， 满 足 
7(i) eg(i) 的 所 有 ww 一 序列 7 的 集合 。 如 果 存 在 一 个 集合 4， 满足 对 每 个 iew， 有 o(i) =A, 
那么 迭代 的 积 像 通 常 一 样 写 成 一 个 指数 4。( 注 意 到 ， 这 和 原来 把 4" 定义 为 以 四 为 定义 域 ， 
值 域 包含 在 4 中 的 所 有 函数 集 是 一 致 的 ) 。 

Hb, SRR o 的 积 ， 其 中 每 个 o(i) =2 = {0， 1} ， 因 此 这 个 积 是 2"。 通 过 匹配 
BU h: o2 和 集合 4= Ine el f(n) =1}， 这 个 集合 自然 地 对 应 于 P(w) 。 这 个 对 应 显然 
是 一 个 双 射 ， 所 以 2" 和 P(w) 具 有 相同 的 大 小 。 在 本 节 的 最 后 ， 给 出 康 托 的 著名 定理 : 这 些 
集合 是 不 可 数 的 。 证 明 的 方法 称 为 对 角 线 方法 。 

定理 7.13 2" 是 不 可 数 的 ，P(w) 也 是 不 可 数 的 。 

证 明 第 二 个 断言 来 自 于 第 一 个 断言 和 上 面 提 到 的 那个 双 射 。 为 了 导出 了 矛盾， 假设 存在 
满 射 /: o2", Alt, 2" 是 可 数 的 。 定 义 he2” 为 : X f(n) (n) =1， 则 h(n) =0 BF 
f(n) (n) 20, W h(n) =1。( 记 住 每 个 f(n) 是 一 个 从 w 到 2 的 上 映射。) 由 于 /是 一 个 满 射 ， 存 
在 一 个 n， 满足 f(n) =h。 然 而 ,根据 对 hh 的 定义 ，h(n) ¥f(n)(n), BAF. 口 

车 把 这 个 证 明 想 象 成 是 先 把 函数 fn) : w 一 2 列 成 如 下 一 个 无 穷 的 方 阵 

FOO) AOA) f(0(2 … … f(0(n 
FDO fC (CA) f0)(2) c5 fC) (an) 


f(n)(0) FDA) fnd) c c5 f(a) (ln) 
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则 定义 不 在 列表 上 的 函数 是 通过 沿 着 方 阵 对 角 线 改变 每 个 /(n)(n) 的 值 以 确定 h(n) 而 构 

造 出 来 的 。 因 此 ， 这 个 证 明 被 称 为 对 角 线 方法 ( diagonal argument) 。( 在 第 三 章 第 八 节 中 用 它 

来 证 明 停机 问题 是 不 可 判定 的 (定理 8.8) 。) 习 题 11 中 给 出 定理 7. 13 的 更 一 般 版 本 ， 这 在 第 

十 一 节 ( 定 理 11.9 和 定理 11.14) 中 也 有 讨论 。 

习题 ， 

1. 证 明 ; 集合 4 和 已 间 的 二 元 关系 141 IBI Ml Bl >141 是 自 反 的 和 传递 的 。 

2. 证 明 : 对 任何 集合 4 和 8，141 <1 Bl BHI BI RIAL, 

3. 证 明 : 对 任何 集合 4 和 8，141 >181 草 涵 着 1 BI < 1 41 。( 这 个 习题 需要 选择 公理 ， 对 每 个 be B, 
MiaeAl fla) =6| 中 选择 一 个 元 素 ， 其 中 f 是 由 假设 141 BI 保证 的 满 射 。) 

4. 利用 定理 7.4 证 明 : 定理 7.5 f (ii) 和 (这 )( 即 不 用 习题 2 ~3 的 一 般 性 结果 )。 


S. HEB: MEI n, m, kew, 有 141 Inl, I Bl Simi BIANBI =|k| ,那么 | 4UB| = 
In*&m-kl HI AxBlein-ml, 

6. 证 明 : WR o 是 一 个 两 两 不 相交 集合 的 有 穷 序 列 ( 即 对 ij, Aoli Ne =A eli)! =I an,1, 
那么 | Uto(i) | iedome} i =| ¥{n,| iedome} | , 

7. 证 明 : WR o B-TABRAH m 一 序列 ， 满 足 | o(i)| Inl, BA! Illo(i) | iedoma} | = | Ny * n 


tae Nal o 

8. 证 明 : 如 果 4 和 8B 是 有 穷 的 ,那么 B^ 也 是 有 穷 的 。 

9. WEH: WRX n, mew, 有 141 Inl BIBI =I ml, BAI BL =I meni , Hs 表示 定理 
4.10 中 定义 的 自然 数 上 常用 的 指数 函数 。 

10. 利用 选择 公理 证 明 : 给 定 一 个 可 数 集合 的 w 一 序列 r， 存 在 一 个 wo 一 序列 r+， 满足 对 每 个 ie w，7(i) 是 
—^- A e Sl c CORBIS. 

H. (不 用 选择 公理 ) 证 明 : 对 任何 集合 4 
(a) 存 在 从 2“ 到 P(4) 的 双 射 。 
(b) 存 在 4 到 2 的 单 射 和 2 到 4 的 满 射 。 
(c) 不 存在 满 射 g: A—2^ MAN f: 2/4, 
因此 可 知 ， 对 每 个 集合 4，141 x I12'1 fBI2 1 & L AI (HEX MEI XI >l ALBIA ŽL), 
由 (a) 这 些 结果 对 4 和 P( 4) 同 样 正确 。 把 这 些 事实 说 成 是 4 的 宕 集 P(4) 的 基数 严格 大 于 4 的 基数 。 这 
个 一 般 性 结果 就 是 康 托 定理 。 


EAT OR 数 


在 余下 的 几 节 中 ， 考 虑 任意 集合 的 序 和 大 小 的 概念 。 我 们 从 序数 开始 。 康 托 认 为 ， 就 像 
可 以 按 顺 序数 完 一 个 有 穷 (或 可 数 的 ) 集 合并 能 用 自然 数 穷 举 它 一 样 ， 也 可 以 按 顺 序数 完 一 
个 任意 集合 并 能 用 广义 的 自然 数 来 穷 举 它 。 他 称 这 些 新 的 数 为 序数 。 他 认为 完全 能 够 “ 数 
出 "任何 集合 。 他 的 良 序 原理 的 内 容 就 是 这 是 可 能 的 。 这 是 序数 理论 的 部 分 动机 。 

普通 的 计数 从 自然 数 o 开始 : 0，1，2，…。 康 托 从 第 一 个 无 穷 序数 o 继续 下 去 ， 并 且 
继续 数 o +1, w+2，…。 在 “所 有 这 些 数 "之 后 他 继续 数 w 2, ww:2+1,w.2+2，…。 
他 称 一 个 序数 为 一 个 极限 序数 (limit ordinal) ， 如 果 它 不 是 0 且 没 有 直接 前 驱 。 他 称 一 个 序数 
为 一 个 后 继 序数 (successor ordinal) ， 如 果 它 有 直接 前 驱 。 因 此 ，w 和 ww: 2 是 前 两 个 极限 序 
数 。 以 上 列 出 的 所 有 其 他 序数 (除了 0) 都 是 后 继 序 数 。 

康 托 关于 构造 序数 的 原理 是 : 如 果 已 经 构造 了 一 个 序数 的 集合 ， 那 么 在 此 集合 之 外 存在 
一 个 最 小 的 序数 。 他 称 这 个 原理 为 “第 一 构造 原理 "”。 因 此 ， 每 个 序数 都 作为 前 面 序数 的 集 
合 之 后 的 下 一 个 序数 被 引进 。 每 个 新 序数 引进 时 ， 如 果 前 面 所 有 序数 集合 没有 最 大 元 ， 它 作 
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为 前 面 序数 的 极限 序数 ， 如 果 前 面 所 有 序数 的 集合 有 最 大 元 ， 它 就 作为 前 一 个 序数 的 后 继 
序数 。 

这 并 不 是 序数 的 定义 ， 因 为 它 是 循环 定义 的 。 两 边 都 有 “序数 "这 一 项 。“ 前 面 的 "这 个 
项 ， 即 序数 的 次 序 ， 没 有 解释 。 要 按照 康 托 的 解释 构造 它们 ， 你 就 必须 先知 道 什么 是 序数 。 
这 不 是 康 托 的 不 足 ， 因 为 他 认为 序数 的 存在 就 像 自 然 数 的 存在 一 样 是 直觉 上 显然 的 。 他 没有 
定义 它们 ， 因 为 对 他 来 说 ， 序 数 和 自然 数 一 样 是 直接 的 直觉 能 解释 的 东西 。 

von Neumann[ 1923, ，2. 3] 则 用 一 个 序数 的 定义 形式 化 了 康 托 的 意图 ， 该 定义 规定 每 个 序 
数 都 是 所 有 较 小 序数 的 集合 。( 在 第 四 节 中 所 定义 的 自然 数 正 是 冯 “' 诺 伊 曼 序数 的 开始 部 
分 。) 因 此 ， 他 对 于 上 面 所 列 出 的 序数 的 想法 是 : 

=Ø 

1 = {0} 

2={0, 1} 


w= 10, 1, 2, eng 
w+1l={0, 1, 2, =, wl 
9432-210, 1, 2, =, vo, wt1} 


w:2={0, 1, 2, Ut, W, ot, ed 
o:2*4121|0, 1, 2, 5, o, e *1l, =, w+ 2} 
0:2«2210, 1, 2, +, w, 9*1, =, o*241| 


但 是 ， 这 些 仅仅 是 例子 ， 不 能 作为 序数 的 一 般 定义 。 要 求 每 个 序数 是 前 面 所 有 序数 的 集合 也 
是 循环 的 。 所 以 ， 冯 “ 诺 伊 曼 寻求 以 非 循 环 的 方式 定义 序数 ， 以 便 从 它们 形式 化 的 定义 ,他 
能 证 明 每 个 序数 就 是 前 面 所 有 序数 的 集合 。 这 样 的 话 ， 他 就 “打破 了 ”循环 定义 中 的 “ 循 
RU. 

下 面 看 看 他 是 如 何 做 到 的 。 首 先 ， 如 果 每 个 序数 都 是 前 面 序数 的 集合 ， 那 么 对 序数 来 说 
a< 就 和 ceb 一 样 了 。 所 以 ， 他 预先 知道 了 序数 的 序 应 该 是 怎么 样 的 。 他 还 发 现 ， 如 果 每 
个 序数 都 是 前 面 序数 的 集合 ， 那 么 序数 应 该 具有 下 面 列 出 的 性 质 ， 

L 由 于 序数 的 序 应 当 是 传递 的 ， 如 果 y 是 一 个 序数 且 a 是 (小 于 )8 ARTIK, b Æ y 的 前 
JK, Blaebey, RA a MHE y 的 前 驱 序 数 ， 即 cesy。 

2. 由 于 序数 应 当 是 线性 序 的 ， 给 定 任意 两 个 不 同 的 序数 ， 一 个 应 该 在 另 一 个 前 面 。 即 
一 个 应 该 是 另 一 个 的 元 素 。 

3. WMR y 是 一 个 序数 并 且 4Cy，A4z 名 ， 那 么 通过 “构造 "y 中 每 个 序数 为 前 面 序 数 的 集 
合 ， 从 0 开始， 我 们 应 当 会 最 终 首次 构造 出 4 中 的 一 个 元 素 。 因 此 ， 一 个 序数 的 任何 非 空子 
集 都 会 有 一 个 最 小 元 。 如 果 序 数 的 序 是 e ， 这 确切 地 说 就 是 一 个 序数 的 任何 非 空子 集 4 都 会 
有 一 个 元 素 a 与 4 不 相交 ( 即 an4 = 名 )。 

现在 可 以 不 管 这 些 性 质 ， 给 出 汉 “ 诺 伊 曼 关于 序数 的 非 循环 定义 。 

定义 8.1 

|l. 一 个 集合 4 是 传递 的 ， 如 果 zetw 且 wey 从 而 zEY。 
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2. 一 个 集合 y ZIM (connected), wR zEy, wey HzxAw 从 而 ZEW 或 WEZo 

3. 一 个 集合 y A REH (well founded), PRYACYVHAHON, St Ade A 的 一 个 一 
极 小 元 ， 即 存在 一 个 xeA， 满 足 4nnA= 儿 。 2 

定义 8.2 一 个 集合 y 是 一 个 序数 ， 如 果 y 是 传递 的 、 连 通 的 和 良 基 的 。( 显 然 ， 后 两 
个 条 件 也 可 以 用 E 良 序 化 7 来 替换 。) 

注意 到 ， 按 这 个 定义 ， 上 文 列 出 的 那些 特殊 的 例子 确实 是 序数 。 

评注 8.3 每 个 集合 都 是 良 基 的 ， 这 个 命题 就 是 基础 公理 (公理 10) 。 通 过 明确 的 要 求 
(关于 隶属 关系 的 ) 良 其 性 作为 一 个 序数 定义 的 一 部 分 ， 我 们 可 以 不 用 这 个 公理 来 发 展 序数 
和 基数 的 理论 。 这 一 观点 与 第 十 节 有 关 ， 在 那里 我 们 把 第 四 节 习 题 1 和 第 六 节 习 题 1 中 的 层 
次 R(n) 推 广 至 所 有 序数 ， 并 且 证 明了 (在 没有 基础 公理 的 集合 论 中 ) 所 有 这 些 集合 的 并 是 包 
括 基 础 公理 在 内 的 集合 论 的 一 个 “模型 "。 这 就 给 出 了 关于 包含 基础 公理 的 集合 论 与 不 包含 
它 的 集合 论 的 一 个 相对 相 容 性 结论 。 

记号 序数 的 序 是 e 。 如 果 ma，B 是 序数 ， 通 常 记 a <B 而 不 是 aeB， 并 且 当 (a ep) 或 
(a=B) 时 , id ox, 

现在 从 序数 的 形式 化 定义 导出 每 个 序数 确实 是 前 面 序数 的 集合 。 

定理 8.4 如 果 a 是 一 个 序数 ， 那 么 wm = {|B1B 是 一 个 序数 ^Beal。 

证 明 显然 ， 只 需要 证 明 每 个 Bea 都 是 一 个 序数 。 首 先 注意 到 ， 由 a 的 传递 性 ，B CG a。 
根据 定义 ， 一 个 连通 的 (或 良 基 的 ) 集 合 的 每 个 子 集 都 是 连通 的 (或 良 基 的 ) ， 所 以 只 需要 证 
明 B 是 传递 的 。 于 是 ， 考 虑 任何 xsyepB。 由 上 的 传递 性 ,ye a。 类 似 地 ，xeyea 蕴涵 
s€a, Ha 的 连通 性 ,或 者 xeB 或 者 x= 有 8 或 者 Bex。 证 明 后 两 种 情况 不 可 能 发 生 ， 因 此 有 
是 传递 的 : 

如 果 * = 有 B, 那么 syseB。 因 而 集合 4=18，yj Sa 没有 与 4 不 相交 的 元 素 ， 这 与 a 的 
良 基 性 矛盾 。 另 一 方面 ， 如 果 Bex， 那 么 BexeyepB， 这 种 情况 下 A -1B, x, yi Co, Ë 
反 了 a 的 良 基 性 。 LH 

现在 证 明 所 有 序数 的 族 ON 具有 所 有 我 们 对 每 个 序数 所 要 求 的 性 质 。 

定理 8.5 . 

1. ON 是 传递 的 : 如 果 a 是 一 个 序数 且 *eyEea， 那 么 x 是 一 个 序数 。 

2. ON 是 连通 的 ; 如 果 a 和 有 是 不 同 的 序数 ， 那 么 asB 或 Bea。 

3. ON 是 良 基 的 : 如 果 4 是 一 个 序数 的 非 空 集合 ， 那 么 存在 x*EA， 满 足 x 由 4 = ØD, 

TERR 第 一 个 命题 两 次 应 用 定理 8.4 就 可 以 证 明 。 

对 于 第 二 个 ,假设 w 关 6。 因 而 ，8&a 或 w&8。 这 两 种 情况 是 对 称 的 ， 所 以 假设 8&a。 
由 于 BKa, B~az 名 。 由 BB 的 良 基 性 ， 存在 一 个 e- 极 小 元 yeB -a( 由 定理 8.4，y 是 一 个 
序数 )。 由 B 的 传递 性 ， 任 何 xey 都 是 B 的 一 个 元 素 ， 所 以 由 7 的 极 小 性 ， 它 是 a 的 一 个 元 
素 。 另 一 方面 ， 如 果 存 在 *ea-y, 令 6 为 w-7y 的 s- 极 小 元 。 正 如 我 们 所 见 ， EM yey 
都 在 a 中 ， 所 以 ， 由 a 是 连通 的 ,y =8 或 5sy 或 yesE6。 第 一 个 可 能 性 与 假设 5&y 了 矛盾。 第 
二 个 与 7 的 传递 性 和 对 8 的 选择 矛盾 。 从 而 ,对 每 个 yey， 有 ye5， 因 此 yC6。 另 一 方面 ， 
根据 5 的 极 小 性 ，y e656 从 而 yey。 所 以 ，y = 6， 这 与 选择 的 6 在 a 中 而 y 不 在 a 中 矛盾 。 

最 后 ， 为 说 明 ON 是 良 基 的 ， 考 虑 序数 的 任何 非 空 集合 4。 令 a A 的 任何 元 素 。 如 果 
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anAz(Q, 那么 a 就 是 所 要 的 4 W -ih BW, ANa 的 一 个 e- 极 小 元 (其 存在 性 由 a 
是 一 个 序数 保证 ) 也 是 4 本 身 的 一 个 元 素 。 口 

如 果 所 有 序数 的 族 是 一 个 集合 ， 那 么 根据 定理 8. 5， 它 将 是 一 个 序数 。 实 际 上 ， 它 将 是 
最 大 的 序数 ， 因 为 每 个 序数 都 是 它 的 一 个 元 素 。 这 显然 是 违反 序数 的 直观 性 的 。 在 集合 论 公 
理化 之 前 ， 这 个 事实 被 认为 是 一 个 悖 论 ， 它 由 布 拉 里 (Burali) HUS (Forti) BH, REPRE 
论 一 样 ， 现 在 我 们 视 它 为 一 个 定理 。 

定理 8. 6( 布 拉 里 -~ 福 蒂 ) 所 有 序数 的 族 不 是 一 个 集合 。 

证 明 ”如果 存 在 所 有 序数 的 一 个 集合 ON， 那 么 根据 定理 8. 5，OWN 将 是 一 个 序数 ， 所 以 
ON e ON。 这 与 序数 ON 的 良 基 性 矛盾 。 Cl 

有 两 种 方法 可 以 重新 改写 定理 8.5 中 给 出 的 序数 族 的 良 基 性 ， 但 首先 需要 有 证 明 序 数 性 
质 的 一 种 标准 方法 : 超 穷 归纳 证 明 。 

定理 8.7( 超 穷 归纳 证 明 ) 令 已 是 序数 的 一 个 性 质 。 或 者 没有 序数 具有 性 质 已 ， 或 者 看 
在 一 个 最 小 的 序数 具有 性 质 P。 等 价 地 ， 如 果 对 每 个 序数 a， 有 

如 果 对 每 个 B < a, P(B) 成 立 , 那 么 Pla) 也 成 立 ， (*) 
那么 对 每 个 序数 y，P(y) 上 成 立 。 

证 明 (BU PC(B), 并 且 B 不 是 具有 性 质 P 的 序数 中 最 小 的 。 那 么 由 定理 8.5(ii)，4 = 
ixegl P(x)|] 有 一 个 e- 极 小 元 。 根 据 定理 8.5(ii) ， 这 个 元 素 是 最 小 的 。 注 意 到 ， 不 具有 
EE P 的 最 小 的 o 与 归纳 假设 ( * ) 了 矛盾 ， 等 价 形式 可 立即 得 到 。 口 

如 果 没 有 上 面 所 说 的 动机 ， 那 么 序数 的 这 种 构造 是 很 不 直观 的 。 一 旦 认识 到 关键 是 打破 
和 消除 定义 中 的 循环 性 ， 这 样 构 造 的 必要 性 就 变 得 很 显然 而 且 也 是 有 理由 的 。 现 在 ， 既 然 有 
了 序数 真正 的 定义 ， 我 们 可 以 把 o 上 的 算术 运算 推广 到 超 穷 的 情况 。 在 下 一 节 中 将 作 这 样 
的 推广 。 

评注 8.8 假设 发 展 集合 论 时 有 一 条 有 穷 公理 :“ 所 有 集合 都 是 有 穷 的 ”， 用 它 取 代 无 穷 
公理 。 我 们 需要 同样 的 序数 构造 。 但 是 能 被 证 明 存 在 的 序数 将 仅仅 是 自然 数 10，1， 
2，…|}。 在 这 样 的 集合 论 中 ， 布 拉 里 -~ 福 蒂 定 理 说 明 不 存在 归纳 集合 ， 即 不 存在 所 有 自然 数 
的 集合 w。 

评注 8.9 关于 序数 理论 ， 伯 特 兰 .罗素 更 早 地 给 序数 理论 提供 了 一 个 不 同 的 基础 。 在 
他 的 理论 中 ， 序 数 不 是 集合 。 这 和 康 托 不 同 ， 康 托 的 序数 都 是 集合 ， 正 如 上 文 冯 : 诺 伊 曼 的 
理论 一 样 。 罗 素 引 人 序数 作为 良 序 集 的 “ 序 型 "。 给 定 两 个 良 序 集 ({4，<,) 和 (4B，<。)，,， 罗 
素 像 康 托 一 样 称 (4，<,) 相 似 于 (8B，<，)， 记 为 (4，<,〉~ 《8，<s，)， 如 果 存 在 一 个 1-1 
的 满 射 /: AB, WERA al ，a, e A4， a 414,， 当 和 且 仅 当 f(a,) <f(a,)。( 这 样 的 f 称 为 
两 个 良 序 集 之 间 的 序 同 构 (order isomorphism)。) 易 见 ，~ 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 ( 习 
题 1) 。 给 定 一 个 良 序 集 (4，<,〉， 罗 素 让 《4，<,) 的 序数 是 所 有 相似 于 44，<,) 的 良 序 
《4B，<。) 的 集合 。 但 是 承认 这 是 一 个 集合 ， 会 导出 像 布 拉 里 - 福 蒂 那样 的 迟 论 (习题 5)。 罗 
素 发 展 他 的 “类 型 论 "以 绕 开 这 样 的 麻烦 。 由 于 每 个 良 序 都 等 价 于 一 个 唯一 的 序数 (习题 4)， 
我 们 可 以 视 冯 “' 诺 伊 曼 序数 为 罗素 序数 的 典型 表示 。 关 于 汉 ，. 诺 伊 曼 序数 算术 和 序 型 运算 间 
的 其 他 联系 参见 第 九 节 习题 8。 
习题 
1. TER, 在 评注 8.9 中 定义 的 良 序 闻 的 相似 性 概念 是 一 个 等 价 关系 。 
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. 证 明 : AA My BRAC, €) -(y, ©), 那么 x =y。 

. 证 明 : 如 果 4 是 一 个 序数 的 传递 集合 ， 那 么 4 本 身 是 一 个 序数 。 

. 证 明 : QR (A, «)2X—T RIF, BARE Co, e), 满足 (4，<,〉~ (a, E€), (Rm: 
4 B=(acAl 存在 序数 x, ME, e» -(ibeAl b«,al, <), JEHAEX — T À RBA ON 的 函数 ， 
它 把 ae B 上映 到 同 构 于 (1beA1l45<ial，<,) 的 序数 (根据 习题 1 M2, VEREPE— 89), 。 然 后 利用 替换 公 
理 和 3。) 

. 证 明 : 给 定 任何 非 空 良 序 (B，< 。〉， 不 存在 由 所 有 同 构 于 它 的 良 序 (4，<,) 组 成 的 集合 。 


第 九 节 ”序数 算术 和 超 穷 归纳 


现在 有 了 自然 数 的 超 穷 推 广 ， 我 们 可 以 通过 发 展 序数 算术 理论 扩展 相关 内 容 。 和 处 理 自 
然 数 时 一 样 ， 我 们 的 出 发 点 是 后 继 函 数 。 每 个 序数 都 有 一 个 直接 后 继 ， 并 且 它 由 我 们 对 汉 ， 
湛 伊 曼 自 然 数 使 用 过 的 同样 的 洋 数 给 出 。 

命题 9.1 de a 是 序数 ,那么 s(a) =aU |a| 是 序数 ,并 且 是 @a 在 序数 上 的 Ee 序 下 的 
LEE, 

WEBB s(a) 成 为 序数 所 要 满足 的 三 条 性 质 都 可 以 由 a 的 同样 性 质 得 到 (习题 1) 。 由 于 
aes(a),a 是 s(a) 的 一 个 前 驱 。 为 了 说 明 它 是 直接 前 驱 ， 考虑 任何 Bes(a), B=a 或 
Be a。 正 是 我 们 想 要 的 。 o 

困 此 ， 每 个 序数 都 有 一 个 直接 后 继 ， 但 不 同 于 自然 数 ， 存 在 不 为 0 的 序数 没有 直接 前 
驱 。 第 一 个 这 样 的 序数 是 ( 汉 … 诺 伊 曼 ) 自然 数 的 集合 w。 命 名 这 些 序 数 是 很 有 益 的 。 

定义 9.2 一 个 序数 a 是 一 个 后 继 序数 ， 如 果 对 某 个 序数 B， 它 具有 ss(B) 的 形式 ， 或 等 
价 地 (由 习题 2) ， 如 果 在 序数 的 序 下 它 有 直接 前 驱 。 一 个 序数 人 ， 它 了 既 不 是 0 也 不 是 后 继 序 
数 ， 就 称 为 极限 序数 。 

极限 序数 是 其 下 面 的 序数 的 并 ， 并 且 也 是 它们 下 面 序数 集合 的 最 小 上 界 。 并 算 子 和 序数 
的 有 穷 集合 上 “max” 函数 是 一 致 的 ， 一 般 地 ， 它 和 序数 集合 上 最 小 七 界 算 子 是 一 致 的 。 

命题 9.3 如 果 aw 和 有 是 序数 ，A 是 极限 序数 且 x 是 一 个 序数 的 集合 ， 那 么 

1.aUB 2 maio, Bl ( 即 无 论 是 a 或 B， 至少 不 小 于 另外 一 个 )。 

2.A2Ulyl yeAl。 

3. Ux 是 x 的 最 小 上 界 ， 即 最 小 的 序数 56， 对 每 个 yex， 满 足 yx, 

证 明 留 作 习题 3。 口 

要 进一步 发 展 序数 算术 ， 关 键 是 把 递归 定义 方法 (定理 4.9) 推 广 到 超 穷 序数 上 。 事 实 
上 ， 这 正 是 集合 论 的 主要 内 容 。 
记号 Fla, Fa LIRA, BRM (x, F(x))| xeal。 
定理 9.4( 超 穷 递 归 或 超 穷 归 纳 定义 ): — de GR — M EGUIEPLR EE X LH AE 
那么 存在 唯一 的 肖 数 性 质 琅 ， 它 定义 在 所 有 序数 a 上 ， 且 对 所 有 a， 满足 

F(a) = G(F fa) 
证 明 HEX CF B9) ik it ( approximation) AEA RRS: 它 的 定义 域 为 一 个 序数 
a, WAA Beo, WE 


A w& 


Un 


= 


FB) = GTB) 
断言 : WES 和 (定义 域 分 别 为 和 os MEM, WAS Cf, RASH. HMHR 
Ñ, 注意 到 ， a, <a, 或 和 ao 假设 QA, SA, HEAR f, Cf. 否则 ， (根据 定理 8.7) 存 在 最 小 的 
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aca, 满足 f(a) 关 h(a)。 那 么 对 Bea, AB) =A) MUS Tof ba GY, ba) = 
G lo). ATS MNRE, RIRES) =f(a)。 由 于 这 是 一 个 了 矛盾， 所 以 不 存 
在 这 样 的 a， 从 而 有 Eho KM, a, so, ZR T f Cf. 

现在 可 以 定义 下 为 下 (a) =y， 如 果 存 在 一 个 逼近 /满足 Fa) =y。 根 据 断 言 ,，F 是 一 
个 函数 性 质 。 因 为 F(a) =y ARTHEN S, Afla) =y， 所 以 ， 当 F(a) 有 定义 时 ， 
Fla) =C(FTa)。 剩 下 的 只 需要 证 明 F(a) 对 每 个 序数 a 都 有 定义 。 否 则 ， 存 在 最 小 的 序 
Ho, WE F(a) 没 有 定义 。 但 由 替换 公理 ，F 站 .a 是 一 个 集合 ， 所 以 它 实际 上 是 一 个 副 近 。 
MR y=C(F ha), 那么 (ta)U1《a, y) |} 也 是 一 个 逼近 。 它 的 定义 域 是 s(a) =aU fa}, 
所 以 下 在 a 处 也 有 定义 ， 得 到 矛盾 。 

最 后 ， 为 说 明正 是 唯一 的 ， 假 设 鼠 也 满足 定理 条 件 。 如 果 存 在 某 个 序数 a， 满足 F(a) # 
H(a)， 那 么 就 存在 最 小 的 一 个 。 然 而 ， 对 这 个 a， 对 每 个 B<a, F(B)  HCB), Ak, 
Fia=Hla， 从 而 由 定理 中 定义 的 性 质 ， 有 F(a) -G(Fl'o) G(Hlo) =H(a)， 得 到 矛 
JB. 口 

超 穷 递归 的 另 一 个 简单 实用 的 刻画 是 描述 了 在 0、 后 继 及 极限 序数 等 处 该 做 什么 。 

推论 9.5 如 果 G 和 韭 是 定义 在 所 有 和 集合 上 的 函数 性 质 且 z 是 一 个 给 定 的 集合 ， 那 么 存 
在 定义 在 所 有 序数 上 的 唯一 的 函数 性 质 RA 

1. F(0) =z 

2. F(s(a)) =G(F(a)), E e BEI E s(a) 

3. F(A) -H(F FA), ， 对 每 个 极限 序数 人 。 

而 且 ， 如 果 G 和 日 是 定义 在 所 有 序数 上 上 且 值 域 包 含 在 序数 中 的 浮 数 性 质 ，z 是 一 个 序 
数 ， 那 么 存在 唯一 的 上 述 函 数 性 质 下 ， 它 的 值 也 是 序数 。 

证 明 为 证 明 第 一 个 结论 ， 只 要 定义 一 个 函数 性 质 J 为 : 1(0) =z; JOD 2 GCfC o2), 
mR 是 一 个 函数 ， 它 的 定义 域 是 一 个 后 继 序数 ， 即 为 s(a) ，a 为 某 个 序数 ; JO =H), 
如 果 j 是 一 个 函数 ， 它 的 定义 域 是 一 个 极限 序数 ;否则 J(x) =0。 现 在 第 一 个 结论 可 由 定 
38 9. 4 立即 得 到 。 对 于 第 二 个 结论 ， 只 要 拓展 COL H, TET REFER BU SER EE L0 0, HM 
用 第 一 个 结论 。 当 然 ， 所 有 斑 的 值 或 者 为 :或 者 为 CG 和 五 的 一 个 值 ， 从 而 都 是 序数 。 口 

用 这 个 推论 提供 的 超 穷 递 归 形 式 来 定义 序数 算术 的 函数 。( 记 住 ， 根据 命题 9.3( 证 )， 
一 个 序数 的 集合 的 并 是 它 的 最 小 上 界 。) 

. 定理 9.6 存在 (唯一 的 ) 序 数 上 的 二 元 函数 性 质 +，。 和 :+ ， 满 足下 面 的 递归 条 件 : 

1. 序数 加 法 

(a)a+0 =a 

(b)a+B=s(a+y)， 对 每 个 后 继 序数 B=s(7) 

(c)at+A=Ula+BlB<Al， 对 每 个 极限 序数 入。 

2. 序数 乘法 

(a)a .0=0 

(b)a .8B=a'y+a， 对 每 个 后 继 序数 B =s(7) 

(c)au* Az Ula* BL B«A|, SEASAGATRUP HEC A 

3. 序数 指数 

(a)a*0=1 
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(b)je*Bz(a*y)*a, SER ERP B=s(y) 

(c)ax¥A=Ular*Bl B<A|, THAMMRPKA, 

证 明 每 个 函数 的 存在 性 和 唯一 性 都 由 推论 9. 5 立即 得 到 。 口 

注意 到 a+1=s(a) 由 加 法 的 定义 立即 可 得 (习题 4) 。 序 数 和 序数 算术 更 复杂 的 性 质 一 
般 由 超 穷 归纳 证 明 ( 定 理 8.7) 。 对 应 于 推论 9.5 中 超 穷 递归 定义 使 用 的 把 序数 划分 为 0、 后 
继 和 极限 序数 的 情况 ， 存 在 一 种 超 穷 归纳 的 形式 : 首先 (不 使 用 任何 假设 ) 证 明 某 个 给 定性 
质 对 于 0 成 立 ， 然 后 (假设 该 性 质 对 于 所 有 比较 小 的 序数 都 成 立 ) 证 明 该 性 质 对 于 较 大 的 后 
继 序数 和 极限 序数 成 立 ， 由 此 可 得 ， 该 性 质 对 于 所 有 的 序数 成 立 。 我 们 给 出 两 个 例子 并 把 其 
他 的 留 作 习题 。 

命题 9.7 如 果 B<y， 那 么 对 所 有 序数 wa，B 和 7y， 有 a+Bsau+y。 

证 明 通过 对 序数 y 归纳 证 明 此 命题 。 如 果 y =6， 那 么 显然 a +B =a +y。 特 别 地 ， 如 
Ry=0, 那么 B=0 且 a+B=a+y。 现 在 对 y 归纳 证 明 : 对 所 有 <y， 有 a+B<a+y。 如 
AR oy 是 一 个 后 继 序 数 *(5) ， 那么 B =65 或 B<5。 第 一 种 情况 下 ， 显 然 & +B =a+6<s(a+6) 
=a+y。 第 二 种 情况 下 ， 由 归纳 ，a +B <a+6 同 时 a+68<s(a+6) =a+y。 最 后 ， 如果 
是 一 个 极限 序数 ， 那 么 a +y = U {a +616<y|。 特 别 地 ， 由 于 B<y, a+B 是 la+616<y| 
的 一 个 元 素 ， 所 以 小 于 等 于 它 的 最 小 上 界 (由 命题 9. 3( 刘 ) ， 就 是 它 的 并 )。 口 

命题 9.8( 加 法 的 结合 律 ) 对 所 有 序数 a, B, y: ((a+B) +y) =(a+(B+y))。 

WEB] 对 y 归纳。 对 y=0,， 有 ((a+pB) +y) =a +B 且 根据 定义 , B+y=B， 所 以 ((a+ 
B)*y)za*Bz(a*(B*y)), 满足 要 求 。 然 后 假设 y 是 一 个 后 继 序数 *(5) 。 这 种 情况 
下 ， 根 据 定义 ，((a+B) +y) =s((a+B) +6) 有 是 a+ (Pty) =a+s(B+6) =s(a+ (B+ 
5) )。 根 据 归 纳 假设 (a +B) +6=a+ (B+6), 有 ((a+B) +y) = (a+(B+y))， 即 为 所 需 。 
最 后 ， 如 果 y 是 一 个 极限 序数 ， 那 么 根据 定义 ，(a +8) *ysUl(a*B) +51 6<y}， 同时 
根据 归纳 ， 对 86<y， 有 (a+B) +86=a+ (B+85)， 从 而 ， 由 归纳 有 (a+B) +y=Ula+(B+ 
6) 1 6<7y| 。 另 一 方面 ， 根 据 定 义 ，a+ (B+y) =a+U 1B+616<y}。 现 在 ， 由 于 yy 是 一 个 
极限 序数 ，A = U {B+616<y} 也 是 (习题 5)。 因 此 , at (B+y)=Ulatolv<aA}, AWA 
是 IB +616<y1 的 最 小 上 界 (命题 9.3), 所 以 Ulatviv<Al=Ula+(B+86)168<yj。 D 

虽然 一 些 我 们 熟悉 的 自然 数 的 算术 定律 对 所 有 序数 也 成 立 ( 例 如 命题 9.7 和 命题 9.8 中 
那些 )， 但 有 很 多 并 非 如 此 。 例 如 ， 加 法 不 是 交换 的 ， 因 为 w+1z1 +w=w; 乘法 也 是 一 
样 ， 因 为 wo 2z2，w。 这 些 事实 的 证 明和 其 他 例子 留 作 习 题 。 关 于 序数 加 法 和 乘法 的 另 一 
个 重要 事实 (习题 9) 是 它们 酷似 第 五 节 习 题 2 中 抽象 定义 的 良 序 的 加 法 和 乘法 。 
习题 
. EH: 车 a 是 一 个 序数 ， 则 s(a) 也 是 。 

. 证 明 : 一 个 序数 a 在 序数 的 序 下 有 直接 前 驱 ， 当 且 仅 当 存 在 序数 B， 满 足 s(B) =a 
. 证 明 命题 9. 3。 
证 明 : 对 每 个 序数 ww， 有 at+1=s(a)。 
TE: By 是 一 个 极限 序数 ,， 则 Ui8+615<7} 也 是 。 
- 证 明 下 面 关 于 序数 乘法 的 事实 : 
(a)a .0=0。 
(b)a+l=a, 
(c) Bsy, WM o-Bsa- y. 
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(d) (结合 律 )a: (Bs y) =(a+B) + yo 

证 明 : 对 每 个 极限 序数 入 和 每 个 new, n£Z0, HntrA=Azn-+ A, 

证 明 : a* (Bey) =(a*B) *y, 

我 们 说 两 个 线性 序 (L，<,) 和 (MM，<，) 是 同 构 的 ， 如 果 存 在 一 个 一 一 的 函数 /从 工 上 映 满 潮 ， 满足 对 每 个 

a, beL, Afla) «,f(b), TABDUM a« ,b。 

(a) 证 明 : 良 序 (a +B，e ) 和 《alJB，<。,s)( 第 五 节 习 题 2 中 定义 ) 是 同 构 的 。 

(b) 证 明 ; 良 序 (a .BB，e ) 和 (a xB，<。.s)( 第 五 节 习 题 2 中 定义 ) 是 同 构 的 。 

10. 如 果 (7，< 7 是 一 棵 树 且 a 是 一 个 序数 ,那么 了 的 a 层 (level) 由 所 有 那些 前 驱 的 序 型 为 w 的 xe7 组 
JU, iyl y<, < PRAF, e). BB T, AT, RAW, ER. 存在 一 棵 树 Tx T,, CHS 
“ 层 是 7 AT, 的 第 a 层 的 笛 卡 儿 积 ， 并 且 它 的 序 < nen a, y) € mxn(xz'，Y)》， 当 且 仅 当 x <ny 且 


r + 
X € nc 


“em 


+t RHR, LER TASK 


本 节 介 绍 序 数 和 超 穷 递归 的 两 个 应 用 。 第 一 个 是 证 明 第 五 节 中 介绍 的 各 种 选择 公理 版 本 
的 等 价 性 。 第 二 个 是 通过 寡 集 和 迭代 把 第 四 节 习 题 1 和 第 六 节 习 题 1 中 归纳 定义 的 有 限 秩 
R(n) 推 广 至 超 穷 序数 并 证 明 这 样 构造 的 集合 就 是 整个 全 域 。 

我 们 从 一 个 关于 良 序 的 引 理 开始 。 

引 理 10.1 RCA, R2 —^- REB. h: 4->B 是 一 个 双 射 ， 那 么 BB 可 以 被 良 序 化 。 

证 明 SSH 

[(h(a,),h(a,)) e Bx BI (a,,a,) € R} 
那么 对 所 有 a, 2,6 A, a Ra, 当 且 仅 当 h(a,) Sh(a,)。 可 直接 证 明 (B8B，5) 是 良 序 的 ( 习 
题 8)。 口 

每 个 序数 在 s 下 都 是 良 序 的 。 所 以 ， 为 证 明 每 个 集合 都 可 以 被 良 序 化 ， 根 据 引 理 10. 1， 
只 需要 证 明 对 任何 集合 3， 存在 一 个 序数 a 和 一 个 1-1 的 映 满 的 函数 有 :a-*B。 现 在 重新 叙 
述 并 给 出 定理 5.9 的 完整 证 明 。 

定理 10.2 下 面 的 断言 是 等 价 的 : 

(i)( 选 择 公理 ) 对 每 个 非 空 集 合 的 集合 4， 存在 一 个 定义 域 为 4 的 函数 F， 满足 对 每 个 
x€A,f(x)€x, 

(站 )( 良 序 原理 ) 对 每 个 集合 4， 存在 一 个 关系 RCAxXA RAMA, 

(二)( 佳 轧 引 理 ) 令 (44，<) 为 任何 非 空 偏 序 。 如 果 每 条 链 BCA 都 有 一 个 上 界 ， 那 么 4 
含有 极 大 元 。 

证 明 (i) (1): 假定 (i) (选择 公理 )， 希 望 构造 一 个 给 定 集合 B 的 良 序 。 根 据 引 
理 10. 1 ,只 需 找 到 一 个 序数 a 和 一 个 函数 g: a B, 它 是 1-1 和 映 满 的 。 

令 4=P(B) -| 名 | 。 那 么 ,根据 选择 公理 ， 存 在 一 个 卫 数 1/: A— UA, 满足 对 所 有 非 空 
CCB, f(C) eC。 超 穷 妇 纳 定义 所 需 聘 数 g， 使 得 8(0) -f(B) E% B-le(g) | Beal x OR, 
g(a) =A(B -1g(B)1 Beal), 否则 g(a) =z( 其 中 z 是 某 个 不 在 B 中 的 集合 )。 显 然 ， (根据 
超 穷 归纳 ) 对 任何 xeB8， 最 多 存在 一 个 a， 满足 ela) =*。 如 果 不 存在 序数 6， 满足 g(B) =z, 
ABA g "将 是 一 个 从 8 映 满 ON 的 1-1 映射 由 替换 公理 ， 这 和 定理 8.6 矛盾 。 因 此 ， 可 以 令 a 
是 满足 g(a) =: 的 最 小 序数 。 注 意 到 g Ma 是 1-1 的 。 现 在 断言 rg g 就 是 所 需 的 整个 B. BM, 
HT B-jg(B)| Beat OO, 那么 g 的 定义 说 明 g(a) =F(B -ig(B)1Beaj)eB, 得 到 
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矛盾 。 

(ai 一 (ii): 假设 (4，< 小 是 一 个 ( 非 空 ) 偏 序 ， 其 中 每 条 链 都 有 上 界 。 需 要 证 明 4 有 
极 大 元 。 令 < 为 由 (站 ) 保 证 的 4 的 良 序 。 如 下 找 出 序 «, 下 的 一 个 极 大 元 : 超 穷 归纳 定义 序 
数 上 的 函数 g， 使 得 ， 若 存在 4 的 <- 极 小 元 , 则 g(a) 是 4 的 <- 极 小 元 x， 满足 对 每 个 
B<a, 有 g(B) <,x， 否 则 为 某 个 固定 的 z#A。 如 前 一 种 情况 ， 存 在 最 小 的 a， 满足 g(a) =z B 
&loJÉ 1-1 的 。 显然 ,( 根 据 超 穷 归纳 ) 如 果 B «y «o, 那么 g(B) <sgl(y) 且 {g(B)1B<al 是 
4 中 一 条 链 。 当 然 ，g(0) EA, WACES, Mii az#0。 如 果 o 是 极限 序数 ， 那 么 由 每 条 链 
都 有 一 个 上 界 的 假设 ,将 存在 一 个 xe 4， 满足 对 所 有 B <a， 有 g(B) < ,x， 从 而 g(a) 就 在 A 
中 ， 与 对 a 的 选择 矛盾 。 因 此 ，a 是 一 个 后 继 序数 B+1 H g(B) 必 为 4 的 一 个 极 大 元 ， 否则 
RHE, g(a) MEAP, 

(ii) (i); 令 4 为 一 个 非 空 集合 的 集合 。 令 了 是 函数 g WE, HF g 的 定义 域 为 4 的 
某 个 子 集 ， 该 子 集 由 满足 g(5) eb 的 那些 45 构成 。 令 < 为 B 上 由 函数 延 拓 给 出 的 序 (g <h, 
当 且 仅 当 dom g C dom h 且 对 每 个 xe dom gp， 有 g(x*) =h(x))。 显 然 , 车 CCB 是 一 条 链 ， 
则 UCeB 且 它 是 C 的 一 个 上 界 。 因 此 ， 由 (让 ) 存 在 已 的 一 个 极 大 元 g。 如 果 存 在 某 个 xe4 
不 在 g 的 定义 域 中 ， 那 么 可 以 通过 把 任何 ze x 加 入 配对 (4*，z》 来 延 拓 g， 这 与 g EB 中 的 极 
大 性 矛盾 。 因 而 g 在 整个 4 上 有 定义 ， 所 以 它 就 是 我 们 所 要 的 选择 函数 。 口 

我 们 在 习题 1 ~4 中 给 出 选择 公理 的 一 些 其 他 常见 的 等 价 形式 。 

作为 超 穷 递归 定义 的 第 二 个 应 用 ，( 对 所 有 序数 a) 定 义 集合 的 分 层 R(a) ， 它 由 宕 集运 
算 和 迭代 产生 ， 这 种 运算 定义 了 所 谓 的 有 秩 全 域 R。 

定义 10.3 通过 超 穷 归 纳 定义 序数 上 的 一 个 函数 算 子 R(a)， 满足 R(0) 2 O, Rat 
1) -P(R(a)) BARI A, d R(A) -UlR(a) l a<A|。 一 个 集合 A 的 秩 (rank) 为 a, 
Xd&AeR(a^1) LP Bo, HAER(B), PPa XX AeR(a1) OR) X, WA 
的 秩 为 p(4)。 用 尺 表 示 所 有 有 秩 集 合 ( 即 那些 以 某 个 a 为 秩 的 集合 ) 的 族 。 

由 于 在 序数 定义 中 包含 了 良 基 性 ， 我 们 对 其 性 质 的 探讨 ， 包 括 通过 超 穷 归 纳 来 定义 这 些 
函数 性 质 的 能 力 ， 都 不 依赖 于 基础 公理 。 更 进一步 地 ， 由 于 ON 的 良 基 性 ，R 也 是 良 基 的 ; 

引 理 10.4 #yexeR, AJ yER A ply) <p(x)。 

证 明 假设 p(x) =a， 从 而 xe P(R(a)), Ait, yeR(a), 这样 y 就 是 有 秩 的 。 此 外 ， 
Ba=Bt+1, lll p(y) <B <a， 若 a 是 极限 序数 ， 则 由 定义 ，ye R(B) 对 某 个 B<a Kw, A 
it, WA ply) &B*1«a, 口 

定理 10.5 在 ZF 中 不 用 基础 公理 可 以 证 明 必 是 良 基 的 ， 即 每 个 有 秩 集 合 的 集合 4 有 Ee 
一 极 小 元 。 

HERR ”给 定 一 个 集合 4, 满足 每 个 xe 4 都 有 一 个 秩 ， 考 虑 集合 B = |ai1 a 是 某 个 xe4h 
的 秩 | 。 由 于 B 是 一 个 序数 的 集合 ， 它 有 一 个 最 小 元 a。 令 x 为 4 中 一 个 秩 为 @ 的 元 素 。 我 
们 断言 xm4 = 名 。 否 则 ， 就 有 某 个 yexn4。 但 根据 引 理 10.4，y 的 秩 小 于 x HK, SRN 
对 a 和 x 的 选择 矛盾 。 口 

现在 的 目标 是 在 ZF 中 用 基础 公理 证 明 相 反 的 结论 ， 即 每 个 集合 都 是 有 秩 的 。 首 先 介 绍 
非常 有 用 的 传递 闭 包 的 概念 。 

引 理 10.6 对 每 个 集合 x 都 存在 一 个 最 小 的 传递 集合 yY， 满 足 xey。 这 个 集合 称 为 x 的 
传递 闭 包 并 记 为 TC(%)。 
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证 明 通过 (在 自然 数 上 ) 递 归 定 义 一 个 函数 六 [ES /(0) =x Bf(n +1) = Uf(n) Uf(n), 

令 y= Ulf(n)1new|。 由 于 xef(0),，xey。 为 证 明 y 是 传递 的 ， 考虑 任何 wevey。 根 据 

y 的 定义 ，v ef(n) 对 某 个 成 立 ， 所 以 wef(n+1)。 因 此 ,uey。 最 后 ,车 *ez 有 日 z 是 传递 

的 ， 由 归纳 立即 得 fn) Cy 对 每 个 new 成 立 ， 所 以 y 确实 是 含有 zx 的 最 小 的 传递 集合 。 口 

定理 10.7 对 每 个 集合 x 都 存在 一 个 序数 a， 满足 xeR(a)。 
WEB] ”如果 存在 一 个 集合 x*g RRR， 那么 应 用 基础 公理 于 集合 1ze TC(x) 1 z # RI ， 则 存在 

一 个 集合 4， 满足 4¢gR 且 每 个 xe 4 都 是 有 秩 的 。 根 据 替换 公理 ， 函 数 性 质 p TE 4 上 的 值 域 

是 一 个 集合 B= {p(x) | xeA}。 由 于 B 是 一 个 序数 的 集合 ，UB 是 一 个 序数 8， 它 至 少 和 8B 

的 每 个 元 素 一 样 大 (命题 9. 3(iii) ) 。 根 据 p 的 定义 和 习题 5，x e R(B +1) 对 每 个 xe A 成立， 

所 以 Ae R(B +2) 是 有 秩 的 。 口 

有 了 基础 公理 ， 每 个 集合 都 由 序数 上 的 寡 集 运算 迭代 逐步 构造 出 来 。 康 托 称 赛 集运 算 为 
第 二 构造 原理 。 第 一 构造 原理 是 构造 序数 的 。 这 解释 了 康 托 认为 他 的 两 个 构造 原理 是 集合 论 
基础 的 原因 。 以 他 的 观点 来 看 ， 用 这 些 原理 通过 有 秩 全 域 的 构造 就 建立 了 所 有 的 集合 。 

没有 基础 公理 ,或 许 会 存在 其 他 集合 , 但 (至 少 在 数学 中 ) 我 们 不 需要 它们 。 用 不 用 选 

择 公 理 ， 都 可 以 不 用 基础 公理 在 ZF 中 (习题 7) 证 明 ZF 中 每 条 公理 (包括 选择 公理 ， 如 果 在 

一 开始 假设 了 的 话 ) 在 有 秩 全 域 R 中 都 成 立 。 因 此 ， 可 以 得 到 一 个 满足 基础 公理 的 集合 结 

构 ， 在 其 中 所 有 不 需要 基础 公理 的 数学 都 能 很 好 的 发 展 。 
习题 

WEB]: 下 面 1 ~4 中 每 条 结论 都 和 选择 公理 等 价 。 

. 如果 (4， 到 是 一 个 偏 序 集 ， 那 么 4 的 每 条 链 都 包含 在 一 条 极 大 链 中 。( 一 条 链 C 是 4 的 一 个 线性 序 子 
f; 它 是 极 大 的 ， 是 指 对 所 有 as4-C，Cu jial 都 不 是 链 。) 

. 如果 4 是 一 个 (集合 的 ) 集 合 ， 以 包含 关系 为 偏 序 ， 满 足 对 每 条 非 空 链 CE4，UCs4， 那么 4 有 极 大 元 。 
等 价 地 ， 如 果 对 每 个 这 样 的 C，N Ce4， 那 么 4 有 极 小 元 。 

3. 对 每 个 集合 4， 若 它 由 互 不 相交 的 ( 即 车 x*, ye 4， 则 xny= 名) 非 空 集合 组 成 ， 则 存在 一 个 集合 C， 满 
足 对 所 有 ys4，Cny 只 有 一 个 元 。( 这 样 一 个 C 称 为 4 的 一 个 选择 集 (choice set) 。) 

.一 个 由 非 空 集 合 构成 的 集合 的 笛 卡 儿 积 是 非 空 的 。( 如 果 了 是 一 个 非 空 集合 且 / 是 一 个 函数 ， 满 足 对 每 个 
ie I, f(i) 是 一 个 非 空 集合 ， 那 么 集合 族 {f(i) | ie 并 的 稍 卡 儿 积 是 所 有 定义 域 为 7 且 对 每 个 is7， 满 足 
gG) ef 让 的 函数 g 的 一 个 集合 。) 

. (X a 归纳) 证明; as B R(a) CRB). 

6. 证 明 :〈R(w .2)，e ) 是 所 有 策 梅 洛 公理 (公理 1 ~7) 的 一 个 模型 ， 但 不 是 替换 公理 的 模型 。 

对 ZFC 的 每 条 公理 p, (Æ ZFC 中 ) 证 明 : GER PRY. (ER: 对 关于 公式 (x, y) 的 替换 公理 实例 

(在 尺 中 解释 ) ， 考 虑 这 样 的 函数 ， 它 把 x 映 为 某 个 集合 的 秩 ， 该 集合 中 的 元 察 是 使 得 风 (x, NER PR 

立 的 那些 y。 此 时 ， 应 用 ZFC 中 的 替换 公理 。) 

8. 证 明 : 引 理 10. 1 的 证 明 中 所 定义 的 序 (B，5) 是 一 个 良 序 。 

. WB]: 如 果 P 是 集合 的 一 个 性 质 ， 它 满足 存在 一 个 x，P(x) 成 立 ， 那 么 就 存在 一 个 e - 极 小 的 x，P(x) 
成 立 ， 即 存在 一 个 * 满足 P(x) 成 立 但 不 存在 yex 使 得 P(y) 成 立 。( 提 示 : 考虑 使 P(x) 成 立 的 一 个 x 的 
传递 闭 包 。) 
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第 十 一 节 基数 和 基数 算术 


这 一 节 把 从 第 七 节 开 始 的 对 于 集合 大 小 的 研究 拓展 到 不 可 数 集 上 ， 以 此 结束 对 于 集合 论 
的 介绍 。 我 们 称 两 个 集合 4 和 B 是 有 相同 大 小 或 是 等 势 的 (1 41 = 1 81 )， 若 存在 一 个 双 
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Bf: 4 一 B。 这 是 一 个 等 价 关系 (定理 7.2) ， 但 是 证 明 中 我 们 遗留 了 选择 等 价 关系 的 代表 元 
的 问题 。 好 ， 现 在 就 让 我 们 来 解决 这 个 问题 。 假 设 选择 公理 成 立 ， 那 么 每 个 集 都 可 和 良 序 化 并 且 
由 第 八 节 习 题 4 知道 每 个 集 都 和 某 个 序数 有 相同 的 势 。 由 第 八 节 习题 2 这 个 序数 是 唯一 决定 
的 。 很 自然 的 对 每 个 给 定 的 等 价 类 我 们 选取 最 小 的 这 样 的 序数 作为 这 个 等 价 类 的 典型 代表 。 

定义 11.1 一 个 序数 k 是 一 个 基数 (cardinal) ， 如 果 不 存在 序数 w <Kk， 使 得 1kK1 =lal, 

当然 ， 基 数 作为 序数 的 一 个 子 集 仍 然 在 E 下 为 良 序 。 

定理 11.2 在 ZFC PEBER: 对 任何 集合 4， 存 在 唯一 的 基数 K， 使 得 141 =1k|。 
我 们 把 这 个 关系 称 为 4 的 势 是 k， 记 作 上 41 =k。 

注意 到 ， 和 序数 一 样 ， 基 数 上 的 序 < ， 与 第 七 节 中 按照 集合 之 间 的 一 一 映射 所 给 出 的 序 
相同 。 证 明 留 作 习题 2 ~3。 

当然 ，( 根 据 定 理 7.4) 第 一 批 基数 是 有 穷 序数 0，1，2,.…。 于 是 第 一 批 无 穷 基数 是 第 一 
个 无 穷 序数 ww， 我 们 称 基 数 为 w 的 集合 为 可 数 的 。 当 将 四 这 个 集合 当 作 基数 来 考虑 时 ， 一 
般 记 为 Wo， 这 是 康 托 给 出 的 。 人 (aleph， 阿 列 夫 ) 是 希 伯 来 字母 表 的 第 一 个 字母 ， 康 托 用 之 
来 表示 无 穷 基 数 。 由 康 托 定理 (定理 7.13)，2” 是 不 可 数 的 ， 并 且 根 据 定理 11.2， 存 在 一 个 
不 可 数 基数 。 在 康 托 的 记号 中 记 作 必 |。 第 七 节 习 题 11 中 给 出 的 一 般 形 式 的 康 托 定理 表明 : 
对 任何 基数 Kk，Kk < 12“1 ， 因 而 不 存在 最 大 的 基数 。( 见 定理 11.8 和 定理 11.14 中 这 一 事 
实 的 其 他 版 本 。) 应 用 这 个 事实 ， 可 以 用 超 穷 递归 来 定义 无 穷 基数 的 一 个 枚 举 。 

定义 11.3 通过 归纳 在 序数 上 定义 一 个 函数 性 质 屎 如 下 : F(0) =w 并 且 (a) 是 最 小 
的 基数 K， 对 每 个 B <aw， 满 足 F(B) <k。F(a) 通 常 记 作 N,。 

于 是 ，N。 列 举 了 所 有 的 基数 。 注 意 到 ， 当 和 是 一 个 极限 序数 时 ，N =ULR La <a} 
(习题 4) 。 

现在 可 以 将 第 七 节 中 定义 在 有 穷 基 数 和 Xo 上 的 常规 的 算术 函数 拓展 到 所 有 基数 上 。 类 
似 于 有 穷 基数 上 的 定义 那样 ( 见 第 七 节 习题 5 ~9) ， 加 法 对 应 于 无 交 并 ， 乘 法 对 应 于 笛 卡 儿 
积 ， 指 数 运算 对 应 于 某 个 适当 的 函数 集 。 | 

定义 11.4( 基 数 的 算术 ) 令 kK，A 为 基数 。 定 义 基 数 的 加 法 、 乘 法 和 指数 运算 如 下 : 

1. 加 法 : K+A= | (xxO u(x), 

2. Rik: K.A=1KkxAl。 

3. 指数 运算 : sll (x^ 是 由 所 有 定义 域 为 A ELE, UE cop WARE AL E 
4). 

我 们 先 举 出 一 些 由 这 些 运算 的 定义 可 以 立即 得 出 的 简单 事实 ， 然 后 再 完整 地 描述 无 穷 基 
数 加 法 和 乘法 可 得 到 的 结果 。 我 们 会 看 到 ， 这 些 结果 本 质 上 都 是 平凡 的 。 

命题 11.5 4k, A, uS KK, RI 

(i)k*0zk, K+A=A+tK, K+(A 4p) 2 (k*2A) ty 

(Gi)k* 1 2k, k* AzA*k, k* (Asp) 2 (x2): pu 

(ii)(k* A)" "^ AY, (^ )^ x^ 

证 明 这 些 都 是 定义 的 简单 推论 ， 留 作 习 题 5。 口 

将 工 加 到 一 个 无 穷 基 数 上 是 很 容易 计算 的 。 

命题 11.6 如 果 k 是 一 个 无 穷 基 数 ， 则 k +1=k。 

证 明 ”由 基数 的 定义 ， 只 需 定义 一 个 双 射 /;: x ede, 其 中 x+1= (kx101)U(I0j x 
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i1) s(«xl0l)UI(0, DI, $&/(0, 1))=0, new, Kn, 0)) =n+1 AM ox 
a «x, Ala, 0)) =a。 则 此 函数 显然 就 是 我 们 想 要 得 到 的 双 射 。 口 
关于 无 穷 基 数 加 法 和 乘法 的 所 有 其 他 情形 都 可 用 下 面 的 定理 来 确定 ; 

定理 11.7 如 果 k 和 A 和 是 基数 ,其 中 至 少 一 个 是 无 穷 且 另 一 个 大 于 零 ， 则 Kk +A=k。 
A=max|k, Ai. 

证 明 根据 命题 11.5， 加 法 和 乘法 是 可 交换 的 。 不 失 一 般 性 ， 可 以 假设 k = max |k，A|， 
因而 « 是 无 穷 的 。 如 果 A =1， 定 理 可 以 由 命题 11.5 和 命题 11. 6 HE. AW, MBAS 
2， 由 定义 可 以 得 到 kk +A<xk AskK，k。 于 是 只 需 证 明 ， 对 所 有 无 穷 基 数 I, e ice 
通过 对 x 归纳 来 证 明 这 个 事实 。 基 本 的 情形 x = Ko 可 由 定理 7. 10(ii) 得 到 。 

现在 假设 B - Bs<B 对 所 有 的 基数 B <x Gro YE x x 上 定义 如 下 一 个 序 «,: (a, b) <le, d), 
当 且 仅 当 max{a, b] «maxic, d}; BR max{a, b} =maxic, d} Ha<c; BR maxla, bl = 
max|c, d], a=cH b«d, 立即 可 以 得 到 (x xk，<,) 是 一 个 良 序 (习题 6) ， 因 而 (根据 第 
八 节 习 题 4) 这 个 序 与 某 个 序数 8 同 构 。 显 然 ， 这 个 序 的 每 个 真 初始 段 ( 作 为 一 个 集 ) MED 
y<k, BASE yxy HH. YR, Iyl <k， 因 为 « 是 一 个 基数 。 于 是 ， 由 归纳 可 得 ， 每 
个 <: 的 真 初始 段 的 势 都 小 于 x。 于 是 每 一 个 6 的 元 素 都 是 小 于 x 的， 因而 ,8<x 满足 
要 求 。 口 

如 果 没 有 选择 公理 ， 基 数 算术 将 会 变 得 十 分 复杂 。 事 实 上 ， 由 一 个 一 一 的 函数 /: AB 
的 存在 性 定义 出 的 序 1 41 <1 BI 甚至 不 是 一 个 线性 序 。 可 以 找到 一 个 无 穷 集 4( 即 对 任意 
new, 不 存在 双 射 /: 4 一 x， 因 而 也 不 存在 这 样 的 单 射 )， 使 得 不 存在 单 射 g: o 一 4( 当 
然 更 不 存在 4 到 ww 内 的 了 )。 我 们 仍然 能 够 证 明 的 重要 事实 仅 剩 下 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 
( Sehrüder-Bernstein ) 定理 和 了 哈 托 (Hartog) 定 理 。 


定理 11.8 
1. ( 施 罗 德 - 伯 恩 斯坦 定 理 ) 如 果 序 在 两 个 一 一 函数 J: AB 和 g: B>A, MARA h: A> 
B。 也 就 是 说 ,如 果 | 41 SI BI BIBI <141, 则 141=18B8|。 


2. ( 哈 托 定理 ) 对 每 一 个 集合 4， 存在 一 个 良 序 集 B， 从 而 有 一 个 序数 K， 使 得 不 存在 从 
B( 或 Kk) 到 4 的 一 一 映射 。 

证 明 留 作 习题 7。 口 

就 算 使 用 选择 公理 ， 基 数 的 指数 运算 也 是 远 非 平凡 的 。 已 经 证 明了 (定理 7.13) 
w=No<2"=1P(o)1。 通 过 相同 的 对 角 线 方法 ， 康 托 的 这 个 重要 定理 在 一 般 情 况 下 也 是 
对 的 。 

定理 11.9( 康 托 ) ”对 每 一 个 基数 k, k <2*= | P(k)1。 

证 明 定理 由 第 七 节 习题 11 可 以 立即 得 到 。 也 可 以 由 命题 11. 10 和 定理 11. 14 得 出 。 OO 

我 们 已 经 知道 ， 只 要 知道 基数 的 寡 集 的 势 ， 即 1 2“ | ， 就 足以 计算 出 几乎 所 有 的 关于 无 
穷 基 数 的 指数 函数 的 势 。 例 如 ， 有 下 面 的 计算 : 

命题 11. 10 de A ek SEX, BlcAxk, BA" =2", 

证 明 显然 2 <A‘ <x", BA, Hp <2", x" (2*)* 22" =2" OBSS 11.5 (ii) 和 
4E38 11.7) , WE, 2^ =A‘ =xk"， 命 题 得 证 。 NI 
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现在 我 们 只 知道 2 > K。 一 个 自然 的 猜想 是 : x 的 寡 集 是 尽 可 能 小 的 ， 即 对 每 一 个 基数 
Nao A 2" = Ni。 因 为 2" 也 是 连续 统 (the continuum) 的 势 ， 也 就 是 实数 集合 的 势 ( 习 
题 8~9), 所 以 这 个 猜想 的 第 一 个 例子 通常 被 称 为 ( 康 托 的 ) 连 续 统 假设 (Continuum 
Hypothesis, CH); 2° = Ri。 一 般 形 式 被 称 为 广义 连续 统 假设 (Generalized Continuum 
Hypothesis, GCH): 对 每 一 个 序数 a， 有 2" = Ni。 连 续 统 假设 困扰 了 康 托 的 最 后 一 段 岁 
月 ,并 且 在 几 十 年 内 都 没有 得 到 解决 。 即 使 是 现在 ， 我 们 也 只 知道 : 现 有 的 集合 论 公理 ， 比 
如 ZFC( 以 及 实际 上 每 个 被 大 家 所 接受 的 ZFC 的 扩张 ) ， 不 足以 决定 连续 统 的 势 。 

定理 11.11(Gidel[ 1938 ，1939，2.3] 和 [1940，3.3]) 如 果 ZF 是 相 容 的 ， 则 ZFC 加 
上 CH 是 相 容 的， 所 以 在 ZFC 中 不 可 能 证 明 CH 不 成 立 。 

定理 11. 12( Cohen[ 1963, 1964 # 1966, 3.3]) 如 果 ZF 是 相 容 的 ， 则 ZFC 加 上 CH 的 
否定 是 相 容 的 ， 所 以 在 ZFC 中 不 可 能 证 明 CH 成 立 。 

事实 上 ,在 科恩 的 工作 基础 之 上 继续 进行 的 研究 表明 : 连续 统 可 以 取 到 几乎 任何 的 值 。 
完全 确定 一 般 的 2“ 和 特殊 的 2” 的 值 的 可 能 限制 ， 以 及 计算 指数 函数 的 所 有 其 他 的 值 (x*， 其 
中 和 A<x),《 除 了 函数 2" 的 实际 值 之 外 ) 还 依赖 于 一 个 共 尾 度 概念 和 « 与 其 共 尾 度 之 间 的 
关系 。 

定义 11.13 一 个 基数 k 的 共 尾 度 of(k)， 是 最 小 的 基数 入， 使 得 存在 一 个 函数 f: Ak, 
它 的 值 域 在 k 中 是 无 界 的 。 一 个 基数 k 是 正则 的 (regular) ， 如 果 of(k) =k; 否则 是 奇异 的 
( singular) 。 

由 定义 可 以 立即 得 出 ， 如 果 是 正则 的 且 和 A «x, 那么 x* -Uip'lg«xl, AK, mR 
知道 指数 函数 x* 在 奇异 且 和 A c 的 情况 下 的 取 值 ， 则 对 所 有 的 x 和 A， 可 以 由 函数 27 的 
值 计算 出 指数 函数 的 值 。 事 实 上 ， 为 了 对 每 一 个 a 和 有 计算 N。%”， 只 需要 知道 «L7 HAS 
题 12)。 关 于 Kx”" 在 奇异 基数 时 的 值 ， 有 一 个 经 典 的 事实 ， 这 一 事实 也 给 出 了 对 连续 统 取 
值 时 唯一 可 能 的 限制 。 这 可 由 康 托 证 明 2" > x 所 用 的 最 初 的 对 角 线 方法 做 一 些 改变 来 证 明 。 

定理 11. 14( 库 尼 西 定理 ) 对 所 有 的 基数 e, KM” > Ko 

证 明 令 入 =cf(x)， 取 定 一 个 函数 /: A 一 k 使 其 值 域 无 界 。 考 虑 任何 一 个 函数 g: ke 
证 明 g 不 是 一 个 满 射 从 而 k < x*。 令 hh: of (xk) 一 k EMH: 使 得 h(a) 是 不 在 
ig(B)(a)1B<f(a)|1 中 的 «的 最 小 元 素 。( 注 意 ; 根据 共 尾 度 的 定义 , AEA LAE.) 
我 们 断言 : 正如 所 要 求 的 那样 ，h # rg(g)。 否 则 ， 存 在 某 个 B<xk， 使 得 h =g(B)。 现 在 ， 
根据 对 的 选择 ， 对 某 个 a<A， 有 B<f(a)， 因而, h(a) =g(B)(a), 但 是 根据 定义 ,对 
每 个 B<f(a), 有 h(a) 与 sg(B)(a) 不 等 ， 从 而 矛盾 。 口 

推论 11.15 of(2*) > Ni。 

证 明 如果 of(2"°) = RNR。， 则 根据 库 尼 西 定理 ，(2™)* »2'5, 但 是 ，( 根 据 命题 11.5 
和 定理 11.7) 有 (2*)* =2*W =2*。， 从 而 得 到 了 矛盾。 Li 

这 个 推论 给 出 了 连续 统 取 值 的 唯一 可 能 的 限制 。 本 质 上 ， 如 果 存 在 一 个 ZFC 的 模型 ， 
其 中 « 是 一 个 共 尾 度 大 于 o 的 基数 ， 则 存在 一 个 ZFC 的 模型 ， 使 得 连续 统 的 势 在 其 中 恰好 
是 <。 事实 上 ， 对 正则 的 <，2“ 的 势 的 唯一 可 能 的 限制 是 由 库 尼 西 定理 、 康 托 定理 以 及 y<x 
从 而 27 «2* 这 一 显然 限制 所 决定 的 (Solovay[ 1963，1965 ，3.3] 和 Easton[ 1964, 3.3]), 在 
很 长 一 段 时 间 里 ， 人 们 相信 基数 的 指数 运算 没有 其 他 的 限制 ， 即 当 x 是 奇异 基数 时 ，2* 也 
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可 以 取 任 何 与 库 尼 西 定理 相 容 的 值 。 这 个 观点 被 Silver[ 1974, 3.3] 否定 了 ， 他 证 明了 : 如 

果 各 。 是 有 不 可 数 共 尾 度 的 奇异 基数 ， 并 且 对 <a,， H2'^-w,,,, W 2" = Ni。 从 这 之 

后 ， 一 套 ZFC 中 关于 奇异 基数 的 完整 的 算术 理论 发 展 起 来 ， 其 中 最 重要 的 是 谢 拉 赫 (Saharon 

Shelah)[ 1994 ，3. 3] 的 工作 。 下 面 的 结论 是 这 些 结论 中 最 重要 的 一 条 : 
定理 11. 16( 谢 拉 赫 定理 ) ee RD <N。， 则 (N。)*< Ryo 

这 个 结论 中 ，&4 所 起 的 特殊 作用 还 未 被 完全 搞 清 ， 很 可 能 还 会 有 进一步 的 发 展 。 

习题 

1. ÆR: WR a 是 一 个 序数 且 4Sa， 则 对 某 个 序数 Asaue， 有 (4，e 》~A。( 提 示 : 定义 一 个 函数 /， 使 得 
对 每 个 y<a, 有 f(y) = GOD 1 B « yl.) 

2. 证 明 : 如 果 x 和 入 是 基数 ， 则 和 A<x， 即 Aex 或 A=x， 当 上 且 仅 当 存在 一 个 单 射 f: ASK. 

3. 证 明 : HUE x 和 入 是 基数 ， 则 和 A =k， 当 且 仅 当 存 在 一 个 双 射 /: A 一 x， 当 且 仅 当 存 在 两 个 单 射 g: AK 
fih: KA. 

. 证 明 : 如 果 A 是 极限 序数 ， 则 RN， = U |N。 1 a<Al。 

. 证 明 命题 11.5。 

. 证 明 : 定理 11.7 中 定义 的 序 <， 是 一 个 良 序 。 

. 证 明定 理 11.8: 施 罗 德 一 伯 恩 斯坦 定 理 和 哈 托 定理 。( 提示 : 对 第 一 个 ， 用 定理 中 的 符号 ， 令 AL = 4， 
Bo=B, A = ige(x)! «eB }, BL, ={f(x) | x€A.}, A,=N{A,l neol, BL= NIB, i nEw}, $ 
A(x) =f(x), WR EA UCUIA, Anal nEw); BM, S hla) =g (x), WH ARERR 
MAB BME. WHOS, BRA 的 子 集 上 所 有 的 良 序 构成 的 集合 和 所 有 与 这 些 良 序 相似 的 序数 所 构 
成 的 集合 。 令 « 大 于 这 个 集中 的 所 有 元 素 。) 

8. EH: 实数 集 妨 、 闭 的 单位 实数 区 间 [0，1] 和 开 的 单位 实数 区 间 (0，1) 具 有 相同 的 势 。 

9. 通过 “无 穷 基 小 数 "来 证 明 w” 和 [0，1] 等 势 ， 给 定 一 个 函数 /: wow, sla) =f(0) +f(1) += +f(n)。 
ROLE: of (0, 11H FU) = Y, LS 证明: FOROR SUR AS. 

10. WER: 从 实数 到 实数 上 的 连续 函数 构成 的 集 也 具有 势 2*o 。 

11. 假设 GCCH， 计 算 下 列 基数 : N, NSU ONU, RL OUR tha, HE: | RGO T, 

12. 假设 对 每 一 个 基数 必 都 知道 RK” 的 值 ， 对 每 一 个 a 和 B， 说 明 计算 (8_。)*e 的 方法 。( 提示 : 首先 计算 
函数 2 : 如果 NN。 是 正则 的 ， WAR, =2%, RN BRM, Bit y<a, HABER, WA 
2" 2T BRE E, SRI, 2" =A, Heh A= Ul) y<al. EAEC, ) "的 值 可 归纳 地 由 所 
4 2" füw, "P 的 变 元 值 决定 。 关 键 的 事实 是 当 (NL) < Ns<N。, AEN UICN) y «al RE, 
ANM Ig US.) 


o On bh 


进一步 阅读 建议 

Fraenkel 和 Bar-Hillel[ 1958 ，3.3] 和 [1973，3.3] 是 一 本 经 典 基础 教材 ， 它 包括 了 大 量 
对 集合 论 起 源 的 探讨 。 另 一 本 标准 教材 是 Levy[ 1979，3.3]。 更 多 最 近 的 本 科 生 教材 包括 
Devlin| 1993, ，3. 3] Moschovakis[ 1994, 3.3] 和 Vaught[ 1994, 3.3], Quine[ 1969, 3.3] M 
哲学 (主要 是 本 体 论 ) 角 度 出 发 讨论 基本 的 集合 论 观点 ， 并 表述 了 与 ZFC 完全 不 同 的 集合 论 
公理 体系 (新 基础 论 )。 

科恩 ( Cohen) 关 于 选择 公理 和 连续 统 假设 独立 于 ZFC 的 原稿 [1966，3.3] ， 至 今 还 是 一 
篇 有 价值 的 展示 哥 德 尔 的 可 构成 集 域 和 科恩 力 迫 方法 基本 内 容 的 文章 。 现 在 关于 这 些 内 容 
(还 有 更 多 内 容 ) 的 标准 的 研究 生 基础 教材 是 Kunen[1980，3.3]， 十 分 具有 可 读 性 。jJech 
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[1978，3.3] 也 是 一 本 很 重要 的 研究 生 教材 ， 他 采用 一 种 利用 布尔 值 模型 来 研究 力 连 的 不 同 
的 方法 。 关 于 选择 公理 许多 变形 及 相关 原理 更 深入 的 论述 可 在 Jech[ 1978, 3.3] LA Æ Rubin 
和 Rubin[1963, 3.3], [1985, 3.3] d£ 8l, 

Kanamori[ 1994, 3.3 ] 是 最 近 一 本 处 理 许 多 其 他 主题 包括 大 基数 、 描 述 集 合 论 和 确定 性 
公理 的 高 级 教材 。 这 本 书 有 一 个 涵盖 很 广 的 参考 文献 ， 可 以 作为 本 学 科 近 期 发 展 的 历史 指 
导 。Kanamori[ 1996, ，2.2] 是 一 篇 极 好 地 描述 了 直到 科恩 之 前 的 集合 论 历史 的 短文 。 关 于 近 
期 基数 算术 的 工作 的 一 篇 好 的 综述 (其 中 强调 了 谢 拉 替 的 工作 ) ， 可 以 在 Jech[ 1995，3.3] 中 
找到 。 





附录 A ps SE A 


我 们 从 类 比 微 积分 和 数理 逻辑 的 历史 开始 。 


第 一 节 k R 分 


在 古 希 腊 黄 金 时 代 的 雅典 ， 柏 拉 图 (Plato， 公 元 前 428—348) 曾经 把 懂得 几何 作为 进 和 人 
他 的 哲学 学 院 的 先决 条 件 ， 因 为 一 个 很 好 地 掌握 了 几何 的 人 也 必定 是 一 个 能 够 进行 正确 和 严 
格 推理 的 人 ( 见 Thomas[ 1939，1.1])。 欧 几 里 得 (公元 前 300—) 强调 了 公理 化 方法 的 重要 
性 ， 即 从 公理 开始 进行 演绎 。( 从 这 个 观点 来 看 ， 逻 辑 就 是 研究 演绎 的 学 问 。) 欧 几 里 得 和 阿 
基 米 德 ( Archimedes， 公 元 前 287—212) 以 及 他 们 的 前 辈 说 明了 如 何 用 综合 几何 学 来 计算 许多 
简单 图 形 与 立体 图 形 的 面积 和 体积 。 他 们 也 说 明了 如 何 用 几何 学 来 解决 许多 力学 、 流 体 静 力 
学 和 几何 光学 的 简单 问题 。 从 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 到 莱 布 尼 芯 (Leibniz，1640 一 1710) 和 和 牛顿 
(Newton, 1640—1722) 的 20 个 世纪 里 ， 人 们 用 欧 几 里 得 和 阿 基 米 德 几何 学 中 的 特殊 方法 解 
决 了 一 个 又 一 个 越 来 越 困难 的 计算 面积 和 体积 的 问题 以 及 流体 力学 的 问题 。 用 这 种 几何 方法 
得 到 的 物理 学 或 者 数学 上 的 每 一 个 进步 ， 都 需要 有 件 利 略 (1564 一 1642 ) 或 惠 更 斯 (1629 一 
1695) 那样 的 非凡 数学 天 赋 。 在 笛 卡 儿 的 发 现 之 后 事情 有 了 根本 性 的 转变 ， 作 为 其 著作 
(Discours de la Methode》[1637，2.3] 的 附录 发 表 出 来 的 文章 ， 使 得 人 们 能 够 把 几何 问题 转 
化 为 等 价 的 代数 问题 。 几 何 的 方法 被 代数 的 计算 取代 了 。 

在 费 马 (Fermat，1601 一 1665 ) 的 工作 和 牛顿 的 老师 巴 罗 (Barrow，1630 一 1677 ) 以 及 莱 布 
尼 茨 的 前 辈 卡 瓦 列 里 (Cavalieri，1598 一 1647 ) 的 工作 中 ， 已 经 显示 出 积分 和 微分 的 符号 一 一 
代数 方法 的 很 强 的 迹象 了 。 和 牛顿 和 莱 布 尼 茨 发 现 的 微分 和 积分 的 符号 方法 ， 使 得 即使 不 是 数 
学 天 才 的 后 辈 们 也 能 用 普通 的 微 积 分 来 发 展 科学 和 工程 了 。 这 些 方法 至 今 仍 是 理解 、 模 拟 、 
模仿 、 设 计 和 发 展 物理 和 工程 系统 的 基础 。 

第 二 节 3 # 

亚 里 士 多 德 (公元 前 384—322) 三 段 论 的 理论 也 可 以 追 淹 到 古 希 腊 的 黄金 时 代 和 柏拉图 
学 院 的 辩论 ( 见 柏 拉 图 的 《Euthydemus》) 。 这 可 以 在 其 被 古代 的 编辑 称 为 《Organon》 的 著作 集 
中 找到 。 它 由 《Catagoriae》、《De Interpretatione》、《Analytica Priora》、《Analytica Posteriora》、 
《Topica》 和 《De Sophisticis Elenchis》 等 部 分 组 成 。 我 们 仅仅 讨论 《Analytica Priora》 中 三 段 论 的 
原理 。 . 

这 只 是 第 一 次 成 功 地 使 用 “所 有 ”和 “ 某 一 个 ”进行 推理 的 演算 。 在 现代 的 术语 中 ， 我 们 
把 “所 有 ”和 “ 某 一 个 ”翻译 为 量词 “对 所 有 ”和 “存在 ”。 在 现代 人 的 眼中 ， 三 段 论 以 它 名 词性 
的 表达 、 术 语 的 通用 性 和 特殊 性 而 显得 奇特 。 但 它 有 实 实在 在 的 动机 。 对 亚 里 士 多 德 而 言 ， 
世界 是 由 具有 给 定性 质 P 或 不 具有 性 质 P 的 对 象 c 组 成 的 。 在 现代 的 符号 里 ， 字 母 P RH 
为 谓词 符号 。 忆 的 一 个 特殊 解释 是 由 指定 的 非 空 定义 域 C 及 其 记 为 P 的 子 集 给 出 的 。 于 是 ， 
34 x 是 一 个 在 C 中 取 值 的 变 元 时 ，P(%) 就 是 一 个 读 作 “x 具有 性 质 P" 的 逻辑 公式 。 如 果 c 是 
一 个 特定 对 象 的 名 称 ，P(c) 就 是 读 作 “c 具有 性 质 P” 的 逻辑 公式 。 
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现在 一 个 对 象 可 能 同时 具有 很 多 种 不 同 的 性 质 。 一 个 对 象 可 能 同时 是 硬 的 、 圆 的 、 红 
的 、 比 水 轻 、 在 这 个 房间 里 、 在 地 板 上 、 在 东南 角 。 在 17 世纪 末 ， 莱 布 尼 芯 认为 对 象 应 该 
能 通过 知道 它 所 有 的 性 质 来 唯一 地 描述 。 莱 布 尼 茨 把 这 一 想法 称 为 不 可 辨别 者 的 同一 性 原理 
( the principle of identity of indiscernibles) 。 

从 一 个 对 象 具有 几 种 性 质 来 推演 出 它 具 有 另外 一 种 性 质 就 是 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 所 要 
陈述 的 问题 。 人 逻辑 的 这 一 用 法 尤其 是 林 奈 (Linnaeus，1707 一 1788) 的 生物 学 分 类 的 特征 ， 包 
括 它 的 属 、 种 和 品种 。 他 的 体系 是 亚 里 士 多 德 生 物 学 直接 的 理性 派生 物 。 因 此 常常 称 亚 里 士 
多 德 为 "生物 学 之 父 ”。 他 的 生物 学 概念 和 三 段 论 的 概念 是 紧密 相 联 的 。 从 中 世纪 到 1900 
年 ， 三 段 论 一 直 是 标准 的 大 学 课程 里 逻辑 学 、 修 辞 学 和 语法 学 三 门 课程 的 一 部 分 。 即 使 已 经 
被 现代 的 数理 逻辑 所 淘汰 ， 在 很 多 天 主教 大 学 里 ， 它 作为 逻辑 推理 的 主要 训练 内 容 ， 仍 然 没 
有 丝毫 减少 和 改变 。 

三 段 论 的 主要 作用 是 检查 量词 “对 所 有 的 x” 和 “存在 一 个 x” 在 论证 中 是 否 被 正确 使 用 。 
和 目的 是 排除 那些 看 似 使 用 了 正确 逻辑 原理 其 实则 不 然 的 错误 论证 。 在 书写 完全 作为 推理 规则 
的 三 段 论 时 ， 我 们 效仿 亚 里 士 多 德 的 追随 者 克利 西 普 斯 ( Chryssipus， 公 元 前 207 一 ) ， 把 三 
段 论 完全 写成 各 种 推理 规则 。“Barbara 模式 ”是 这 种 形式 三 段 论 的 永 真 模式 的 一 个 例子 。 


从 "BUB P Æg” 
和 "BUR QR" 
推出 “HA PER", 


在 现代 的 逻辑 符号 中 ， 分 别 用 PORR" 是 一 个 P” ，Q(*) 表示 “x 是 一 个 0”，R(x) 
表示 “x 是 一 个 R" ，( Vx) 表 示 “ 对 所 有 的 s”，( 3z) 表 示 “ 存 在 一 个 z”,“-" 表 示 " 蕴 洱 "。 
翻译 成 现代 的 推理 规则 ，Barbara 模式 就 变 成 了 

从 (G(OG)QG)) 
和 (Vx) (Q(z) R(x) 
推出 (Wx) (PG) RG)). 

在 这 种 符号 中 ，P，0，R 称 作 一 元 谓词 (或 关系 ) 符号 。 一 个 非 永 真 的 亚 里 士 多 德 模 
式 是 


从 “PER 
和 "Ae Q 是 R” 
推出 "US PER, 


在 现代 的 符号 中 ， 用 人 ^ 代 兰 “ 且 ”， 这 一 “规则 ”被 翻译 成 如 下 形式 : 
从 (dx) (P(x)A Q(x)) 
和 ( Ax) (Q(x)A RCx)) 
MEH | (Ax) (P(x)AR(x))。 
(给 出 这 一 模式 的 一 个 反例 !) 
三 段 论处 理 四 种 形式 的 命题 ， 称 为 范畴 命题 ， 它 们 中 世纪 的 名 称 是 4、 已 、 7 和 0: 


A) “每 一 个 己 都 是 一 个 0” 
E) “没有 P 是 一 个 0” 
I) “ 某 些 己 是 一 个 0” 


0) “ 某 些 P 不 是 一 个 0”。 
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永 真 的 模式 都 会 根据 命题 序列 给 出 助 记名 称 。 因 此 上 面 列 出 的 永 真 模式 的 两 个 假设 和 一 
个 结论 构成 序列 444 ， 被 称 为 Barbara” , 
考虑 助 记名 为 ”Celarent” 的 序列 EAE; 


从 “BHA Q ÆR” 
和 “每 一 个 P 都 是 0” 
推出 “BA P ÆR”, 


现代 符号 里 用 -表示 "不 是 ”， 所 以 这 个 模式 可 以 翻译 成 如 下 的 现代 符号 : 

从 aC Ax) (Qa) ^ R(x)) 

和 (Vx) (PCz) 一 CCxz) ) 

推出 SC Jx) (P(x) A RCx)) 
习题 
从 中 世纪 记忆 性 名 称 对 应 的 元 音字 母 出 发 ， 重 新 构造 出 有 两 个 前 件 和 一 个 结论 的 三 段 论 ， 并 把 它们 翻译 成 
现代 符号 。 
1. Dari 2. Ferio 3.Cesare 4. Camestres 5. Festino 6.Baroco 7.Darapti 8.Disamis 9. Datisi 
10. Felapton 11. Bocardo 12. Ferison 13. Bramantip 14. Camenes 15. Dimaris 16. Fesapo 17. Fresison。 
(提醒 : 亚 里 士 多 德 假设 谓词 是 非 空 的 。 这 意味 着 根据 现代 的 惯例 ， 要 保证 7、10、13 和 16 的 有 效 性 ， 这 
些 假设 必须 明确 地 给 出 。) 

亚 里 士 多 德 给 出 了 从 其 他 模式 到 这 些 模 式 的 系统 的 推导 。 他 的 工作 给 出 了 第 一 个 公理 系统 ， 用 于 从 一 
些 逻 辑 真理 推导 出 另外 一 些 退 辑 真 理 。 另 外 ， 他 还 构造 了 错误 模式 的 反例 和 否定 命题 (矛盾 命题 ) 的 规则 。 
亚 里 士 多 德 也 是 第 一 个 基于 联结 词 9p(“ 有 可 能 是 p”) 和 口 p(“ 一 定 是 p”) ， 对 模 态 逻辑 (第 四 章 的 内 容 ) 进 
行 系统 讨论 的 人 。 这 些 联 结 词 和 上 面 提 到 的 那些 不 同 ， 它 们 不 是 “ 真 值 泛 函 ”。 这 就 是 说 p 的 真 假 并 不 能 决 
Op A Op 的 真 假 : p 也 许 是 可 能 的 和 错 的 ， 或 是 可 能 的 和 对 的 。( 关 于 古 希 腊 逻 辑 学 家 工作 的 更 详细 分 
析 ， 见 ，Lukasiewicz[ 1957, 2.2], Bochenski[ 1951，2.2] 和 Mates[ 1961, 2.2].) 

尽管 三 段 论 有 助 于 澄清 哲学 讨论 ， 但 它 对 数学 家 并 没有 实质 的 影响 。 在 亚 里 士 多 德 之 前 ， 数 学 家 就 非 
常 严 密 地 进行 推理 了 。 事 实 上 ， 他 们 的 工作 是 精确 推理 的 传统 模型 。 然 而 ， 他 们 的 推理 并 没有 完全 被 三 段 
CRE. TART? 后 来 才 知 道 ， 一 个 简短 的 答案 : 命题 逻辑 的 其 余部 分 和 一 个 有 争议 的 关系 的 概 
念 。 从 麦 加 拉 学 派 的 非 洛 (Philco， 公 元 前 300 一 ) 的 工作 发 展开 去 ， 斯 多 亚 学 派 的 克利 西 普 斯 引入 了 蕴涵 (现在 
WE), ARRERA) MRM R F (exclusive disjunction， 表 示 “ 忆 或 O， 但 不 是 两 个 同时 ”) 。 现 在 ， 最 
后 提 到 的 那个 联结 词 被 相 容 选 言 (inclusive disiunetion) 所 替代 ,“P 或 Q 或 两 个 都 是 ”， 记 作 Pv 0。 克 利 西 普 
斯 理解 到 了 命题 逻辑 的 特性 由 这 些 联结 词 所 表示 的 复合 命题 的 真 假 值 是 由 各 个 部 分 命题 的 真 假 值 决定 的 。 

至 于 关系 ， 欧 几 里 得 几何 学 就 是 基于 关联 关系 Rx, y) 的， 也 就 是 说 * 和 y 是 相关 联 的， 这 里 的 x*，y 
是 点 、 线 或 面 。 因 此 一 个 点 可 能 和 一 条 线 相关 联 (点 在 线 上 ) ; 一 条 线 可 能 和 一 个 面相 关联 ( 线 在 面 上 ) 。 亚 
里 士 多 德 所 遗漏 的 是 二 元 关系 R(x, y) (例如 “x 小 于 y”) 和 三 元 关系 8S(x，y，2) (例如 “z 是 * 与 y 的 和 ”) 等 
也 具有 作为 基本 构造 单元 的 特征 。 他 仅仅 使 用 一 元 关系 或 谓词 P(x) ， 例 如 “x 是 红 的 ”。 他 通常 把 二 元 关系 
S(x, y), WI x 是 y 的 祖父 ”， 编 译 为 性 质 S, (x). Bx 具有 性 质 : By 的 祖父 。 

亚 里 士 多 德 关 于 量词 的 理论 没有 真正 的 缺陷 。 只 是 在 他 的 逻辑 公式 中 缺少 明确 表示 的 命题 联结 词 和 多 
元 关系 。 这 一 缺陷 直到 19 HARA RA BA, MR IRB CC. S. Peirce, 1839—1914). WE D MCE. 
Schröder, 1841—1902) fü 35 BH (G. Frege, 1848—1925), 


PAF Xóm 


莱 布 尼 茨 第 一 个 断言 可 能 存在 描述 推理 的 完全 形式 逻辑 ( 见 Parkinson[ 1965, 2.2])。 他 
确信 他 能 够 发 展 出 一 种 推理 的 语言 和 演算 ， 这 将 和 牛顿 一 菜 布 尼 茨 微分 和 积分 运算 一 样 重 
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要 。 他 把 他 的 新 学 科 称 作 “lingua characteristica” ( 通用 语言 ) A“ calculus ratiocinator" ( 推理 演 
算 )。 人 们 的 思想 “将 会 从 直接 思考 事物 本 身 中 解放 出 来 ,并 且 一 切 仍 将 是 成 功 的 ” 
( Parkinson[ 1965 ，2. 2] 第 105 页 )。 他 希望 用 这 些 新 学 科 去 扩展 人 们 的 推理 能 力 ， 把 找 出 如 
何 从 给 定 前 提 得 出 所 需要 的 结论 和 如 何 检验 给 定 演绎 的 正确 性 等 大 量 的 劳动 转化 为 符号 计 
算 。 换 句 话 说 ， 他 认为 应 该 存在 一 种 处 理 关 于 这 个 世界 的 命题 的 推理 演算 ， 这 就 好 比 能 够 解 
决 统治 这 个 世界 的 数字 方程 的 牛顿 一 莱 布 尼 芯 微 积分 一 样 。 

菜 布 尼 茨 了 解 一 些 命题 逻辑 和 类 的 演算 ， 但 他 在 这 方面 的 工作 一 直到 Couturat[ 1903, 
2.3] 发 表 之 前 都 基本 不 为 人 所 知 。 所 以 他 的 想法 有 预见 性 但 没有 带 来 直接 的 影响 。20 世纪 
最 伟大 的 逻辑 学 家 机 德尔 (Kurt Gödel, 1906—1978 ) 在 “罗素 的 数理 逻辑 ”( Gadel [ 1944, 
2.3] ) 一 文中 对 莱 布 尼 茨 的 梦想 作 了 如 下 阐述 ; 

MIL 如 果 我 们 相信 他 所 说 的 ， 他 已 经 在 很 大 程度 上 发 展 出 了 这 个 推理 演算 只 是 在 等 待 
其 种 子 落 人 肥沃 的 土地 时 再 发 表 。 他 甚至 估计 出 需要 多 长 时 间 ， 他 的 演算 方法 才能 被 一 些 一 
流 的 科学 家 发 展 成 为 ‘人 类 将 拥有 的 、 远 比 任何 光学 仪器 提高 视力 的 作用 更 大 的 、 提 高 人 类 
推理 能 力 的 新 工具 ' 。 他 确定 的 时 间 是 5 年， 并且 他 宣称 他 的 方法 不 比 他 那个 时 代 的 数学 哲 
学 更 难 学 。 而 且 ， 他 反复 提 到 ,尽管 他 所 发 展 的 理论 还 处 于 初始 阶段 ， 但 他 所 有 的 数学 发 现 
都 归功 于 它 ， 人 们 可 以 认为 ， 甚 至 庞 加 莱 都 会 承认 ， 这 是 该 理论 丰富 性 的 充分 证 明 。?” 

( 庞 加 莱 (PoincarE6，1854 一 1912 ) 是 19 世纪 末 20 世纪 初 最 著名 的 法 国 数学 家 。 他 并 不 认 
为 形式 逻辑 是 数学 有 用 的 基础 ， 而 是 和 康 托 (Cantor，1845 一 1918 ) 一 样 认为 数学 是 直接 扎根 
于 直觉 之 中 的 。) 

类 代数 和 命题 多 辑 直 到 19 世纪 中 期 才 由 德 . 摩根 (De Morgan, 1806—1871) [ 1847, 
2.3] 和 布尔 (Boole，1815 一 1864)[1847，2. 3] 重 新 发 现 ， 进 而 发 展 得 更 加 完整 。 
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德 . 摩根 (De Morgan)[1847，2.3] 扩 展 了 三 有 段 论 法 ， 引 入 了 命题 联结 词 和 它们 的 定律 
并 且 给 出 了 初步 的 关系 理论 。 他 的 朋友 布尔 是 用 符号 代数 方法 解决 数学 问题 的 专家 。 布 尔 在 
微分 和 差分 方程 方面 的 教科 书 ( 重 印 作 Boole[1959，2.3] 和 [1970，2.3] ) 是 高 度 代数 化 和 算 
法 化 的 。 它 们 基于 形式 算法 ， 用 微分 算 子 D 和 差分 算 子 人 (f) =f(x +1) -f(%) 的 多 项 式 以 及 
它们 的 形式 逆 来 分 别 求解 微分 和 差分 方程 的 。 现 在 让 我 们 用 现代 符号 来 看 一 些 布尔 在 逻辑 方 
面 的 工作 。 假 设 p，g 是 命题 ， 并 且 考 虑 如 下 命题 联结 词 : 

l. 析 取 ， 记 作 (Pv 9) 并 且 读 作 “P Rg” 

2. AR, WE 和 9g) 并 且 读 作 “p Ha" 

3. 否定 ， 记 作 ( =p) HEARE p”. 

这 些 联 结 词 的 解释 为 

1. (Py) HA, SERS pAg 至 少 有 一 个 为 真 

2. (pa) HA, HENX pg 都 为 真 

3. (一 Pp) 为 真 ， 当 且 仅 当 p 不 真 。 

为 了 能 够 以 更 高 的 精确 性 来 分 析 这 些 概念 ， 我 们 采用 如 第 一 章 定义 2.1 给 出 的 出 现在 维 
特 根 斯 坦 ( Wittgenstein, 1889—1951) ( 见 [1974 2.3] ) 和 波斯 特 (Post，1897 一 1954) ( 见 Post 
11921，2.3]) 工 作 中 的 有 关 命 题 逻辑 的 定义 : 如 果 给 定 一 组 原始 (原子 的 ) REFE p, q, 
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r… ,那么 有 以 下 命题 (归纳 的 ) 定 义 : 

(i) 原 子 字母 是 命题 。 

(ii) 如 果 o, B 是 命题 ， 那 么 (avB)，(a^B)，(-a) 都 是 命题 。 

(ii) 一 个 符号 串 是 一 个 命题 ， 当 且 仅 当 它 是 从 命题 字母 开始 并 重复 应 用 (ii) 的 实例 得 
到 的 。 

接 下 来 ， 定 义 一 个 真 值 指派 : 从 原子 命题 p 到 真 值 4(p) 的 映射 其 中 4A(p) 取 1( 表 示 
真 ) 或 0( 表 示 假 ) (第 一 章 的 定义 3.1)。( 这 样 一 个 指派 对 应 于 在 填写 一 张 真 值 表 格 的 一 行 
时 ， 给 命题 字母 p 赋值 为 4(p)。) 每 一 个 指派 A 都 有 一 个 唯一 扩张 到 一 个 真 值 赋值 y， 它 是 从 
所 有 命题 组 成 的 集合 到 {0，11 的 映射 。 根 据 上 面 定义 中 的 归纳 子 句 ， 将 联结 词 替换 为 {0，11 
上 对 应 的 布尔 运算 (Boolean operation) ， 便 可 以 确定 这 个 赋值 。 这 些 运 算 通常 由 如 下 的 表 给 定 : 


0v0=0 0v1=1v0=1v1=1 
lAl=1 0A1=1A 和 0=0A 人 0=0 
a1z0 23120, 


如 第 一 章 定义 3.2 那样 ， 对 应 于 给 定 指派 4 的 赋值 Y 的 归纳 定义 如 下 : 

(i) Vp) = A(p)， 如 果 p 是 一 个 命题 字母 。 

(ii) BUE IHE a, B, 

Vav p)  V(a) v XB), V(a^B) = Va) a VKB), Vora) = Vla) 

(如 第 一 章 第 二 节 所 描述 的 那样 ，V 给 出 的 值 可 由 指派 A 决定 的 真 值 表 的 那 一 行 而 得 
到 。) 因 此 一 个 命题 可 以 看 作 是 其 命题 字母 值 的 所 有 取 值 的 二 值 函 数 。 这 就 是 把 联结 词 称 为 
复合 语句 的 真 值 泛 函 模式 的 用 意 。 这 是 克利 西 普 斯 的 想法 的 现代 形式 。 在 这 种 观点 下 ， 一 个 
在 任何 真 值 赋值 下 都 为 1 的 命题 称 为 重 言 式 或 永 真 的 ， 也 就 是 说 ， 作 为 一 个 命题 函数 ， 它 是 
取 值 为 1 MEI xd RRRA, 

在 实数 或 复数 域 上 通常 的 代数 里 ， 多 项 式 代 数 和 多 项 式 函 数 的 代数 实际 上 是 不 可 区 分 的 
(用 现代 的 语言 来 说 ， 就 是 同 构 ) 而 且 在 布尔 的 时 代 ， 它 们 两 个 被 看 作 是 一 样 的 。 受 到 通常 
的 多 项 式 的 影响 ， 布 尔 自 然 把 一 个 命题 解释 为 其 导出 的 二 值 命题 函数 。 根 据 这 种 解释 ， 逻 辑 
运算 “ 且 ”、“ 或 "和 “ 非 ” 就 与 命题 阻 数 上 的 运算 对 应 起 来 了 。 这 样 就 把 命题 函数 的 集合 变 为 
一 个 代数 结构 ， 其 中 ， 如 果 两 个 命题 对 应 于 同一 个 命题 函数 ， 那 么 它们 就 是 相同 的 命题 。 也 
就 是 说 ， 两 个 命题 和 有 B， 如 果 对 任意 一 个 真 值 赋值 Y， 都 有 VCa) = V(B) (这 意味 着 a 和 8B 
有 相同 的 真 值 赋值 表 ) ， 那 么 和 有 是 相同 的 ， 即 a = 86。 例如，-(aA^B) =(-av-p8)。 
这 个 等 式 是 布尔 代数 的 定律 之 一 。 

布尔 也 发 现 了 类 代数 和 命题 函数 代数 满足 相同 的 定律 。 为 了 解释 布尔 关于 命题 和 类 演算 
关系 的 洞 见 ， 我 们 暂时 采用 19 世纪 弗 雷 格 的 一 个 自然 的 观点 (下 面 我 们 将 对 之 进行 更 加 详尽 
的 处 理 ) 。 

对 每 一 个 性 质 P(x) ,我 们 都 引入 一 个 新 的 抽象 对 象 4， 称 之 为 类 (class)。 我 们 定义 x e 
A, EE x 是 A 的 一 个 元 素 ， 来 表示 P(x) 为 真 。 概 括 公理 就 是 说 每 一 个 性 质 P 决定 一 个 类 
4。 外 延性 公理 就 是 说 它 只 决定 唯一 的 一 个 类 A: 如 果 4 和 B 都 是 类 ， 那么 4=B 是 指 ， 对 
所 有 的 x,，xe 4， 当 且 仅 当 xeB。 因 此 ， 对 任意 的 性 质 P， 我 们 都 可 以 指定 一 个 由 P 决定 的 
唯一 的 类 , 记 作 4=|xl P(x)|。 

布尔 的 类 代数 基于 以 下 的 运算 ; 
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1. 3$: 4UB= Ix! xeAv xe B| 

2. €: AnB-zixI xeAAxeB| 

3. 4k; -A-IxI x €A| 

它们 每 一 个 都 由 概括 公理 保证 其 存在 性 而 外 延性 公理 决定 其 唯一 性 。 然 后 类 代数 的 定律 就 
可 以 由 命题 函数 的 定律 得 到 。 例 如 ， 因 为 对 每 一 个 xz， 由- P(x)^ 0(x)) 和 一 P(x)v -Q(x) 决 
定 的 两 个 命题 水 数 是 一 致 的 ， 而 外 延性 公理 蕴涵 了 - (ANB) =( -4)U(-B)。 

正 是 布尔 发 现 了 命题 的 真 值 表 ( 第 一 章 的 第 二 节 ) 和 隐藏 在 “布尔 展开 定律 "下 的 析 取 范 
式 ( 第 一 章 第 二 节 习 题 和 第 四 节 习 题 9) 。 正 是 他 用 纯 代数 给 出 了 系统 的 命题 逻辑 推理 ， 他 的 
工作 导致 了 逻辑 代数 ( 见 参考 文献 第 三 节 九 ) 。 正 是 布尔 指出 了 全 称 和 存在 量词 分 别 是 最 大 
下 界 和 最 小 上 界 的 例子 ， 并 且 给 它们 引入 了 代数 符号 。 这 些 概念 被 施 罗 德 (Schrider，1841 一 
1902)[1877，2. 3] 规 范 化 并 在 Schréder[ 1890—1905, 2.3] 中 得 到 极 大 发 展 。 但 是 在 量词 方 
面 布尔 并 没有 得 到 类 似 的 好 的 理论 。 除 了 指出 量词 也 是 命题 函数 的 运算 外 ， 他 并 没有 改进 亚 
里 士 多 德 对 量词 的 处 理 。 施 罗 德 也 发 展 了 一 个 语句 集合 模型 的 概念 。 后 来 ， 勒 文海 姆 
(Lowenheim，1887 一 1940)[1915，2.3] 继 续 研 究 他 的 工作 。 


第 五 节 19 世纪 数学 的 基础 


19 世纪 也 见证 了 用 精确 的 定义 、 公 理 和 构造 来 给 数学 建立 一 个 牢固 基础 的 共同 努力 。 
这 一 努力 是 由 数学 自身 的 困难 所 激发 的 。 当 定义 不 精确 时 ， 就 会 产生 混淆 和 争论 。 在 区 分 用 
符号 表示 的 函数 时 国难 重重 。 对 于 区 分 连续 性 和 一 致 连续 性 、 收 敛 性 和 一 致 收 伍 性 、 收 和 敛 性 
和 可 加 性 的 形式 、 可 微 性 和 连续 性 等 等 ， 都 存在 困难 。 什 么 是 一 个 整数 ? 一 个 有 理 数 ? 一 个 
实数 ? 一 个 函数 ? 一 个 连续 的 函数 ? 即使 是 早期 分 析 严 密 性 最 伟大 先驱 之 一 的 柯 西 ， 也 因为 
“WERT: 无 穷 连续 函数 的 级 数 和 仍然 是 连续 的 ， 在 19 世纪 20 年 代 初 期 栽 了 一 个 跟头 。 
1826 年 ， 阿 贝尔 (Abel) 给 出 了 一 个 反例 (关于 这 个 证 明 精 确 的 描述 和 它 内 在 的 错误 ， 详 见 
Kitcher[ 1983，1.2] 第 254 页 ) 。 那 么 数学 的 基础 会 是 什么 呢 ? 

在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 中 ， 把 综合 几何 作为 数学 的 逻辑 基础 ， 数 学 的 每 部 分 都 归 约 
为 几何 。 在 17 世纪， 向 卡 儿 把 综合 几何 学 归 约 到 了 解析 几何 学 ， 从 而 通过 引入 坐标 归 约 到 
了 代数 和 数字 。 这 导致 了 19 世纪 的 大 量 工作 都 是 用 简单 的 数学 来 定义 复杂 的 数学 结构 。 在 
这 期 间 我 们 发 现 如 下 定义 : 

1. 用 非 负 整数 对 来 定义 整数 ; 

2. 用 整数 对 来 定义 有 理 数 ; 

3. 用 有 理 数 集 或 序列 来 定义 实数 ; 

4. 把 复数 看 作 是 实数 对 。 

(这 方面 工作 的 重要 贡献 者 有 1858 年 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass，1815 一 1897 ) ( 见 
DuGac[1973, 1.2]), W W & (Dedekind, 1831—1916 ) 1862—1863 年 的 微 积分 课程 ( 见 
DuGac[ 1976，1.2]) 及 1872 年 的 文章 [1963 ，2.3] 、 海 涅 (Heine，1821 一 1881) (1872, 1.2] 
和 Cantor[ 1872，1.21。 要 了 解 更 多 这 方面 的 内 容 可 见 Birkhoff[ 1973, 1.11% Struik[ 1969, 
1.1], 

这 一 归 约 的 过 程 被 称 为 “ 魏 尔 斯 特 拉 斯 分 析 算 术 化 ”。 最 后 ， 非 负 整 数 的 公理 化 是 戴 德 
金 (在 1872 年 的 文章 11963，2.3]) 和 皮 亚 诺 (Peano，1858 一 1932 ) [ 1894—1908, 2.3] 与 
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[1990，2.3] 用 一 个 包含 元 素 0( 或 1) 的 集合 和 一 个 后 继 函 数 S(*)( 加 1) 完 成 的 。 

为 了 形式 化 并 且 精 确 地 来 执行 这 个 归 约 ， 有 两 个 缺陷 需要 弥补 。 

L 缺陷 工 ， 轩 辑 。 由 逻辑 推理 推出 所 有 系统 的 所 有 性 质 。 那 么 逻辑 推理 的 公理 和 规则 
是 什么 昵 ? 

2. RBI. 集合 论 。 每 一 个 系统 都 是 从 比较 简单 的 系统 用 集合 构造 定义 的 ， 例 如 构造 
出 两 个 集合 的 无 序 对 ， 给 定 集合 的 所 有 子 集 的 集合 、 一 些 集合 的 并 集 或 者 是 某 个 给 定 的 集合 
里 具有 某 种 给 定性 质 的 所 有 元 素 的 集合 。 并 且 为 了 能 继续 下 去 我 们 必须 在 一 开始 就 假定 存在 
一 些 集合 。 需 要 假定 哪些 集合 呢 ? 需要 哪些 集合 构造 法 呢 ? 需要 哪些 集合 论 的 公理 呢 ? 

这 一 情况 可 能 被 皮 亚 庶 的 工作 概括 了 。 综 合 19 世纪 用 简单 系统 建立 复杂 系统 的 工作 ， 
皮 亚 庶 ( 见 [1973，2.3] ) 沿 着 上 面 描述 的 路 线 对 当时 的 数学 第 一 次 进行 了 系统 的 整理 。 他 给 
集合 论 构造 和 逻辑 联结 词 与 量词 都 引入 了 系统 的 符号 ， 它们 和 今天 所 使 用 的 几乎 没什么 不 
同 。 但 在 他 的 工作 中 却 没有 给 出 所 需要 的 集合 论 构造 公理 和 所 使 用 逻辑 的 推理 规则 。 仅 仅 假 
定 它们 是 数学 家 所 熟知 的 。 值 得 注意 的 是 ， 皮 亚 诺 并 没有 想 要 把 所 有 的 东西 一 丝 不 苟 地 完全 
形式 化 。 他 想 要 创造 出 一 种 表示 方法 ， 使 数学 家 们 不 用 他 们 的 母语 就 可 以 思考 和 交流 ， 无 论 
他 们 说 英语 、 希 腊 语 、 法 语 或 是 德语 。 这 方面 他 是 很 成 功 的 。 他 甚至 有 更 大 的 抱负 。 他 还 发 
展 了 一 种 通用 的 科学 语言 ， 并 且 曾 经 尝试 将 它 发 展 成 为 一 种 通用 的 日 常 语言 。 这 并 不 是 很 受 
欢迎 。 上 毕竟， 改变 少数 数学 家 的 习惯 要 比 改 变 所 有 人 的 习惯 更 容易 。 

缺陷 I 是 被 弗 雷 格 填 补 的 Frege[1879, 2.3], ， 他 给 出 第 一 个 包括 量词 、 关 系 和 命题 联结 
词 在 内 的 谓词 逻辑 的 形式 化 处 理 。 结 合 亚 里 士 多 德 对 于 量词 的 处 理 和 布尔 对 于 命题 联结 词 和 
任意 元 的 关系 符号 RR 的 处 理 ， 他 以 形 如 R(x,，…， x ) 的 原子 公式 为 基础 ， 应 用 “ 且 ” (人)、 
“或 "(v )、“ 非 "(一 ) 等 逻辑 联结 词 和 “对 所 有 x,”( Vx,) 及 “存在 一 个 x,”( 3x,) 这 样 的 量词 ， 
形式 化 了 逻辑 公式 的 概念 。 

现代 符号 中 关于 谓词 逻辑 语法 的 精确 定义 是 在 第 二 章 第 二 节 中 给 出 的 。 下 面 给 出 它 的 一 
种 简单 定义 ， 其 中 含有 : MEEKER, AZA xr, y, 2, n, 7, o, SEA 
VY 和 了 以 及 对 于 每 一 个 mn， 有 一 组 关系 符 导 尺 ，$，…( 称 之 为 -元 关系 符号 (nm-ary relation 
symbol) ); 

(i) BUR R —Thn-TRAASHA x, ++, x, 是 变 元 ， 那 么 R(x, ，…，x, ) REA 
公式 。 这 些 称 为 原子 公式 。 

(ii) BUR o 和 小 是 公式 并 且 x BET, 那么 (pg vy), (paw), (ne), (Vx) 和 (3x)o 
也 都 是 公式 。 

代数 中 的 公式 是 一 种 用 所 考虑 的 特殊 代数 的 基本 或 原子 关系 来 表达 复杂 关系 的 方式 。 同 
样 地 ， 谓 词 逻 辑 中 的 公式 直观 地 定义 了 出 现在 公式 中 的 变 元 之 间 的 “关系 ”。( 事 实 上 是 自由 
变 元 之 间 的 关系 : 公式 p 中 变 元 % 的 出 现 称 为 是 自由 的 是 指 它 不 出 现在 形 如 ( Vx) p 或 ( 3x) 
e 的 o 的 子 公式 中 的 。 一 个 不 出 现任 何 自由 变 元 的 公式 称 为 语句 。) 

Frege[ 1879，2.3] 也 第 一 次 给 出 了 一 些 公理 和 推理 规则 ， 并 且 把 证 明定 义 为 语句 的 一 个 
有 穷 序 列 ， 其 中 每 一 个 语句 都 是 一 个 公理 或 是 直接 应 用 推理 规则 由 前 面 的 语句 得 到 。 在 
[1879，2.3] 中 ， 他 考虑 在 所 有 的 对 象 中 取 值 的 量词 。 他 还 没有 模型 这 个 概念 ， 在 一 个 模型 
中 给 定 了 一 个 集合 或 者 定义 域 并 且 变 元 在 这 个 集合 中 取 值 。 而 现在 的 谓词 逻辑 请 义 的 基础 是 
由 施 罗 德 引 入 的 ， 他 是 布尔 在 逻辑 代数 方面 的 继承 者 。 
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必须 提 到 的 是 C. S. Peirce[ 1870 ] 也 独立 地 发 展 了 谓词 逻辑 的 演绎 结构 ， 但 它 并 不 为 人 
熟知 。 最 后 ， 我 们 要 指出 : 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 已 经 被 包含 在 了 所 谓 的 谓词 逻辑 的 二 量词 片 
断 ( 没 有 函数 符号 ) 中 ， 它 有 一 个 逻辑 永 真性 的 判定 方法 ， 我们 已 经 在 正文 的 第 二 章 第 七 节 
习题 10 中 给 出 。 

弗 雷 格 同样 也 处 理 了 缺陷 。 他 给 出 了 逻辑 和 数学 的 第 一 个 完全 形式 化 的 基础 ， 在 
Frege[ 1903, 2.3] P ( 57 LA 5L[ 1953, 2.3] M1[ 1977, 2.3] BREXLT ERR, HE 
辑 的 处 理 是 很 完善 的 。 我 们 可 以 认为 类 的 处 理 是 基于 早期 给 出 的 一 对 直观 形象 的 非 逻辑 公 
理 ， 即 把 隶属 < 和 恒 等 = 作为 初始 概念 : 

1. 外 延性 公理 : 对 所 有 的 类 A, B, MRM AW x, x€A, HOUR x6 B, W 


2. 概括 公理 : 对 所 有 的 性 质 P(x)， 存 在 一 个 类 A, 对 所 有 的 x， 满足 xe A, YAR 
当 P(x) 。 : 

根据 外 延性 公理 ， 概 括 公理 中 断言 存在 的 类 4 是 唯一 的 ， 我 们 记 作 4 = {x1 P(x)l. 
(这 两 条 公理 和 下 面 所 讨论 的 公理 及 其 在 集合 论 中 的 有 关 发 展 ， 我 们 全 都 在 第 六 章 中 以 更 长 
的 篇 幅 进 行 了 论述 。) 

弗 雷 格 的 愿望 是 任何 一 个 能 够 在 形式 语言 中 被 公式 化 的 性 质 都 被 接受 当 作 P。 类 4 同样 
也 被 考虑 作为 对 象 ， 能 够 作为 任何 一 个 类 的 元 素 。 用 这 些 公 理 ， 我 们 就 能 够 马上 推导 出 所 有 
常用 的 数学 对 象 和 运算 的 存在 性 。 例 如 ， 我 们 写 出 能 够 应 用 概括 公理 产生 集合 构造 的 定义 ， 
有 经 验 的 读者 将 能 识别 出 它 就 是 现代 公理 集合 论 的 基础 。 在 弗 雷 格 的 系统 中 ， 它 们 并 没有 用 
作 独 立 的 公理 。 

1. 空 ( 零 ) 类 (Empty(Nul)elass) : 存在 一 个 类 名 = {x1 一 (x=x)|}。 

2. 无 序 对 : 给 定 两 个 类 4 和 B， 存 在 一 个 类 

{A,B} = {xl «x =ABRx = 了 
3. 并 集 公 理 : 给 定 一 个 类 4， 存在 一 个 类 
UA = {xl (3y)(y eAAx e y)l 

4. 子 集 构造 (分 离 ) 公 理 (Subset Construction( Aussonderung) Axiom); 给 定 一 个 类 A 和 任 
何 一 个 性 质 P(x) ,存在 一 个 类 B= {xl xeAA P(x)]. 

5. FRAB: 给 定 一 个 单 值 性 质 Qs, y), ， 即 对 每 个 *， 只 存在 一 个 y， 使 得 Q(x，y) 
和 任何 类 4， 存 在 一 个 类 8= {yl C33)(x6A^ Q(x, y))}o 

6. 无 穷 公 理 : 存在 一 个 最 小 归纳 类 (类 4 ÆI A t (inductive), WRO € A 并 且 对 每 个 
x, x€AxU|Ix| e4o) 注 意 ， 至 少 存在 一 个 归纳 类 ， 即 所 有 类 的 类 {*1 x =*} ， 并 且 归 纳 类 
的 交 仍 然 是 归纳 的 。 则 最 小 归纳 类 可 由 概括 公理 给 出 : 

{x1 CV y)(y 是 归纳 的 一 x € y)] 

(w 这 个 类 是 由 汉 : WA R (1903—1957) Æ[1923, 2.3] 中 作为 断言 存在 整数 集 的 公理 
而 引入 的 。 然 而 ， 这 并 不 是 弗 雷 格 使 用 的 整数 的 定义 。 冯 ， 诺 伊 曙 重新 设计 了 弗 雷 格 的 原始 
定义 ， 使 得 它 能 够 自然 推广 到 超 穷 序数 上 。 如 果 弗 雷 格 也 想 把 超 穷 序数 和 基数 包含 在 定义 之 
ARE, 7S + 诺 伊 曼 的 定义 大 概 也 能 被 他 接受 皮 。) 

弗 雷 格 的 系统 简单 得 令 人 着 迷 。 直 接 写 出 你 心中 集合 的 描述 。 概 括 公 理 马上 能 保证 它 的 
存在 性 并 且 外 延性 公理 确保 它 是 唯一 的 。 你 可 以 看 到 弗 雷 格 为 什么 会 满意 了 。 但 是 ， 很 可 
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惜 ， 当 他 的 《算术 原理 》[1903 ，2. 3] 的 第 2 卷 还 在 准备 阶段 时 ， 罗 素 (1872 一 1970) 的 悖 论 出 
现 了 : 

设 P(x) 是 性 质 -(xzes)， 令 4=jz1lP(z)j|。 应 用 4 的 这 个 定义 到 4 自身 可 以 得 到 : 
4s4, 当 且 仅 当 一 (4E4)， 一 个 显然 的 矛盾 。 . 

在 弗 雷 格 的 名 著 完 成 的 时 候 ， 他 为 数学 基础 建立 的 结构 倒塌 在 了 矛盾 之 中 。 没 有 限制 的 
朴素 的 概括 公理 必须 被 据 弃 。 然 而 ， 上 面 列 出 的 概括 公理 的 实例 和 外 延性 公理 一 起 ， 形 成 了 
现代 集合 论 的 基础 ( 见 参考 文献 列表 3.3)。 

19 世纪 90 年 代 见 证 了 康 托 关于 基数 和 序数 理论 的 伟大 成 就 (Cantor[ 1952，2.3])。 罗 
素 的 悖 论 在 这 一 成 就 上 投下 了 暂时 的 阴影 ， 因 为 它 用 了 概括 公理 的 实例 ， 从 而 显示 出 来 是 基 
于 类 构造 的 。 康 托 的 理论 具有 内 在 的 不 相 容 性 吗 ? 康 托 自己 已 经 在 [1885，2. 3] 关 于 弗 雷 格 
[1884，2.3] 的 评论 中 把 弗 雷 格 没有 限制 的 概括 公理 描述 为 基于 不 相 容 性 质 的 。 他 表明 他 的 
理论 仅仅 是 用 了 相 容 的 性 质 来 构造 类 。 但 是 ， 他 并 没有 指出 如 何 区 分 相 容 与 不 相 容 的 性 质 。 
这 并 不 使 他 烦心 ， 因 为 他 认为 他 的 工作 和 自然 数 一 样 都 是 基于 数学 直觉 的 ， 从 而 也 有 牢固 的 
基础 。 他 关心 的 并 不 是 基于 形式 逻辑 的 公理 集合 论 而 是 基于 直觉 和 构造 的 数学 。 


第 六 节 20 世纪 数学 的 基础 


根据 20 世纪 初 的 有 关 数 学 基础 发 展 的 传统 说 法 ， 罗 素 悖 论 和 其 他 的 悖 论 导 致 了 三 种 不 
同 的 思想 路 线 。 一 种 被 称 为 还 辑 主 义 。 这 是 怀特 海 ( Whitehead, 1861—1947) 和 罗素 [ 1910 一 
1913 ，2. 3] 试 图 解决 弗 雷 格 和 康 托 的 问题 时 创立 的 。 他 们 通过 把 弗 雷 格 的 方法 限制 到 类 型 理 
论 上 ， 将 数学 全 面 归 约 到 逻辑 。 这 在 数学 上 是 个 难以 使 用 的 理论 。 

第 二 种 思想 路 线 被 称 为 形式 主义 。 它 是 由 伟大 的 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert，1862 一 
1943 ) 在 试图 重建 集合 论 的 乐园 时 开创 的 ， 这 个 乐园 是 康 托 给 出 形式 系统 相 容 性 的 “有 穷 证 
明 ” 时 创建 的 ， 他 所 考虑 的 形式 系统 大 到 足够 包括 现代 数学 的 各 个 分 支 如 数论 、 分 析 学 、 集 
合 论 等 。 形 式 主 义 只 是 数学 语法 ， 已 经 远 远 赔 离 了 这 个 术语 原 有 的 意思 。 数 学 的 语句 被 简单 
的 看 作 是 字母 串 。 公 理 都 是 串 ， 推 理 规则 变 成 了 从 串 推导 出 串 的 规则 ， 并 且 它 变 成 了 这 些 类 
似 于 象棋 那样 的 规则 是 否 会 导致 0 =1 之 类 的 矛盾 就 变 成 了 一 个 组 合 问题 。 

第 三 种 路 线 是 直 党 主义 ， 其 创立 者 是 伟大 的 现代 拓扑 学 的 葛 基 者 荷兰 人 布 劳 威 尔 (L. 
E. J. Brouwer, 1881—-1966) (J, Brouwer[ 1975, 2.31), (我 们 在 第 五 章 讨 论 了 直觉 主义 。) 
他 认为 数学 事实 的 根源 是 直觉 。 这 个 康 托 和 庞 加 莱 也 会 同意 ， 但 布 劳 威 尔 还 得 出 结论 : 证 明 
定理 时 如 果断 言 存在 某 物 ， 只 有 给 出 了 它 的 明确 的 构造 ， 这 个 证 明 才 是 有 意义 的 证 明 。 对 他 
而 言 ， 证 明 就 是 这 些 构造 而 定理 仅仅 表达 了 它们 的 结果 。 所 以 证 明 中 的 步骤 就 是 构造 的 规 
则 。 他 强调 构造 是 数学 的 基本 组 成 部 分 ， 从 这 个 角度 看 他 的 观点 是 计算 机 科学 的 先驱 ， 尽 管 
这 并 不 是 他 的 意向 。 他 不 赞成 像 希 尔 伯 特 那 样 建立 固定 的 形式 系统 。 他 认为 新 的 构造 规则 可 
能 在 任何 时 候 出 现 ， 而 一 个 固定 的 系统 却 会 把 数学 家 限制 在 固定 的 一 些 构造 之 中 。 一 般 来 
讲 ， 类 似 于 康 托 超 穷 序数 的 工作 ， 他 认为 受过 教育 的 人 和 凭 直觉 就 可 以 立刻 辨认 出 数学 原理 的 
正确 性 。 . 

悖 论 对 逻辑 学 和 数学 基础 的 影响 ， 并 没有 像 19 世纪 的 数学 所 考虑 的 连续 那样 得 到 同样 
的 重视 。 希 尔 伯 特 在 他 著作 的 [1899 和 1950，2.3]《 几 和 何 基础 》 中 ， 第 一 个 给 出 了 欧 氏 几何 
的 完备 公理 集 。 他 彻底 地 检查 了 这 些 公理 的 相 容 性 和 独立 性 。 书 中 提出 了 一 种 证 明 的 框架 : 
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即 寻 找 足 够 多 的 公理 来 作为 一 个 学 科 的 基础 ， 然 后 证 明 它 们 的 相 容 性 ， 他 后 来 提议 证 明 关于 
数论 、 分 析 学 和 集合 论 的 相 容 性 就 是 这 个 工作 的 一 个 自然 推广 。 和 希 尔 伯 特 自己 主要 讨论 越 来 
越 复杂 的 系统 相 容 性 的 直接 有 穷 证 明 。 很 多 他 的 追随 者 则 试图 把 像 分 析 那 样 的 复杂 系统 的 相 
容 性 归 约 到 像 数 论 那 样 看 似 比 较 简单 的 系统 中 。 在 这 里 ， 他 们 效仿 了 用 整数 构造 有 理 数 、 
再 用 有 理 数 构 造 实数 的 做 法 。 这 个 计划 因为 哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 [1931，2.3] 而 宣告 
失败 。 

那个 时 候 ， 证 明 相 容 性 的 典型 模式 是 用 欧 氏 几何 解释 非 欧 几何 的 公理 ， 把 非 欧 几 何 的 相 
容 性 妇 约 到 欧 氏 几何 的 相 容 性 。 通 过 把 欧 氏 几何 解释 成 分 析 ， 希 尔 伯 特 自己 给 出 了 欧 氏 几何 
相 容 性 的 证 明 。 然 后 他 希望 通过 把 分 析 解 释 到 有 穷 算术 系统 中 来 证 明 分 析 的 相 容 性 ， 这 样 它 
的 相 容 性 在 有 穷 系统 中 是 可 证 的 。 而 有 穷 系统 自身 的 相 容 性 能 够 由 直觉 得 到 。 

对 布 劳 威 尔 来 说 ， 他 指出 他 对 构造 性 方法 的 偏好 是 来 自 于 年 轻 时 的 爱好 ， 而 不 是 因为 对 
悖 论 产 生 的 怀疑 。 他 的 前 辈 19 世纪 代数 学 家 克 罗 内 克 ( Kronecker，1823 一 1891) 就 是 一 个 极 
好 的 例子 ， 因 为 克 罗 内 克 坚 持 认 为 对 于 代数 几何 和 数论 中 的 一 切 给 出 明确 的 算法 。 克 罗 内 克 
最 喜欢 的 格言 是 * 上 帝 创 造 了 整数 ， 其 他 一 切 都 是 人 造 的 "。 克 罗 内 克 的 意思 是 每 一 个 数学 
对 象 都 可 以 用 整数 来 构造 ， 而 整数 是 由 直觉 直接 给 出 的 。 克 罗 内 克 对 当时 的 代数 进行 了 构造 
性 的 处 理 ， 而 布 劳 威 尔 把 他 的 方法 推广 到 了 分 析 和 拓扑 。1967 年 毕 晓 普 ( 卫 ，Bishop， 
1928—1983) ( KL Bishop 和 Bridges[ 1985，4.2]) 把 这 个 构造 性 处 理 推广 到 了 我 们 所 知道 的 现 
代 分 析 学 。 

由 康 托 发 起 的 集合 论 数学 ,在 当时 仍然 有 其 他 强 有 力 发 展 趋势 。 策 梅 洛 (Zermelo， 
1871 一 1953)[1904，2.3] 发 表 了 一 个 关于 每 个 集合 都 可 以 被 良 序 化 的 著名 证 明 : 也 就 是 说 
每 个 非 空 集合 都 可 以 被 排序 ， 从 而 每 个 非 空 子 集 都 有 最 小 元 。 后 者 是 康 托 没有 证 明 而 直接 使 
用 的 一 个 原理 。 策 梅 洛 的 证 明 因 为 两 个 原因 饱 受 批评 。 首 先 ， 策 梅 洛 (非常 有 意识 地 ) 使 用 
了 一 条 本 质 上 是 新 的 集合 论 公 理 ， 即 现在 所 谓 的 选择 公理 : 

选择 公理 : 任意 给 定 一 些 互 不 相交 的 非 空 集合 ， 存 在 另 一 个 集合 ， 它 和 每 一 个 集合 都 恰 
好 有 一 个 公共 元 素 。 

其 次 ， 他 用 了 当时 还 没有 严格 定义 的 康 托 序数 。 后 来 他 又 在 不 假定 康 托 序数 的 条 件 下 给 
出 了 第 二 个 证 明 。 然 后 ， 他 又 重新 回 到 了 集合 论 以 展示 出 其 公理 ， 其 中 之 一 显然 是 先前 所 遗 
漏 的 。 这 就 是 策 梅 洛 的 集合 论 [1908 ，2. 3 ] 。 策 梅 洛 集合 论 是 在 没有 港 在 逻辑 的 形式 化 的 情 
况 下 ， 非 形式 的 集合 构造 公理 的 一 个 集 。 这 些 公理 对 于 构造 大 序数 和 大 基数 是 不 够 的 。 我 们 
前 面 非 形式 地 讨论 过 的 替换 公理 弥补 了 这 一 缺陷 ， 这 个 工作 是 由 弗兰克 尔 ( Fraenkel, 1989— 
1965){1922，2.3] 和 斯 科 朗 (Skolem ，1887 一 1963)f 1922 ，2.3] 完 成 的 。 序 数 、 基 数 以 及 超 
穷 归纳 的 一 个 令 人 满意 的 处 理 最 后 是 由 汉 “' 诺 伊 曼 (van Neumann, 1903—1957 ) [ 1923, 
2.3] 和 [1925，2.3] 补 充 到 Zermelo-Fraenkel 集合 论 中 的 ( 见 van Heijenoort[ 1967, 2.11), 

最 后 ， 策 梅 洛 -弗兰克 尔 - 斯 科 朗 集合 论 成 了 20 世纪 数学 基础 之 争 的 胜利 者 。 我 们 注意 
到 当 最 后 一 个 数学 公理 依 序 出 现 ， 即 替换 公理 、 逻 辑 的 形式 应 用 和 集合 论 的 形式 表示 走 到 了 
一 起 ， 这 是 两 者 在 得 到 数学 基础 的 精确 性 中 都 是 必须 的 一 个 指示 。 这 个 公理 是 说 : 如 果 
2(x，7y) 是 集合 论 中 的 一 个 ( 带 参数 的 ) 公 式 ， 使 得 对 任何 *， 至 多 存在 一 个 y， 有 ols, y), 
那么 对 任意 集合 4， 存 在 一 个 由 所 有 满足 下 面条 件 的 y 构成 的 集合 B: y 与 4 中 的 某 个 元 素 x 
满足 gp(x，y) 。 换 名 话说 ， 这 个 公理 说 的 就 是 在 一 个 由 公式 定义 的 单 值 关系 之 下 ， 集 合 的 像 
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仍然 是 一 个 集合 。 这 里 的 逻辑 公式 p(*，7y) 是 必 不 可 少 的 。 
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OL ZE [B] Bi 26 32 BH, Post[ 1921，2.3] 参 照 怀特 海 和 罗素 的 4 数学 原理 》[ 1910 一 1913 ， 
2.3] 给 出 了 命题 逻辑 形式 可 证 性 的 一 个 定义 并 且 通 过 调整 他 的 证 明 过 程 证 明了 一 些 基本 
的 定理 : 

1. 可 靠 性 (第 一 章 定 理 5.1): 在 所 有 的 真 值 赋值 中 一 个 有 证 明 的 命题 总 是 真 的 。 

2. 完全 性 (第 一 章 定理 5.3): 在 所 有 真 值 赋值 中 都 真 的 命题 有 一 个 证 明 。 

谓词 演算 发 展 到 同样 的 地 步 经 历 了 较 长 的 时 间 。 

在 19 世纪 90 年 代 ， 施 罗 德 已 经 济 清 了 谓词 逻辑 中 解释 或 结构 的 思想 。 一 个 结构 包含 了 
一 个 非 空 集合 ( 即 定义 域 ) 、 一 个 集合 上 的 关系 (对 应 于 语言 中 每 个 关系 符号 ) 和 一 个 集合 上 
的 函数 (对 应 于 语言 中 每 个 函数 符号 ) 。 量 词 的 范围 是 特定 的 域 。( 见 第 二 章 第 四 节 ) 在 一 个 
结构 中 ， 很 自然 地 ， 问 哪些 语句 为 真是 有 意义 的 。 一 个 逻辑 上 永 真 的 语句 是 在 所 有 关系 符号 
的 所 有 解释 的 所 有 定义 域 中 都 为 真 ， 也 就 是 说 对 于 语言 所 有 的 结构 中 都 为 真 。 

Liwenheim[1915，2.3] 用 施 罗 德 的 想法 和 符号 证 明了 : 对 谓词 逻辑 中 的 任何 语句 S， 如 
果 5 在 某 个 定义 域 为 D 的 结构 中 为 真 ， 则 存在 一 个 D 的 可 数 子 集 有 六， 使 得 当 一 个 结构 是 由 
D 上 的 关系 限制 到 D' 上 形成 的 ，5 在 D' 中 也 为 真 。 这 个 结果 说 明了 不 可 数 的 实数 是 不 能 由 
谓词 逻辑 中 一 个 简单 句 来 刻画 的 。Skolem[l 1922，2.3] 简 化 了 这 个 证 明 并 把 定理 从 一 个 语句 
推广 到 了 可 数 多 个 语句 ( 见 第 二 章 的 定理 7.7)。 他 发 现 ， 因为 用 谓词 逻辑 表达 的 集合 论 是 可 
数 的 语句 集合 ， 即 使 集合 论证 明了 存在 不 可 数 的 集合 ， 还 是 存在 一 个 有 可 数 定义 域 的 集合 论 
模型 (也 就 是 语 育 的 一 个 结构 ， 这 个 语言 中 所 有 公理 都 为 真 )。 人 们 称 之 为 斯 科 朗 悖 论 ， 尽 
管 它 不 是 一 个 真正 的 悖 论 ( 见 Skolem[1922，2.3] 和 Kleene[ 1952，3.2]， 关 于 “ 悖 论 ” 的 一 个 
特别 好 的 讨论 见 Fraenkel 和 Bar-Hillel[ 1958 ，3.3] ) 。 

斯 科 朗 注意 到 每 一 个 语句 都 可 满足 等 价 于 一 个 所 谓 的 前 束 语句 ， 即 带 有 所 有 的 量词 的 语 
句 在 一 个 无 量词 公式 的 前 面 ( 见 第 二 章 第 九 节 ) 。( 可 满足 等 价 意 味 着 一 个 语句 有 一 个 模型 当 
且 仅 当 另 一 个 也 有 。 他 和 勤 文海 姆 都 没有 给 出 证 明 规 则 。) 为 了 弄 清 楚 他 们 做 了 什么 工作 ， 
让 我 们 来 看 一 个 形 如 ( Yx) Iyela, YY) 的 前 束 语句 S。 假 定 S 在 定义 域 D 中 为 真 。 因 为 S 
在 D 中 为 真 ， 所 以 对 每 个 x*e DD， 可 选择 一 个 y 满足 g(x，y)。 我 们 称 这 个 元 素 为 yY(x)， 从 
而 就 定义 了 一 个 从 DD 到 DD HRM y, Ox ED 中 任意 一 个 元 素 。 我 们 所 要 的 子 集 及 现在 可 
以 取 作 为 1xo，y(xo) ，y(y(xo) ) ，…}。 这 个 做 法 强调 了 ， 函 数 符号 和 定义 域 中 的 个 体 元 素 
的 名 字 是 有 用 的 。 所 以 ， 在 我 们 的 谓词 逻辑 语言 中 包括 了 一 组 原始 n -元 函数 符号 ，n = 1， 
2，3，…， 一 个 个 体 常 元 符号 (individual constant symbol) 的 集合 ， 这 些 符号 是 D 中 元 素 预 期 
的 名 字 。 然 后 如 第 二 章 第 二 节 那 样 定义 项 的 集合 : 

(i) 所 有 变 元 和 常 元 符号 都 是 项 。 


(二 ) 如 果 f 是 一 个 -元 函数 符号 ， HAY, on, 所 BAR, BAS, os t, RB 
个 项 。 

然后 ， 我 们 把 谓词 逻辑 公式 类 按 如 下 方式 推广 ， 即 对 任何 n -元 关系 符号 R 和 任何 项 
t. cut, SHE R(t ，…，,) 看 作 是 一 个 原子 公式 。 


实际 上 ， 勒 文海 姆 ~ 斯 科 朗 式 ( 如 上 ) 的 构造 把 项 的 集合 变 成 了 结构 。 
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通常 认为 ，G6del[ 1930，2.3] 首 先 证 明了 谓词 逻辑 的 完全 性 (第 二 章 定理 7.8) : 每 一 个 
在 所 有 结构 中 为 真 的 谓词 还 辑 语句 都 有 一 个 谓词 逻辑 证 明 。Henkinf 1949，3.4] 对 这 个 定理 
的 证 明 (也 可 见 Chang 和 Keisler[ 1990，3. 4] ) 现 在 是 模型 论 的 一 个 基本 事实 ， 证 明 中 直接 构 
造 了 一 个 相 容 理 论 的 模型 。 这 一 课题 起 源 于 斯 科 朗 和 勒 文海 姆 的 早期 工作 ， 但 是 它 的 真正 发 
展 却 是 源 于 塔 斯 基 (Tarski) 及 其 学 派 后 来 的 工作 ( 见 参考 文献 第 三 节 四 ) 。 

厄 布朗 ( Herbrand，1908 一 1931)[1930，2.3] 中 包含 了 完全 性 定理 证 明 的 所 有 要 素 。 他 
把 每 个 谓词 逻辑 语句 -9 都 联系 到 命题 逻辑 语句 的 一 个 无 穷 序列 几 ， 并 且 指 出 -gp 是 可 证 的 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 =， 使 得 V. vev y, 是 一 个 重 言 式 。 因 此 ， 如 果 -9 是 不 可 证 的 ， 那 么 对 
FA n 存在 一 个 命题 逻辑 赋值 ， 使 得 -多 se^ Su, 为 真 。 他 也 说 明了 怎样 从 所 有 的 这 些 合 
取 式 的 一 个 模型 得 到 -9 的 一 个 模型 ， 从 而 证 明了 完全 性 定理 。 厄 布朗 不 愿意 用 非 构造 性 的 
方法 ， 从 每 个 有 穷 合 取 的 真 值 赋 值 生成 能 够 满足 这 些 合 取 式 的 单个 结构 和 赋值 ， 从 而 使 
为 假 。 龙 布朗 知道 这 人 么 做 会 有 多 人 么 的 “容易 "”。 然 而 ， 他 把 这 些 概 念 和 做 法 视 为 不 能 容许 的 
元 数学 。 

让 我 们 用 自己 的 观点 以 一 个 特殊 例子 来 简要 地 描述 一 下 厄 布 朗 的 构造 方法 ; A Vx yel, y) 
的 不 可 证 性 (从 而 有 Vx3yp(x, 7) 的 可 满足 性 )。( 第 二 章 第 十 节 有 更 多 的 细节 和 某 种 意义 
上 更 一 般 的 情形 。) 厄 布朗 使 用 了 基本 项 (没有 变 元 的 项 ) 来 构造 所 需要 的 命题 序列 。 我 们 也 
用 它们 作为 所 需 模型 的 定义 域 。 这 些 项 的 集合 现在 被 称 为 厄 布 朗 域 。 

在 斯 科 朗 - 勒 文 海 姆 定理 的 讨论 中 ， 我 们 接着 使 用 上 面 引 入 的 符号 。 引 入 一 个 常 元 来 
表示 D 的 元 素 x。， 并 用 函数 符号 /来 表示 扩充 语言 中 的 y(x)。 那 么 ， 上 面 描述 的 模型 也 可 


以 表示 为 由 基本 项 的 集合 ic,，f(c)，f(f(c))，…| 构 成 的 厄 布朗 域 。 在 gp 中 出 现 的 n -元 关 
RAS R 就 可 以 表示 所 有 的 基本 项 n -元 组 (i, ，…， 1, ) 的 集合 ， 使 得 RO, ，…， 4,) 在 上 面 
描述 的 结构 D 中 为 真 。 因 此 ， 视 每 一 个 原子 句 R(t, ，…，i,) 为 一 个 命题 字母 ， 我 们 就 得 到 
命题 逻辑 的 一 个 真 值 赋值 ， 满 足 R(i, ，… ，:, ) 在 初始 结构 中 为 真 就 指定 真 值 ， 否 则 为 假 。 


这 暗示 着 我 们 ( 从 建立 一 个 Vx 3yp(x，7) 的 模型 ) 着 手 的 谓词 逻辑 问题 可 以 由 一 个 命题 
逻辑 问题 代替 ， 它 是 关于 厄 布朗 域 中 原子 命题 的 真 值 赋值 的 。 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 使 得 
(VYx)(37)2(x*，7) 为 真 的 结构 ， 当 且 仅 当 存在 一 个 如 下 没有 量词 的 语句 的 (无 穷 ) 集合 的 命 
题 真 值 赋值 : 


yi eCe,fCe)) 
Wr: p (fle) SC) )) 
Js: eGGQG)) UGG») 


使 得 所 有 这 些 命题 逻辑 语句 同时 为 真 。 命 题 逻辑 的 紧 致 性 定理 (第 一 章 的 定理 6.13) 说 : 在 
在 一 个 真 值 赋值 》， 使 得 命题 逻辑 语句 的 一 个 无 穷 序列 |y,| 同时 为 真 ， 当 且 仅 当 对 每 个 n, 
存在 一 个 真 赋值 》.， 使 得 yy ，…，y, 同时 为 真 。 根 据 这 个 定理 ， 存 在 一 个 带 ( Vx)( dyol, 
7) 的 结构 ， 或 等 价 地 ( Vx)e(x, f(x) ) 为 真 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 n， 存 在 一 个 命题 逻辑 赋值 ， 
使 得 V, vo^ v, 为 真 。 这 是 厄 布朗 定理 的 语义 版 本 。 

尼 布 朗 不 愿意 使 用 非 构造 性 的 方法 ， 因 此 没有 证 明 完 全 性 定理 : 因为 -ep 的 不 可 证 明 性 
蕴涵 了 存在 9 的 一 个 模型 ， 所 以 存在 一 个 证 明 程序 ， 它 产生 的 所 有 语句 在 任何 结构 中 都 是 
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永 真 的 。 然 而 ， 正 是 他 对 构造 性 方法 的 坚持 ， 才 使 得 他 的 工作 那么 重要 。 正 是 厄 布朗 而 不 是 
哥 德 尔 的 方法 ， 特 别 是 他 的 把 谓词 逻辑 中 的 可 证 明 性 归 约 到 命题 逻辑 ， 激 发 了 经 典 逻 辑 自 动 
化 的 研究 并 为 之 奠定 了 最 初 的 基础 ; 这 个 自动 化 促进 了 PROLOG 、 专 家 系统 和 智能 数据 库 等 
方面 的 发 展 。 


第 八 节 ”推理 和 计算 


希 尔 伯 特 是 形式 化 公理 方法 的 倡导 者 。 他 第 一 个 给 出 了 欧 几 里 得 几何 学 公理 的 完备 集 并 
且 促进 了 一 个 很 多 数学 分 支 的 抽象 观点 。 在 20 世纪 20 年 代 ， 他 对 于 数学 的 逻辑 就 采取 这 样 
的 观点 。 他 开始 研究 形式 系统 ， 每 一 个 都 由 一 些 公理 及 推理 规则 所 定义 ， 并 开创 了 一 门 新 的 
数学 分 支 : 元 数学 ( 见 克 林 (Kleene，1909 一 1994) [1952，3.2] ) 。 特 别 地 ， 他 提出 了 一 个 计 
Xj: 给 诸如 怀特 海 和 罗素 的 形式 系统 或 者 策 梅 洛 -弗兰克 尔 集合 论 的 相 容 性 找到 一 个 数学 证 
明 ， 也 就 是 说 不 可 能 推导 出 0=1。 

希 尔 伯 特 希 望 以 这 样 的 方式 来 分 析 这 些 系 统 中 的 证 明 ， 即 能 够 给 出 一 个 有 穷 证 明 ( 即 足 
够 基本 从 而 能 够 被 普遍 地 接受 ) 而 不 引起 任何 矛盾 。 他 那个 学 派 后 来 的 追随 者 们 的 一 种 典型 
的 研究 方法 是 : 对 每 个 形式 系统 ， 找 到 一 个 性 质 P， 满 足 

(i)P 满足 所 有 的 公理 。 

(i) 只 要 P 满足 某 个 推理 规则 的 前 提 条 件 ， 它 就 满足 相应 的 结论 。 

(十 )P 不 满足 0=1。 

他 们 期 望 在 形式 系统 中 通过 对 证 明 长 度 的 归纳 ， 使 这 样 的 证 明 能 够 进行 下 去 。 而 且 ， 
(i) ~ (二 ) 的 证 明 必 须 是 “有 穷 的 ”。 

在 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 (Ackermann ) 合 著 的 逻辑 学 教科 书 中 ( Hilbert 和 Ackermann[ 1928, 
2.3])， 选 择 了 谓词 肥 辑 作为 研究 对 象 并 且 在 相 容 性 的 证 明 中 明确 强调 了 这 一 观点 。 他 的 学 
生 和 追随 者 们 给 出 了 一 些 简 单 的 形式 系统 相 容 性 的 证 明 。 这 个 计划 导致 了 一 门 新 的 现代 学 
科 : 证 明 论 ( 见 参考 文献 第 3 PH). 

希 尔 伯 特 计划 的 目标 是 令 人 信服 地 证 明 我 们 所 知道 的 形式 数学 是 相 容 的 ， 从 而 把 我 们 从 
像 罗素 悖 论 之 类 的 困境 中 解救 出 来 。 这 个 目标 在 哥 德 尔 发 现 他 的 不 完全 性 定理 [1931，2. 3 ] 
之 后 很 大 程度 上 被 放弃 了 。 在 不 完全 性 定理 的 证 明之 后 ， 希 尔 伯 特 仍然 认为 对 他 的 有 穷 证 明 
的 概念 进行 加 工 可 以 解决 其 存在 的 问题 ( 见 Hilbert 和 Bernays[ 1934 和 1939，2.3])。 然 而 ， 
有 一 种 形式 的 哥 德 尔 定理 表明 ， 对 于 足够 “丰富 ”的 数学 理论 ， 比 如 集合 论 或 数论 ， 除 非 它 
们 自己 是 不 相 容 的 ， 否 则 它们 不 包含 能 证 明 自 身 相 容 性 的 方法 。 因 为 这 些 系 统 通 常 能 使 我 们 
形式 化 所 有 已 知 可 信和 的 基本 论证 ， 我 们 不 可 能 给 这 样 丰富 的 系统 找到 其 相 容 性 的 证 明 ， 除 非 
使 用 确实 更 加 强大 的 系统 。 这 已 经 成 为 最 近 60 年 证 明 论 的 趋势 。 

如 今 依照 惯例 ,假设 一 个 理论 是 “足够 丰富 ”的 ， 是 说 这 个 理论 的 演绎 能 力 强大 到 可 以 
模拟 任何 算法 的 计算 步骤 。 正 是 “算法 可 计算 ”这 一 数学 定义 的 形式 化 ， 标 志 了 现在 称 为 递 
归 论 或 可 计算 性 理论 这 一 逻辑 学 分 支 的 建立 。 我 们 必须 提 到 哥 德 尔 、 厄 布朗 、 丘 奇 ( Church， 
1903—1995). ÆR (Turing, 1912—1954) 、 克 林 、 波 斯 特 (1897 一 1954 ) 和 马 可 夫 ( Markov, 
. 1903—1979) 的 名 字 ， 他 们 是 这 个 学 科 的 葛 基 人 。 早 期 重要 的 文章 收集 在 Davis[ 1965, 2.1] 
中 。 递 归 函 数 ( 即 那些 用 算法 能 行 可 计算 的 函数 ) 的 普遍 被 接受 的 形式 定义 第 一 次 提出 那些 
寻求 算法 的 经 典 问题 可 能 存在 否定 的 答案 。 第 一 个 这 样 的 问题 来 自 于 可 计算 性 理论 自身 ， 即 
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停机 问题 : 不 存在 一 种 算法 判定 一 台 给 定 计 算 机 器 对 于 给 定 输入 的 计算 是 否 会 停止 (第 三 章 
的 定理 8.8) 。 在 这 第 一 个 例子 之 后 ， 很 多 来 自 于 数学 和 计算 机 等 各 种 领域 的 问题 被 证 明 是 
没有 算法 可 解 的 。 丢 番 图 方程 也 许 是 最 古老 的 一 个 ， 它 在 希 尔 伯 特 1900 年 列 出 的 那些 基本 
问题 中 以 希 尔 伯 特 第 十 问题 而 闻名 : 找到 一 种 算法 来 判定 一 个 整 系数 的 多 项 式 方程 (有 多 个 
AE JU) 是 否 有 整数 解 ( 见 Browder[1976, 1.2], 第 1~34 页 )。 建 立 在 普 特 南 ( Putnam, 
1931 一 ) 、 戴 维 斯 (Davis，1928 一 ) fü S 3x sib (Julia Robinson, 1919—1985) 的 基本 工作 之 上 ， 
马 蒂 亚 塞 维 奇 ( Matijacevig，1949 一 ) 最 后 完成 了 关于 这 个 问题 不 可 解 的 证 明 的 最 后 步 又: 不 
存在 这 样 的 算法 ( 见 Davis，Matijacevig 和 Robinson[ 1976, 3.6]), 。 这 类 证 明 典 型 地 把 所 考虑 
的 问题 (如 竺 番 图 方程 的 解 ) 归 约 到 了 停机 问题 的 不 可 解 性 上 。 确 实 ， 从 我 们 现在 的 观点 来 
看 ， 用 演绎 模拟 某 个 算法 是 谓词 逻辑 中 不 完全 性 和 不 可 判定 性 定理 (第 三 章 的 推论 8. 10 ) 证 
明 的 核心 。 

我 们 来 考虑 这 人 么 一 个 例子 : 在 一 阶 算术 中 通过 演绎 模拟 算法 ， 在 哥 德 尔 看 来 是 原始 递归 
函数 的 可 表示 性 [1931，2.3]， 而 Kleene[1936，3.6] 推 广 到 所 有 的 递归 函数 。 这 个 版 本 的 
BARES PAS Fe ie eB. 常 元 符号 0、 后 继 函 数 *、 二 元 函数 加 法 + WHR 
法 ， 以 及 二 元 关系 相等 = 。 它 包括 + 和， 通常 的 归纳 定义 : 

O-x-2x x+s(y) = s(x * y) 
x*020 x-s(y) = 和 yy 十 多 
还 有 一 个 公理 : s(x) =s(7) 列 涵 了 * =y， 通 常 的 等 词 公理 ( 见 第 三 章 第 五 节 ) 和 归纳 公理 ， 
即 对 每 个 公式 (a) Te(x, vv, cc. v), WA 
((e(0) A (CV x3)o(x) > e((0))) 一 (Yx)o(xz)) 

BE n 是 对 应 于 整数 的 (数字 ) 项 。 即 1 是 ;5(0), 2 是 s(s(0) ) 等 等 。 哥 德尔 和 克 林 证 明 
的 是 : 对 任何 递归 函数 /存在 这 种 语言 的 一 个 公式 olx, y), 满足 f(m) =n， 当 且 仅 当 存 
在 从 这 个 理论 的 公理 开始 的 om, n) 的 一 个 证 明 。 这 个 定理 是 说 一 阶 算术 的 演绎 设备 ， 即 
用 软件 实现 的 演绎 机 ， 可 以 通过 推理 p(m，n) 来 计算 f。 在 第 三 章 的 第 八 节 中 对 不 可 判定 性 
进行 了 类 似 的 研究 。 这 个 并 不 是 高 效 的 计算 方式 ,但 它 确实 表明 把 演绎 等 同 于 计算 在 20 tt 
纪 的 逻辑 学 里 并 不 是 一 个 新 鲜 的 主题 。 在 计算 机 科学 中 ， 大 量 当 代 的 逻辑 处 理 各 种 这 样 的 情 
JE: 其 中 一 个 演绎 就 是 一 个 程序 而 一 个 程序 也 就 是 一 个 演绎 ， 在 直觉 主义 逻辑 中 尤其 如 此 ， 
并 把 这 种 原理 称 为 Curry-Howard [85 (W Girard[ 1989, 3.5]). 

在 过 去 的 玫 十 年 中 ， 递 归 论 远 远 走 出 了 这 样 简单 的 问题 ， 即 直接 算法 可 判定 性 ， 来 发 展 
计算 的 通用 理论 、 能 行 可 定义 性 和 计算 的 相对 复杂 性 的 一 整套 理论 。 我 们 建议 读者 阅读 参考 
文献 第 三 节 六 列 出 的 一 些 基 础 教材 。 


Be FHA 1 4064e PROLOG 的 现状 


自从 数字 化 计算 机 在 20 世纪 50 年 代 晚 期 间 世 以 来 ， 戴 维 斯 和 普 特 南 [1960，5.7] 以 及 
很 多 其 他 研究 者 试图 实现 谓词 逻辑 中 的 自动 化 定理 证 明 。( 自 1960 年 以 来 ， 所 有 有 关 的 文章 
都 收录 在 Siekmann 和 Wrightson[ 1983，2. 1] 中 。) 他 们 的 结果 被 他 们 的 证 明 方法 和 计算 机 的 
性 能 (还 比 不 上 现在 最 小 的 个 人 电脑 的 功能 ) 所 限制 。 在 他 们 工作 的 启发 下 ，J. A. Robinson 
(1930 一 ) 于 1963 年 给 出 了 厄 布朗 定理 的 一 个 不 同 的 实现 方法 (同样 见 Siekmann 和 Wrightson 
[1983，2.1])。 在 [1965，5.7] 中 ,和 鲁 宾 逊 引入 了 消解 方法 (第 一 章 第 八 节 ) 作 为 命题 演算 的 
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独立 的 逻辑 证 明 方法 。 其 中 包括 一 个 最 初出 现在 Herbrand[ 1930，2. 3] 中 的 算法 ， 现 在 称 为 
合 一 算法 (第 二 章 算法 12.3) 。 在 考虑 谓词 逻辑 的 机 器 证 明 的 时 候 ， 和 鲁 宾 逊 的 方法 削减 了 相 
当 数 量 的 情形 ， 用 马丁 . 戴 维 斯 ( Martin Davis) 的 话 来 说 就 是 “客观 地 说 是 改革 了 这 一 学 科 ” 
(Davis[1983, 5.7], 第 19 页 )。 

20 世纪 60 年 代 的 这 些 早期 的 工作 产生 了 一 些 有 趣 的 可 机 器 实现 的 演绎 方法 (第 二 章 第 
十 三 节 ), 但 是 由 于 它们 的 速度 太 慢 ， 除 了 用 于 研究 之 外 ， 没 有 什么 用 处 。 在 20 世纪 70 年 
代 早 期 ，Kowalski[ 1974，5.4] 建 立 于 考 尔 麦 劳 厄 (Colmerauer) 和 其 他 人 [1974，5.4] 关 于 规 
划 系 统 方面 的 工作 ， 提 出 了 仅 对 叫做 “Horn 子 句 ” 的 特殊 公式 的 演绎 进行 机 械 化 的 想法 。 
Horn 子 名 (第 一 章 的 第 十 节 和 第 二 章 的 第 五 节 ) 都 形 如 R A AR,OT, EPR, co, RA 
7 都 是 原子 语句 。 众 所 周知 ，Horn 子 句 的 演绎 可 以 计算 所 有 的 递归 函数 。 这 是 Kreisel 和 Tait 
[1961，3.6] 和 Smullyan[ 1961，3.6] 的 基础 。 然 而 ， 即 使 是 谓词 逻辑 的 这 么 一 个 小 片段 在 
实际 操作 中 仍然 太 慢 。 现 在 的 发 展 结果 是 PROLOG ， 一 种 计算 机 语言 ， 它 把 Hom 子 句 的 证 
明 方 法 限制 在 一 类 很 特殊 的 演绎 ， 即 SLD - 树 上 (第 三 章 第 一 节 和 第 二 节 ) 。 尽 管 这 一 演绎 方 
法 的 标准 实现 足以 计算 所 有 的 递归 函数 (第 三 章 推论 8.7) ， 但 它们 仍然 是 逻辑 不 完全 的 ( 见 
第 二 章 第 二 节 ) 。 


第 十 节 ”对 未 来 的 展望 


自从 微 积分 的 代数 和 符号 算法 发 展 起 来 以 后 ， 它 已 经 成 为 了 一 种 普遍 使 用 的 工具 。 随 着 
高 性 能 计算 的 出 现 ， 它 现在 要 解决 的 问题 在 规模 和 难度 上 都 是 一 百年 前 难以 想象 的 。 在 实践 
和 应 用 越 来 越 多 地 使 用 高 性 能 计算 的 同时 ， 我 们 看 到 自动 化 推理 将 来 有 着 类 似 的 发 展 前 景 。 
现在 已 经 出 现 了 诸如 Constable 的 NUPRL[1986, 5.6], Huet 和 Coquand 的 CONSTRUCTIONS 
( 见 Huet and Plotkin[1991，5.7] ) 等 “数学 助手 ” ， 它 们 能 够 明白 引 理 、 证 明 、 战 术 和 策略 。 
我 们 希望 ， 自 动 化 推理 可 以 像 微 积 分 那样 ， 有 着 许多 不 同 的 应 用 。 这 不 过 是 莱 布 尼 芯 梦想 的 
一 个 现代 推广 。 


进一步 阅读 建议 

关于 数学 史 ，Stillwell[ 1989，1.2] ，Boyer[ 1989，1.2] 和 Edwardsf 1979，1.2] 都 有 很 好 
的 介绍 Kitcher[ 1983, ，1. 2] 是 一 本 非常 有 趣 的 关于 数学 本 质 的 哲学 论述 ，( 第 十 章 ) 还 包含 
了 一 个 简短 的 关于 分 析 学 发 展 的 研究 ， 作 为 当时 哲学 力量 的 一 个 实例 。 关 于 现代 数学 的 历史 
和 哲学 方面 的 各 种 话题 ， 有 一 本 很 好 的 合集 是 Aspray 和 Kitcher[ 1988, 1.2], 

对 于 早期 的 逻辑 而 言 ，Kneale 和 Kneale[ 1975, 2. 1] 是 很 好 的 参考 资料 。 对 20 tbe rpg 
辑 ， 首 先 要 参考 van Heijenoort[ 1967，2. 1] 。 在 没有 更 多 背景 的 情况 下 ， 读 一 读 1900 年 以 前 
的 参考 书 如 布尔 、 亚 里 士 多 德 、 莱 布 尼 芯 或 罗素 的 著作 会 有 益处 。 直 到 科恩 (Cohen) 的 工作 
以 前 关于 集合 论 历史 的 一 本 精彩 而 范围 又 相当 广泛 的 评论 是 Kanamori[ 1996, 2.2], 

这 里 是 逻辑 方面 一 些 基本 的 现代 论文 。 它 们 是 由 van Heijenoort[ 1967, 2.1] 中 那些 一 流 
的 专家 翻译 和 介绍 的 。 在 读 完 前 两 章 或 者 浏览 了 本 章 之 后 ， 这 些 文章 就 能 够 为 学 生 们 所 阅 
读 了 : 

Fraenkel, A. A. , “The notion ' definite' and the independence of the axiom of choice" 


[1922]. 
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Frege, G. , “Begriffsschrift, a formula language, modeled upon that of arithmetic, for pure 
thought" [ 1879 ] . 

Gödel, K. , “The completeness of the axioms of the functional calculus of logic" [ 1930]. 

Gödel, K. , “On formally undecidable propositions of Principia Mathematica" [ 1931 ]. 

Herbrand, J. , Investigations in Proof Theory, University of Paris[ 1930]. 

Lówenheim, L. , “On possibilities in the calculus of relatives" [ 1915]. 

Peano, C. , “The principles of arithmetic, presented by a new method” [ 1889]. 

Skolem, T. , ^ Logico-Combinatorial investigations in the satisfiability or provability of 
mathematical propositions” [ 1920]. 

von Neumann, J. , “An axiomatization of set theory" [ 1925 ] . 

Post, E. , L. , “Introduction to a general theory of elementary propositions" [ 1921 ]. 

Zermelo, E. , “Proof, that every set can be well-ordered” [ 1904]. 

Zermelo, E. , "Investigations in the foundations of set theory 1" [1908]. 

这 里 是 一 些 收集 在 Siekmann 和 Wrightson [1983 ，2. 1 1] 中 关于 逻辑 自动 化 的 文章 。 同 样 
在 读 完 前 两 章 或 者 浏览 了 本 章 之 后 ， 这 些 文章 就 能 够 为 学 生 们 所 阅读 了 : 

Davis, M. , “The prehistory and early history of automated deduction” [ 1983]. 

Davis, M. , “A computer program for Pressburger’s algorithm" [ 1957 ]. 

Davis, M. , and Putnam, H. , “A computing procedure for quantification theory” [ 1960 ]. 

Davis, M. , “Eliminating the irrelevant from mechanical proofs" [ 1963 ]. 

Gelernter, H. , “Realization of a geometry-theorem proving machine" [ 1959]. 

Gilmore, P. C. , “A proof method for quantification theory; its justification and realization” 
[1960]. 

Robinson, J. A. , “Theorem-proving on the computer" [ 1963]. 

Robinson, J. A. , ^A machine-oriented logic based on the resolution principle" [ 1965 ] . 

Wang, H. , “Proving theorems by pattern recognition I" [ 1960]. 

Wos, L. , Robinson, G. A. and Carson, D. F. , “Efficiency and completeness of the set of 
support strategy in theorem proving" [ 1965 ]. 


另外 一 个 相关 文章 的 很 好 来 源 是 Bledsoe 和 Loveland[ 1984, 5.1]. 


附录 B ”一 个 家 谱 数据 库 


下 面 给 出 形 如 “fatherof(a，b) ”的 列表 是 从 旧 约 -历代 记 ( 希 伯 来 圣经 的 最 后 一 本 ) 的 前 面 
几 章 中 摘出 的 家 谱 信息 。 我 们 在 许多 程序 设计 问题 和 项 目 中 用 到 它们 ， 包 括 第 二 章 的 第 五 节 
习题 7 ~8 和 第 三 章 的 第 二 节 习 题 12 ~ 14。 提 醒 : 当 在 使 用 这 些 数 据 运行 语义 校正 的 程序 
时 ， 会 出 现 许多 不 可 预料 的 结果 。 第 三 章 的 第 二 节 习 题 14 列 出 了 其 中 一 些 可 能 发 生 的 问题 
的 根源 。 这 些 问题 往往 是 现实 生活 中 所 特有 的 。 解 决 这 些 问 题 是 有 趣 而 且 有 意义 的 练习 。 





fatherof(adam,seth). 
fatherof(seth,enosh). 
fatherof(enosh,kenan). 
fatherof(kenan,mahalalel). 
fatherof(mahalalel,jared). 
fatherof(jared,enoch). 
fatherof(enoch,methuselah). 
fatherof(methuselah lamech). 
fatherof(lamech,noah). 
fatherof(noah,shem). 
fatherof(noah,ham). 
fatherof(noah,japheth). 
fatherof(japheth,gomer). 
fatherof(japheth,magog). 
fatherof(japheth,madai). 
fatherof(japheth,javan). 
fatherof(japheth,tubal). 
fatherof(japheth,meshech). 
fatherof(japheth, tiras). 
fatherof(gomer,ashkenaz). 
fatherof(gomer,diphath). 
fatherof(gomer,togarmah). 
fatherof(javan,elishah). 
fatherof(javan,tarshish). 
fatherof(javan,kittim). 
fatherof(shelah,eber). 
fatherof(eber,peleg). 
fatherof(eber,joktan). 
fatherof(joktan,almodad). 
fatherof(joktan,shelelph). 


fatherof(joktan,hazarmaveth). 


fatherof(joktan,jerah). 
fatherof(joktan,hadoram). 
fatherof(joktan,uzal). 
fatherof(joktan,diklah). 
fatherof(joktan,ebal). 
fatherof(joktan,abimael). 
fatherof(joktan,sheba). 
fatherof(joktan,ophir). 
fatherof(joktan,havilah). 
fatherof(joktan,jobab). 


fatherof(javan,rodanim). 
fatherof(ham,cush). 
fatherof(ham,mizraim). 
fatherof(ham,put). 
fatherof(ham,canaan). 
fatherof(cush,seba). 
fatherof(cush,havilah). 
fatherof(cush,sabta). 
fatherof(cush,raama). 
fatherof(cush,sabteca). 
fatherof(raamah,sheba). 
fatherof(raamah,dedan). 
fatherof(cush,nimrod). 
fatherof(canaan,sidon). 
fatherof(canaan,heth). 
fatherof(shem,elam). 
fatherof(shem,asshur). 
fatherof(shem,arpachshad). 
fatherof(shem,lud). 
fatherof(shem,aram). 
fatherof(shem,uz). 
fatherof(shem,hul). 
fatherof(shem,gether). 
fatherof(shem,meshech). 
fatherof(arpachshad,shelah). 
fatherof(midian,ephah). 
fatherof(midian,epher). 
fatherof(midian,enoch). 
fatherof(midian,abida). 
fatherof(midian,eldaah). 
fatherof(abraham,isaac). 
fatherof(isaac,esau). 
fatherof(isaac israel). 
fatherof(esau,eliphaz). 
fatherof(esau, reuel). 
fatherof(esau,jeush). 
fatherof(esau jalam). 
fatherof(esau,korah). 
fatherof(eliphaz,teman). 
fatherof(eliphaz,omar). 
fatherof(eliphaz,zephi). 
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‘ fatherof(shem,arpachshad). 


fatherof(arpachshad,shelah). 


fatherof(shelah,eber). 
fatherof(eber,peleg). 
fatherof(peleg reu). 
fatherof(reu,serug). 
fatherof(serug,nahor). 
fatherof(nahor,terah). 
fatherof(terah,abraham). 
fatherof(abraham,isaac). 
fatherof(abraham,ishmael). 
fatherof(ishmael,nebaioth). 
fatherof(ishmael,kedar). 
fatherof(ishmael,abdeel). 
fatherof(ishmael,mibsam). 
fatherof(ishmael,mishma). 
fatherof(ishmael,dumah). 
fatherof(ishmael, massa). 
fatherof(ishmael,hadad). 
fatherof(ishmael,tema). 
fatherof(ishmael,jetur). 
fatherof(ishmael,naphish). 
fatherof(ishmael,kedmah). 
fatherof(abraham,zimran). 
fatherof(abraham,jokshan). 
fatherof(abraham,medan). 
fatherof(abraham,midian). 
fatherof(abraham,ishbak). 
fatherof(abraham,shuah). 
fatherof(jokshan,sheba). 
fatherof(jokshan,dedan). 
fatherof(ezer, jaakan ). 
fatherof(dishan,uz). 
fatherof(dishan,aran). 
fatherof(israel,reuben). 
fatherof(israel,simeon). 
fatherof(israel,levi). 
fatherof(israel,judah). 
fatherof(israel,isachar). 
fatherof(israel,zebulun). 
fatherof(israel,dan). 
fatherof(israel, joseph). 
fatherof(israel, benjamin). 
fatherof(israel,naphtali). 
fatherof(israel,gad). 
fatherof(israel,asher). 
fatherof(judah,er). 
fatherof(judah,onan). 
fatherof(judah,shelah). 
fatherof(judah, perez). 
fatherof(judah,zerah). 
fatherof(perez,hezron). 
fatherof(perez,hamul). 
fatherof(zerah,nri). 


fatherof(eliphaz,gatam). 
fatherof(eliphaz,kenaz). 
fatherof(eliphaz,timna). 
fatherof(eliphaz,amalek). 
fatherof(reuel,nahath). 
fatherof(reuel,zerah). 
fatherof(reuel,shammah). 
fatherof(reuel, mizzah). 
fatherof(seir,lotan). 
fatherof(seir,shobal). 
fatherof(seir,zibeon). 
fatherof(seir,anah). 
fatherof(seir,dishon). 
fatherof(sier,ezer). 
fatherof(seir,dishan). 
fatherof(lotan, hori). 
fatherof(lotan,homam). 
fatherof(shobal,alian). 
fatherof(shobal,manahath). 
fatherof(shobal,ebal). 
fatherof(shobal,shephi). 
fatherof(shobal,onam). 
fatherof(zibeon,aiah). 
fatherof(zibeon,anah). 
fatherof(anah,dishon). 
fatherof(dishon,hamran). 
fatherof(dishon,eshban). 
fatherof(dishon,ithran). 
fatherof(dishon,chran). 
fatherof(ezer,bilhan). 
fatherof(ezer,zaavan). 
fatherof(caleb, jesher). 
fatherof(caleb,shobab). 
fatherof(caleb,ardon). 
fatherof(caleb, hur). 
fatherof(hur,uri). 
fatherof(uri,bezalel). 
fatherof(hezon,segub). 
fatherof(segub,jair). 
fatherof(machir,gilead). 
fatherof(hezron,ashhur). 
fatherof(ashhur,tekoa). 
fatherof(jerahmeel,ram). 
fatherof(jerahmeel,bunah). 
fatherof(jerahmeel,oren). 
fatherof(jerahmeel,ozem). 
fatherof(jerahmeel,ahijah). 
fatherof(jerahmeel,onam). 
fatherof(ram,maaz). 
fatherof(ram,jamin). 
fatherof(ram,eker). 
fatherof(onam,shammai). 
fatherof(onam,jada). 
fatherof(shammai,nadab). 
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fatherof(zerah,ethan). 
fatherof(zerah,heman). 
fatherof(zerah,calcol). 
fatherof(zerah,dara). 
fatherof(nni,achar). 
fatherof(ethan,azariah). 
fatherof(hezron,jerahmeel). 
fatherof(hezron,ram). 
fatherof(hezron,chelubai). 
fatherof(ram,amminadab). 


fatherof(anninadab,nahshon). 


fatherof(nahshon,salma). 
fatherof(salma,boaz). 
fatherof(boaz,obed). 
fatherof(obed,jesse). 
fatherof(jesse,eliab). 
fatherof(jesse,abinadab). 
fatherof(jesse,shimea). 
fatherof(jesse,nethanel). 
fat herof(jesse,raddai). 
fatherof(jesse,ozem). 
fatherof(jesse,david). 
fatherof(jether,amasa). 
fatherof(hezon,caleb). 
fatherof(jekamiah,elishama). 
fatherof(caleb,meshah). 
fatherof(mareshah,hebron). 
fatherof(meshah,ziph). 
fatherof(hebron,korah). 
fatherof(hebron,tappuah). 
fatherof(hebron,rekem). 
fatherof(hebron,shema). 
fatherof(shema,raham). 
fatherof(raham,jorkeam). 
fatherof(rekem,shammai). 
fatherof(shammai,maon). 
fatherof(maon,bethzur). 
fatherof(caleb,haran). 
fatherof(caleb,moza). 
fatherof(caleb,gazez). 
fatherof(haran,gazez). 
fatherof(jahdai, regem). 
fatherof(jahdai,geshan). 
fatherof(jahdai,pelet). 
fatherof(jahdai,ephah). 
fatherof(jahdai,shaaph). 
fatherof(caleb,sheber). 
fatherof(caleb,tirhanah). 
fatherof(caleb,shaaph). 


fatherof(shaaph,madmannah). 


fatherof(shammai,abishur). 
fatherof(abishur,ahban). 
fatherof(abishur,molid). 
fatherof(nadab,seled). 
fatherof(nadab,appaim). 
fatherof(appaim,ishi). 
fatherof(ishi,sheshan). 
fatherof(sheshani,ahlai). 
fatherof(jada,jether). 
fatherof(jada,jonathan). 
fatherof(jonathan, peleth). 
fatherof(jonathan,zaza). 
fatherof(jarha,attai). 
fatherof(attai,nathan). 
fatherof(nathan,zabad). 
fatherof(zabad,ephlal). 
fatherof(ephlal,obed). 
fatherof(obed,jehu). 
fatherof(jehu,azariah). 
fatherof(azariah,helez). 
fatherof(helez,eleasah). 
fatherof(eleasah,sisamai). 
fatherof(sisamai,shallum). 
fatherof(shallum,jekamiah). 
fatherof(david,elishama). 
fatherof(david,eliphelet). 
fatherof(david,nogah). 
fatherof(david,nepheg). 
fatherof(david,japhia). 
fatherof(david,elishama). 
fatherof(david,eliada). 
fatherof(david,eliphelet). 
fatherof(solomon,rehoboam). 
fatherof(rehoboam,abijah). 
fatherof(abijah,asa). 
fatherof(asa,jehoshaphat). 
fatherof(jehoshaphat,joram). 
fatherof(joram,ahaziah). 
fatherof(ahaziah,joash). 
fatherof(joash,amaziah). 
fatherof(amaziah,azariah). 
fatherof(arariah,jotham). 
fatherof(jotham,ahaz). 
fatherof(ahaz,hezekiah). 
fatherof(hezekiah,manasseh). 
fatherof(manasseh,amon). 
fatherof(amon,josiah). 
fatherof(josiah johanan). 
fatherof(josiah,jehoiakim). 
fatherof(josiah,zedekiah). 
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fatherof(sheva,machbenah). 
fatherof(ephrathah, hur). 
fatherof(hur,shobal). 
fatherof(hur,saima). 
fatherof(hur,hareph). 
fatherof(shobal,kiriath-jearim). 
fatherof(salma,bethlehem). 
fatherof(salma,atroth-beth-joab). 
fatherof(hareph,beth-gader). 
fatherof(shobal,haroeh). 
fatherof(david,amnon). 
fatherof(david,daniel). 
fatherof(david,absalom). 
fatherof(david,adonijah). 
fatherof(david,shephatiah). 
fatherof(david,ithream). 
fatherof(david,shimea). 
fatherof(david,shobab). 
fatherof(david, nathan). 
fatherof(david,solomon). 
fatherof(david,ibhar). 
fatherof(jeshaiah,rephaiah). 
fatherof(rephaiah,arnan). 
fatherof(arnan,obadiah). 
fatherof(obadish,shecaniah). 
fatherof(shecaniah,shemaiah). 
fatherof(shemaiah,hattush). 
fatherof(shemaiah,igal). 
fatherof(shemaiah,bariah). 
fatherof(shemaiah,neariah). 
fatherof(shemaiah shaphat). 
Íatherof(neariah,elioenal). 
fatherof(neariah,hizkiah). 
fatherof(neariah,azriham). 
fatherof(elioenai,hodaviah). 
fatherof(elioenai,eliashib). 
fatherof(elioenai,pelaiah). 
fatherof(elioenai,akkub). 
fatherof(elioenai,johahan). 
fatherof(elioenai,delaiah). 
fatherof(elioenai,anani). 
fatherof(judah, perez). 
fatherof(judah,hezron). 
fatherof(judah,carmi). 
fatherof(judah,hur). 
fatherof(judah,shobal). 
fatherof(shobal,reaiah). 
fatherof(reaiah jahath). 
fatherof(jahath ahumai). 
fatherof(jahath,Jahad). 
fatherof(etam,jezreel). 
fatherof(etam ishma). 
fatherof(etam,idbash). 
fatherof(penuel,gedor). 
fatherof(ezer,hushah). 
fatherof(ashhur,tekoa). 
fatherof(ashhur,ahuzam). 


fatherof(josiah shallum). 
fatherof(jehoiakim,jeconiah). 
fatherof(jeconiah,zedekiah). 
fatherof(jeconiah,shealtiel). 
fatherof(jeconiah,malchiram). 
fatherof(jeconiah,pedaiah). 
fatherof(jeconiah,shenazzar). 
fatherof(jeconiah,jekamiah). 
fatherof(jeconiah,hoshana). 
fatherof(jeconiah,nedabiah). 
fatherof(pedaiah,zerubbabel). 
fatherof(pedaiah,shimei). 
fatherof(zerubbabel,meshullam). 
fatherof(zerubbabel,hananiah). 
fatherof(zerubbabel,hashubab). 
fatherof(zerubbabel,ohel). 
fatherof(zerubbabel,berechiah). 
fatherof(zerubbabel,hasadiah). 


fatherof(zerubbabel,jushab-hesed). 


fatherof(hananiah,pelatiah). 
fatherof(hananiah,jeshaiah). 
fatherof(eshton,paseah). 
fatherof(eshton,tehinnah). 
fatherof(tehinnah,ir-nahash). 
fatherof(kenaz,othniel). 
fatherof(kenaz,seraiah). 
fatherof(othniel,hathath). 
fatherof(othniel, meonothai). 
fatherof(othniel,ophrah). 
fatherof(seraiah,joab). 
fatherof(joab,ge-harashim). 
fatherof(jephunneh,caleb). 
fatherof(caleb,iru). 
fatherof(caleb,elah). 
fatherof(caleb,naam). 
fatherof(elah,kenaz). 
fatherof(jehallelel,ziph). 
fatherof(jehallelel,ziphah). 
fatherof(jehallelel,tiria). 
fatherof(jehallelel,asarel). 
fatherof(ezrah,jether). 
fatherof(ezrah,mered). 
fatherof(ezrah,epher). 
fatherof(ezrah,jalon). 
fatherof(ezrah,ishbah). 
fatherof(ishbah,eshtemoa). 
fatherof(mered,shamai). 
fatherof(mered,ishbah). 
fatherof(mered,jered). 
fatherof(mered,heber). 
fatherof(mered, jekuthiel). 
fatherof(jered,gedor). 
fatherof(heber,soco). 
fatherof(jekuthiel,zanoah). 
fatherof(shimon,amnon). 
fatherof(shimon,rinnah). 
fatherof(shimon,ben-hanan). 
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fatherof(ashhur,hepher). 
fatherof(ashhur,temeni). 
fatherof(ashhur,ahashtari). 
fatherof(ashhur,zereth). 
fatherof(ashhur,zohar). 
fatherof(ashhur,ethnan). 
fatherof(koz,anub). 
fatherof(koz,zobebah). 
fatherof(chelub,mehir). 
fatherof(mehir,eshton). 
fatherof(eshton, bethrapha). 
fatherof(laadah,mareshah). 
fatherof(simeon,nemuel). 
fatherof(simeon,jamin). 
fatherof(simeon,jarib). 
fatherof(simeon,zerah). 
fatherof(simeon,shaul). 
fatherof(simeon,shallum). 
fatherof(simeon,mibsam). 
fatherof(simeon,mishma). 
fatherof(mishma,hammuel). 
fatherof(mishma,shimei). 
fatherof(mishma,zaccur). 
fatherof(amaziah,joshash). 
fatherof(amaziah,jamlech). 


fatherof(amaziah,meshoabab). 


fatherof(joshibiah,jehu). 
fatherof(joshibiah,joel). 
fatherof(seraiah,joshibiah). 
fatherof(asiel,seraiah). 
fatherof(shiphi,eiloenai). 
fatherof(shiphi,jaakobah). 
fatherof(shiphi,jeshohaiah). 
fatherof(shiphi,asaiah). 
fatherof(shiphi, adiel). 
fatherof(shiphi,jesimiel). 
fatherof(shiphi,benaiahi). 
fatherof(shiphi,ziza). 
fatherof(allon,shiphi). 
fatherof(reuben,enoch). 
fatherof(jedaiah,allon). 
fatherof(shimri,jedaiah). 
fatherof(shimri,shemaiah). 
fatherof(reuben,pallu). 
fatherof(reuben,hezron). 
fatherof(reuben,carmi). 
fatherof(joel,shemaiah). 
fatherof(shemaiah,gog). 
fatherof(gog,shimei). 
fatherof(shimei,micah). 
fatherof(micah,reaiah). 
fatherof(reaiah, baal). 
fatherof(baal,beerah). 
fatherof(azaz,bela). 


fatherof(shimon,tilon). 
fatherof(ishi,zoheth). 
fatherof(ishi,ben-zoheth). 
fatherof(judah,shelah). 
fatherof(shelah,er). 
fatherof(shelah,laadah). 
fatherof(shelah,jokim). 
fatherof(shelah,joash). 
fatherof(shelah,saraph). 
fatherof(shelah jahubilehem). 
fatherof(er,lecah). 
fatherof(jeshishai, michael). 
fatherof(jahdo,jeshishai). 
fatherof(buz,jahdo). 
fatherof(abihail, michael). 
fatherof(abihail,meshullam). 
fatherof(abihail,sheba). 
fatherof(abihail,jorai). 
fatherof(abihail,jacan). 
fatherof(abihail,zia). 
fatherof(abihail,eber). 
fatherof(abdiel, shi). 
fatherof(guni,abdiel). 
fatherof(levi,gershom). 
fatherof(levi,kohath). 
fatherof(levi,merari). 
fatherof(gershom,libni). 
fatherof(gershomshimei). 
fatherof(kohath, amram). 
fatherof(kohath,izhar). 
fatherof(kohath,hebron). 
fatherof(kohath,uzziel). 
fatherof(amram,aaron). 
fatherof(amram,moses). 
fatherof(amram,miriam). 
fatherof(merari,mahli). 
fatherof( merari,mushi). 
fatherof(aaron,nadab). 
fatherof(aaron,abihu). 
fatherof(aaron,eleazar). 
fatherof(aaron,ithamar). 
fatherof(eleazar,phinehas). 
fatherof(phinehas,abishua). 
fatherof(abishua, bukki). 
fatherof(bukki,uzzi). 
fatherof(uzzi,zerahiah). 
fatherof(zerahiah,meraioth). 
fatherof( meraioth,amariah). 
fatherof(amariah,ahitub). 
fatherof(ahitub,zadok). 
fatherof(zadok,ahimaaz). 
fatherof(ahimaaz,azariah). 
fatherof(azariah,johanan). 
fatherof(johanan azariah). 
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fatherof(huri,abihail). 
fatherof(jaroah,huri). 
fatherof(gilead,jaroah). 
fatherof(michael,gilead ). 
fatherof(shallum, hilkiah). 
fatherof(hilkiah,azariah). 
fatherof(azariah,seraiah). 
fatherof(seraiah jehozadak). 
fatherof(levi,gershom). 
fatherof(levi,kohath). 
fatherof(levi,merari). 
fatherof(gershom,libni). 
fatherof(gershom,shimei). 
fatherof(kohath,amram). 
fatherof(kohath,izhar). 
fatherof(kohath,hebron). 
fatherof(kohath,uzziel). 
fatherof(merari,mahli). 
fatherof(merari,mushi). 
fatherof(libni,jahath). 
fatherof(jahath,zimmah). 
fatherof(zimmah,joah). 
fatherof(joah,iddo). 
fatherof(iddo,zerah). 
fatherof(zerah,jeatherai). 
fatherof(kohath,amminadab). 
fatherof(kohath,korah). 
fatherof(kohath,korah). 
fatherof(kohath,assir). 
fatherof(kohath,elkanah). 
fatherof(kohath,ebiasaph). 
fatherof(kohath,assir). 
fatherof(kohath,tahath). 
fatherof(kohath uriel). 
fatherof(kohath,uzziah). 
fatherof(kohath,shaul). 
fatherof(elkanah,amasai). 
fatherof(elkanah,ahimoth). 
fatherof(samuel,vashni). 
fatherof(samuel,abijah). 
fatherof(merari,mahli). 
fatherof(mahli,libni). 
fatherof(libni,shimei). 
fatherof(shimei,uzzah). 
fatherof(uzzah,shimea). 
fatherof(shimea, haggiah). 
fatherof(haggiah,asaiah). 
fatherof(samuel,joel). 
fatherof(elkanah,samuel). 
fatherof(jeroham,elkanah). 
fatherof(eliel,jeroham). 


fatherof(azariah,amariah). 
fatherof(amariah,ahitub). 
fatherof(ahitub,zadok). 
fatherof(zadok,shallum). 
fatherof(toah,eliel). 
fatherof(aaron,eleazar). 
fatherof(eleazar,phinehas). 
fatherof(phinehas,abishua). 
fatherof(abishua,bukki). 
fatherof(bukki,uzzi). 
fatherof(uzzi,zerahiah). 


fatherof(zerahiah,meraioth). 
fatherof(meraioth,amariah). 


fatherof(amariah,ahitub). 
fatherof(ahitub,zadok). 
fatherof(zadok,ahimaaz). 
fatherof(issachar,tola). 
fatherof(issachar,puah). 
fatherof(issachar,jashub). 
fatherof(issachar,shimron). 
fatherof(tola,uzzi). 
fatherof(tola,rephaiah). 
fatherof(tola,jeriel). 
fatherof(tola,jahmai). 
fatherof(tola,ibsam). 
fatherof(tola,shemuel). 
fatherof(uzzi,izrahiah). 
fatherof(izrahiah,michael). 
fatherof(izrahiah,obadiah). 
fatherof(izrahiah,joel). 
fatherof(izrahiah,isshiah). 
fatherof( benjamin,bela). 
fatherof(benjamin,becher). 
fatherof(benjamin,jediael). 
fatherof(bela,ezbon). 
fatherof(bela,uzzi). 
fatherof(bela,uzziel). 
fatherof(bela,jerimoth). 
fatherof(bela,iri). 
fatherof(becher,zemirah). 
fatherof(becher,joash). 
fatherof(becher,eliezer). 
fatherof(becher,elioenai). 
fatherof(becher,omri). 
fatherof(becher,jeremoth). 
fatherof(becher,abijah). 
fatherof(becher,anathoth). 
fatherof(becher,alemeth). 
fatherof(jediael,bilhan). 
fatherof(bilhan,jeush). 
fatherof(bilhan, benjamin). 
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fatherof(bilhan,ehud). 
fatherof(bilhan,chenaanah). 
fatherof(bilhan,zethan). 
fatherof(bilhan,tarshish). 
fatherof(bilhan,ahishahar). 
fatherof(ir,shuppim). 
fatherof(ir,huppim). 
fatherof(aher,hushim). 
fatherof(naphtali,jahziel). 
fatherof(naphtali,guni). 
fatherof(naphtali,jezer). 
fatherof(naphtali,shallum). 
fatherof( manasseh,ssriel). 
fatherof( machir,gilead). 
fatherof(machir,peresh). 
fatherof(machir,sheresh). 
fatherof(sheresh,ulam). 
fatherof(sheresh,rekem). 
fatherof(ulam,bedan). 
fatherof(shemida,ahian). 
fatherof(shemida,shechem). 
fatherof(shemida,likhi). 
fatherof(shemida,aniam). 


fatherof(ephraim,shuthelah). 


fatherof(shuthelah, bered). 
fatherof(bered,tahath). 
fatherof(tahath,eleadah). 
fatherof(eleadah,tahath). 
fatherof(tahath,zabad). 
fatherof(zabad,shuthelah). 
fatherof(zabad,ezer). 
fatherof(zabad,elead). 
fatherof(ephraim,beriah). 
fatherof(rephah,resheph). 
fatherof(resheph,telah). 
fatherof(telah,tahan). 
fatherof(tahan,ladan). 
fatherof(ladan,ammihud). 


fatherof(ammihud,elishama). 


fatherof(elishama,non). 
fatherof(non,joshua). 
fatherof(asher,imnah). 
fatherof(asher,ishvah). 
fatherof(asher,ishvi), 
fatherof(asher, beriah). 
fatherof(asher,serah). 
fatherof(beriah, heber). 
fatherof(bela,huram). 
fatherof(shaharaim,jobab). 
fatherof(shaharaim,zibia). 
fatherof(shaharaim,mesha). 


fatherof(shaharaim, malcam). 


fatherof(beriah,malchiel). 
fatherof(malchiel, birzaith). 
fatherof(heber,japhlet). 
fatherof(heber,shomer). 
fatherof(heber,hotham). 
fatherof(heber,shua). 
fatherof(japhlet,pasach). 
fatherof(japhlet,bimhal). 
fatherof(japhlet,ashvath). 
fatherof(shemer,ahi). 
fatherof(shemer, rohgah). 
fatherof(shemer,hubbah). 
fatherof(shemer,aram). 
fatherof(helem,zophah). 
fatherof(helem,imna). 
fatherof(helem,shelesh). 
fatherof(helem,amal). 
fatherof(zophah,suah). 
fatherof(zophah,harnepher). 
fatherof(zophah,beri). 
fatherof(zophah,shual). 
fatherof(zophah,imrah). 
fatherof(zophah, bezer). 
fatherof(zophah,hod). 
fatherof(zophah,shamma). 
fatherof(zophah,shilshah). 
fatherof(zophah,ithran). 
fatherof(zophah,beera). 
fatherof(jether,jephunneh). 
fatherof(jether,pispa). 
fatherof(jether,ara). 
fatherof(ulla,arah). 
fatherof(ulla,hanniel). 
fatherof(ulla,rizia). 
fatherof(benjamin,bela). 
fatherof(benjamin,ashbel). 
fatherof(benjamin,aharah). 
fatherof(benjamin,nohah). 
fatherof(benjamin, rapha). 
fatherof(bela,addar). 
fatherof(bela,gera). 
fatherof(bela,abihud). 
fatherof(bela,naaman). 
fatherof(bela,abishua). 
fatherof(bela,ahoah). 
fatherof(bela,gera). 
fatherof(bela,shephuphan). 
fatherof(shashak,penuel). 


fatherof(jeroham,shamsherai). 


fatherof(jeroham,shehariah). 
fatherof(jeroham,athaliah). 
fatherof(jeroham,jaareshiah). 
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fatherof(shaharaim,jeuz). 
fatherof(shaharaim,sachiah). 
fatherof(shaharaim,mirmah). 
fatherof(shaharaim,abitub). 
fatherof(shaharaim,elpaal). 
fatherof(elpaal,eber). 
fatherof(elpaal,misham). 
fatherof(elpaal,shemed). 
fatherof(elpaal,beria). 
fatherof(elpaal,shema). 
fatherof(beriah,zebadiah). 
fatherof(beriah,arad). 
fatherof(beriah,eder). 
fatherof(beriah,michael). 
fatherof(beriah,ishpah). 
fatherof(beriah,joha). 
fatherof(elpaal,zebadiah). 
fatherof(elpaal,meshullam). 
fatherof(elpaal,hizki). 
fatherof(elpaal,heber). 
fatherof(elpaal,ishmeraj). 
fatherof(elpaal,izliah). 
fatherof(elpaal,jobab). 
fatherof(shimei,jakim). 
fatherof(shimei,zichri). 
fatherof(shimei,zabdi). 
fatherof(shimei,elienai). 
fatherof(shimei,zillethai). 
fatherof(shimei,eliel). 
fatherof(shimei,adaiah). 
fatherof(shimei,beraiah). 
fatherof(shimei,shimrath). 
fatherof(shashak,ishpan). 
fatherof(shashak,eber). 
fatherof(shashak,eliel). 
fatherof(shashak,abdon). 
fatherof(shashak,zichri). 
fatherof(shashak,hanan). 
fatherof(shashak,hananiah). 
fatherof(shashak,elam). 


fatherof(shashak,anthothiah). 


fatherof(shashak,iphdeiah). 
fatherof(reuel,shephatiah). 
fatherof(ibneiah,reuel) 
fatherof(hilkiah,azariah). 
fatherof(meshullam,hilkiah). 
fatherof(zadok,meshullam). 
fatherof(meraioth,zadok). 
fatherof(ahitub,meraioth). 


fatherof(jeroham,elijah). 
fatherof(jeroham,zichri). 
fatherof(mikloth,shimeah). 
fatherof(ner,kish). 
fatherof(kish,saul). 
fatherof(saul,jonathan). 
fatherof(saul,malchi-shua). 
fatherof(saul,abinadab). 
fatherof(saul,eshbaal). 
fatherof(jonathan,merib-baal). 
fatherof(merib- baal, micah). 
fatherof(micah, pithoh). 
fatherof(micah,melech). 
fatherof(micah,taarea). 
fatherof(micah,ahaz). 
fatherof(ahaz,jehoaddah). 
fatherof(jehoaddah,alemeth). 
fatherof(jehoaddah,azmaveth). 
fatherof(jehoaddah,zimri). 
fatherof(zimri,moza). 
fatherof(moza,binea). 
fatherof(binea,eleasah). 
fatherof(eleasah,azel). 
fatherof(azel,azrikam). 
fatherof(azel, bocheru). 
fatherof(azel,ishmael). 
fatherof(azel,sheariah). 
fatherof(azel,obadiah). 
fatherof(azel,hanan). 
fatherof(eshek,ulam). 
fatherof(eshek,jeush). 
fatherof(eshek,eliphelet). 
fatherof(ammihud,uthai). 
fatherof(omri,ammihud). 
fatherof(zerah,jeuel). 

fatherof( meshullam sallu). 
fatherof(hodaviah,meshullam). 
fatherof(hassenuah,hodaviah). 
fatherof(jeroham,ibneiah). 
fatherof(uzzi,elah). 
fatherof(michri,uzzi). 
fatherof(shephatiah,meshullam). 
fatherof(jeroham,adaiah). 
fatherof(pashhur,jeroham). 
fatherof(malchijah,pashhur). 
fatherof(adiel,maasai). 
fatherof(jahzerah,adiel). 
fatherof(meshullam,jahzerah). 
fatherof(meshillemith,meshullam). 
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